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Die  Theforie  der  atmofipbärisoben  Refmctfon  ist  mslHön^  «ehr 
iidnfig  und  mit  elfrem  gik>«Beii  Aufwände'  I-^mi -Scfaar^^n -niid  fioa- 
lytischem  Calcol  behandelt  ti'orden.  lni'<AUffettieiiiien  ia^seii  «Treh 
aoer  zvf^i  Hauptriditürigten^  welche  man  bei  lev  Entwickelung  dre- 
ser  iq  vielen  Beziehutigen  so  wichtige  Theaiie  verfolgt  hat,  von 
einander  unterscheiden  5  von  denen  kb  die  eine  mit  dem  Nameii 
der  geome1riscben>  die  «nderei  niit  dem  Namen  der  physiice^ 
li^eben  belegen  mOchte.  Der  bedeutendste  Repräsentant  der 
ersten  Richtung  Ist' Lambert,  dessen  tu  damahger  Zeit'le^e#- 
dings  «etiV' elegante  Schrift:  Lespropridt'^s  ^ematq^sMiek 
^e  laronte  de  la  lumi^re  parles^airs^  ei  en  geaeral  ^at 
plusieur-s  milieux  r^fringens  sph^riqneset  öondenSri- 
ques,  avec  la  Solution  des  problemes,  qui  y  ont  du  rap- 
port,  comme  sont  les  refractions  astronomiques  et  ter- 
restr.es,  et  ce  qui  en  depend-  Par  J.  H.  Lambert  \  la 
Hayj&.^,  .1758,  i^'^j  'jJiSe  auch  in  einher  deutschen  .  Üebersetzimg : 
Eigcfnscharteq  der  Bahn  des  Llghts.)  Von  J.  H.  Lambert 
Berlin. ,1772.  8.  erscbieiien  ist»  nach  meiner  ))leinuiig  auch  jetzt 
iiiun^i;  ..n4>pb  BQachtung  verdient  <•  Dei}  bedeutendste  Repräsentant 
der  zwiefteo.  Richtimg  ist  Laplace,.  ivrelaier  bekanotlicb  Im  zehnr 
ten  Buche  der  JVl^caniqne  eilest«.  T.  IV.  p:  331.  die  Theorie 
der  sogenannten  astronomischen  und  terrestrischen  Refraction  aus 
dem  ^hysikaiischpn  G^cbt^unkte  ^uf-  eine  buchst  scharfi^innige 
und  ein  wahres  Mpster  für  derartige  physikalische  Untersuchungen 
darbietende  Weise  behandelt  haf  *)• 


*)  In  dem  M^mo-ire  «ur   la  meaare  theo^i-^lie  et  exp^ri- 
mentale  de  la  refraction  terrestre,    avec  son  «plplication  a 
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Der  geometrischen  Behandlang  dieses  Gegenstandes,  wenn 
dieselbe  auch  allerdings  keineswegs  so  tief  in  die  eigentliche  Natur 
desselben  einzufuhren  geeignet  ist  wie  die  physikalische  Behand- 
lung^ scheint  mir  immer  der  Vorzug  zu  gebühren,  dass  sie  sich 
ohne  alle  hypothetischen  Voraussetzungen  durchführen  iässt  und 
nur  einige  durch  die  genauesten  Versuche  mehrerer  Physiker  aus* 
ser  allem  Zweifel  gesetzte  Erfahrungssätze  als  Grundlagen  in  An- 
spruch nimmt,  überdies  aber  zugleich  zu  mehreren  auch  in  geo- 
metrischer Rücksicht  interessanten  Resultaten  führt,  und  Aman 
fern  in  der  Astronomie  und  Geoiäsie  zugänglicher  sein  dürfte  als 
ie  Behandlung  aus  dem  phys'mRischen  Gesichtspunkte.  Da  nun 
die  Methode ,  nach  welcher  Jie^er  jvichti&'e  Ge&'enstqjid  in  der  oben 

rucksichfiicn   mrlT\ef&^tiA\icnUelt' AöföliiferÄ  'mandKeScm^letfe 

atmosphärichen  Refraction  ans  dem  geometrischen  Gesichtspunkte 
in  der  vorliegenden  Abhandlung,  leiner  ganz  neuen  Behandlung  zu 
unterwerfen,  und  dabei, namentlich  ^uch  einige  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Refract?(Mil)€üF^i^MetitlieA  h^rt^tzuheben  und  streng 
zu  beweisen.  Bemerken  muss  ich  jedoch,  dass  ich  bei  dieser  Un- 
tersuchung mein  Augenmerk  hauptsächlich  auf  die  sogenannte  ter- 
restrische Refraction  gerichtet  habe,  weil  die  astronomische  Re- 
fraction überhaupt  schon  oft^jr  .u^d  tiefer  eingehend  als  iene  behan- 
delt worden  ist.  Auch  muss  ich  offen '  gestehen,  dass  es  mir 
iltimeq«  wtaig)  ^atiii!^ei»As${ g0Sifl)i0««A  h9iU  lai«  tl»Tv^^iß\^tie »R^frac- 
4ici«  blQSsiidiM<:H0ciz«»ialabataAid^  dQrJbei4eii«{S(tiitioOQn!,Qder:!<ta«l 
tf^aa,  4ie«eaiy(^tlk»lefi>!itmnMittelpti«l(te  i\ßtik»M^  l»iig0KcM4Mis«ti^ 
Wtni&el;  > .bllttf .ildl« » Ki9$ksiiobjl  «.«f !  die  ZeniävdMw^«. i pi^^ipwptißM 
mif  eielzletty.iyie  w^ni^rtigMch  La#ftb.ect:><a;i  a»  iQv  pi  7& 
Wbmr^me  .XX,VIuOs  und  li a P(l«q4  (a^  a, iiO:^,>  2J9*h  ai\^m^ 
g^Ckißhi\  Jh  ich  bin  «leUkst  aerM^MMing;.  dASA<dieigi?rin@e'Üebetr 
nibstimmung/i  f«,  d«n:  yon.  .!¥eil9c(ii^tfenei»:!Geiebrten!)bejtNtii«taii||eai 
W(<vth«jn>.<m^.€Qef]9cieiite»Ml«^;  t^i i!^risßhenv.Refr4fitlott ; *)  «icbt 
hlclslii^ ; iif)ie:;gewiibMieh :  b<f baupf^t  H'irtt ,  \  4ÄRrgr^fi«e»  ,Ve«lwlerti«hr 
k«if  der')X'|]ftbesc|iftffienheit'>|n.  dp  ,d^r:  Hr«l«  aäb^uUfgiebdiBhi 
Sdbicbtamoder  Atow^b^ciyi  ;^Qn(deriitaK)%  Tbeü.  ig^ma^iftnih  idef 

-  q  j;i   ij  j>  ]  ti  (-   /    '  n   •    .■"'.'^ .'.  ♦ !  u  i»  I  .j  '•.  •        \K)\\ 


E^ft'BcHi'fft  uVer  dti^seri-  G^g:«ti8«BMd ;  scfilifetfft  mtK  tief  ^^fatse^'  i^  den 
Ot*iMdl«hr)Qfr'and'ittt  (PHlloip  an  LapU^^e  ttff.'  JN^faUs  aW' TdMi«iit 
f|}«8^  S«hr»h>)ilber  Idi4  tthystkaliccfaft 'tliefMrte^'derlldfractlou^Whtttit^ 
tiiiii 'ftil^em^nek'  bekannt  fcu  vreHtva^  ai«  «i«.hia  jefst  gairbrdch  «tf  ntA 


.(> 


'  'die  Ertgiandet'  ';:  '  J  'V  ^    -  •^\    .*  .;  .,  0,2(KH);         '\  \    '  '\' 
die  Franzosen    .     .    v.     .     .    i    •    v'  .'  0,löOd,  '-        ■       '     * 

Gorabeaf 0,1285, 

die  ostpreussigche  Gradniessung      •     •    0,1370, 

!i-   <j  /  .        ,Gaa^i  >o  *     4     ♦     »^y  ^  i\»  '.«S    •»     A    •••:!•   \9Af^%   »l.    ;:"    ' 


HangeUiaftigkeit  der  Theorie  der  tenntrischen  Refractioo  und 
mancfaen  AiielafiMunsen ,  welche  rann  uich  bei  der  Entwickelung 
derselben  geislattet  hat,  anheim  f^llt.  In  der  That  werden  auch, 
wie  ich  wenigstens  bofle,  di^  in  dieser  AbhandluDe  geeebenea 
Entwickelungen  deutlich  in's  Licht  setzen,  das«  nicht  bloss  die 
astronomische,  sondern  allerdings  auch  die  terrestrische  ReEraction 


nicht  an,  hier  den  Wunsch  auszusprechen,  dass  ein  mit  allen 
nOtbigen  Hfilfsmittela  gehOrie  ausgerüsteter,  in  einer  zu  aolchen 
Beobacbtungcn't^elgnMeB.liicgflnd  wnhMndei  Gelehrter  «ich  die- 
ser Utttetevelninf;  ofterzieberi ,  oder  eibe  g^lcihrte  Gesflllaohaft  oder 
«De  R«gieha^  diesälb«  zn  Veiwilaefien  eich  g«ne1gt  fublÄi  mlkihte, 
da  mir  selbst  m  däm  iiie8)f;eD  Tfilti^D^  Flach londs  Jed«  Gelegenheit 
■ur  erfolgreichen  'Dnrebllfaningi  derselben  BMngttt, 

'  Was  ich  ausser  der  voltständigem  BeftandtuDg  der  terrestri- 
schen Refraction   am   Scbluss  dieser  Abhandliing   noch   über  die 
astronomische  Refraction  gesagt  habe,  ist  nur  der  VoUsländigkeit 
wegen  und  Aniangern  zu  Liebe  beigefügt  worden,  und  hat  keines- 
wegs den  Zweck,   i" 
hnngen  mit  so  gtflc 
Gegenstände  eine  n 
irgend  eine  Weise  i 
man  Alles ,  w^s  zu 
c  e '  s   berOhmtem    V 
derer.  Astronomen  it 


E  r  f  ah  rungssätze. 

Wir  werden  im  Folgenden  bei  der  ^ntwickelung  der  Theorie 
der  atmosphärischen  Refraction  von  einigen  Erfahrungssj^tzen  aus- 
gehen ,  deren  Richtigkeit  durch  viele  mit  grosser  Sorgtalt  und  Ge- 
nauigkeit von  mehreren  Physikern  angestelite  Tersucne  als  aus- 
ser allem  Zweifel  gesetzt  betrachtet  werden  kann.  Diese  Sätze 
wollen  wir 5  um  eine  sichere  Grundlage  für  das  Folgende  zu  ge- 
winnen, jetzt  hier  in  der  Kürze  zusanHnenstellen,  wenn  dieselben 
auch  allgemein  bekannt  sind,  und  sich  in  jedem  etwas  vollständi- 
gem physikalischen  Lehrbuche  sämmtlich  nndeq. 

!.  - 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  das  bekannte  Fundimientaltheorefm 
4er  gesammten  Diopitrik,  dass  nämlich  für  jede  zftei  brechende 
Körper  das  Verhältniss  des  Siausi  des  Eihfaliswinkeis  und  des 
Sinus,  des  BrechungVcinkels  zu  einander  constant  ist/ und  daas 
dieses  Verhältniss  jederzeit  seinen  reciproken- Wet tb  erbäit,  wenn 
die  beiden  brechenaen  Körper  mit  einander  verwechselt  werden. 
Wird  also  ftir  zwei  brechende  Korper  überhaupt  der  Einfallswin- 
kel durch  fo,  der  Brechungswinkel  durch  co'  bezeichnet,  und 


sin  o 
sin  G>' 


gesetzt,  so  ist  die  Grosse  n,  welche  bekanntlich  der  Brechungs- 
ezponent  fiir  die  beiden  in  Rede  stehenden  brechend:en  Korper 
genannt  yvird ,  constant  oder  verändert  ihren  Werth  nicht,  wie  sich 
auch  die  beiden  Winkel  o  und  cd'  ätidern  mögen:  Werden  aber 
die  beiden  brechenden  Körper  mit  einander  verwechselt,  so  erhält 
der  Brechungsezponent  seinen  reciproken  Werth,    und  wird   also 

in  der  vorhergehenden  Bezeichnung  durch  den  Bruch  —  dargestellt. 

Auch  hat  die  Erfahrung  gelehrt,  dass  der  Brechungsexponent  immer 
grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist,  jenachdem  der  Strahl  aus 
einem  dünnem  In  einen  dichtem,  oder  aus  einem  dichtem  in  einen 
dünnern  Körper  übergeht.  Im  ersten  Falle  ist  also  jederzeit  der 
Einfallswinkel  grösser  als  der  Brechungswinkel;  im  zweiten  Falle 
ist  dagegen  der  Einfallswinkel  immer  isleiner  als  der  Brechungs- 
winkel. 

II. 

Femer  haben  die  Versuche  gelehrt,  dass,  wenn  A  und  B 
zwei  einander  berührende,  von  parallelen  Ebenen  begränzte  brechende 
Körper  sind,  und  ein  Strahl  aus  der  Luft  in  den  Körper  A,  hier- 


auf  ans  dem  Kürper  A  in  den  Kurper  B,  and  dann  aus  dem  Kör- 
per B  wieder  in  die  Luft  übergeht,  jederzeit  der  erste  einfallende 
und  der  letzte  ausfahrende  St^hlj  die  beide  in  der  Luft  liegen» 
einander  parallel  sind.  Bezeichnen  wir  also  den  Einfallswinkel 
und  den  Brechungswinkel  ftir  die  Luft  und  den  Korper  A  durch 
o  und  cd'  ,  ftir  den  Körper  A  und  den  Körper  £  durcn  a*  und  m", 
für  den  Kurper  B  und  die  Luft  durch  oa"  und  m,  wobei  man  nicht 
zu  übersehen  hat,  dass  die  Körper  A  und  B  nach  der  Voraus- 
setzung von  parallelen  Ebenen  begränzt  werden  und  der  erste  ein- 
fallende und  letzte  ausfahrende  Strahl  einander  parallel  sind,  die 
entsprechenden  Brechungsezponenten  aber  durch  m,  k,  n;  so  Ist 
nach  I. 

sin« sin  to' .     mna>" 

sin fi>  sm (o"        '   snid  ' 

also,  wenn  man  diese  Gleichiiogen  in  einander  multiplicirt : 

fnA:n  =  l« 
oder 

mn     n 

wo  m  der  Brechungsexponent  fär  Luft  und  den  Körper  A,   femer 

—  der  Brechungsexponent  (ür  Luft  und  den  Körper  B,  endlich  k 

der  Brechungsexponent  fiHr  die  Körper  A  und  B  ist.  Dies  hat 
überhaupt  auf  den  folgenden,  auch  noch  durch  viele  andere  Ver- 
suche ausser  allem  Zweifel  gesetzten  Satz  geführt: 

Wenn  für  die  beiden  brechenden  Körper  A  und  jff  der  Brechungs* 
exponent  X,  für  die  beiden  brechenden  Körper  A  und  C  der  Brechungs- 

exponent  (i  ist,   so  ist  jederzeit  j-  der  Brecfaungsexponent  für  die 

beiden  brechenden  Körper  B  und  C 

Namentlich  ist  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  auch  in  allen  den 
Fällen,  wo  A  der  leere  Raum  ist,  und  B  und  C  verschiedene 
Luftarten  oder  Gasarten  sind,  durch  Versuche  ausser  allem  Zwei* 
fei  gesetzt  wordei^. 

III. 

•  •  • 

Wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  bei  der 
Temperatur  0  und  dem  barometrischen  Drucke  0>",  76  als  Einheit 
der  Dichtigkeiten  der  atmosphärischen  Luft  annehmen ;  so  ist  nach 
allgemein  befeannten  physikalischen  Gesetzen  die  Dichtigkeit  der 
atmosphärischen  Luft  bei  der  Temperatur  t  nach  dem  Centesimal- 
thevnometer  und  bei  dem  in  Metern  ausgedrückten  barometrischen 
Drucke  b: 

b  .    . 

0^,76.  (1+0,00375. <)• 

Bezeichnen  wir  nun  den  Brechungsexponenten  für  den  leeren 


6 

Raum  und  gAmatphtkrinch^  L«ft  beider  Temperatur)  <  «uiiil  dem 
HiHrometriBchen  Drucke  ö  durch  'n:,  so  zisigen  bei  ve^schieAenieit 
Teniperaturen  und  BkraitieiWstXiideii  ahgestettte' VetTStiohe,  -dWi» 
deii'QuoÜJent' •    •        .      .     •  •/   t-- :•  !-J  .■•!..'   ...        ••! 


/  •         1 1 .  .         <  • .  ,     i      • « .     I    '        .     I : 


oder  der  Bruch* 


i.      .      '.'••■.    .     !»•  ii 


•  0*,.76,(I  +Ö.0037Sf ,f)(««— Jj '       ■  '"'■ ,    ' '   '  ' 


t 


I 


sehr  nahe  eine  constabte  Grosse  i^t>  d.  h,  dads  die  Grösse  n'— 1, 
welche  man  gewohdlicb  idie  brechende  Kraft  bh  nennen  pflegt, 
der  Dichtigkeit  der  Luft  proportional,  oder  dass  der  Quotient  der 
brechenden  l^ffift  duiieh  die  Di<i!htigl?eit  dier  Liift,>i  welehe»  inati 
gewöhnlich  das  Brechungsvermögen  zu  nennen  pflegt,  eine 
constante  Grösse  ist.  Bezeichnen  wir  also,  dies  vorausgesetzt, 
den  Brechungsexponenten  für  den  leeren  Raum  und  atmosphärische 
Luft  bei  der  Temperatur  0  und  dör  Barometerhöhe  0"»,76  durch 
N,  so  ist  n  =  jYfur  t=0  und<6=A'^,7Q;  folglich,  weil  der  obige 
Bruch  eine  constante  Grösse  ist; 


I  > ; 


Ö»,70 ,  (1  +  0.00375, 0  (tfi  -  !)•     „-    - 

.,    >t>,.>. — f* — * t' "I  ii'.ivi    Uli   tiMiiri^y*^Ay, 


..I. 


aUo,  wi«  man  hieraus  leidht  findet.:  .:. •.!:(,  .  •.  ^  '..;•.  :j 


j^ 


'f •  •.  « 


yv!.^  V  1  +  0'".76.a  +  0^75.Q.(«^-l) 


i '  •  "fi .    ! ;    ;  s :  •  •        ,  • :  . '.      .  >  1 1    :  /  '  i 


mittelst  weicher  Forakel  der  Breehunffbexdonent  ifo'  debrleereo 
Raum  und  atmosphärische  Luft 'bei  4er  Temperatur  0  und  der 
Barometerhöhe  O'^jTö  aus  den'  durch  liiimittelblil'e  Verbuche  be- 
stiibrnten  Werthe»  de«  -Breebuligäeiepionenteb  i»i  filr  4eB  Jeeren 
Raufen  und  atmosphäfiscbe  Luft  bei .  mr  Tcnfepeiktur  timd.Bliröf 
meterhübe  b  bereohiiel^'werdfen  knui&n. '  i.'     t.  "i*^..  •  >  .t    <'     i 

Nach  Bipt  ist  bis  auf  sieben  Decimalstelleti  ^enau*' 

iV=  1^2943 
und 

"  •     •     '.  J¥?-tlbBO,O0ö568«.(n'.i.  hu     0  .,'    •l•M).M'»• 

• .     -'     . '        •  .')^t»|j!lr   '"ij  '»J:  «•v»i<l    r.  ' 

:  Au^  der,  eiligen  fGleichumg  ««pisttbiltiiii^ndiVfelgti 9^^     !• 

^—  ^   ^  +  0%76 . (1 + 0,0037570 '  ^'  'yA'>in<] 

d.  i.,  wenn  wir  die  Dtehti^eit  ci^et -atutosshärischen  Luft  bei  der 
Temperatur  t  und  der  Bärömeterhön^  o  aurch  D  bezeichnen,  weil 

W^W.!"r'?i"ljr^?^M').fni|/  ,  'i     .1«!    r.'tlt    MM»;     i\'      •IjMifji/X    i 


^ —O",  76.  a  + 0,00375.^ 
ist, 

n=\^l  +  (iV»-l)"D, 
oder,  vretk  wlt,ist'KSBSB'W*ffBit'';    .  l,    ■  i<.\ü'.},',-tt  n  ■■■.''• 

raoöpliäflÄtTie  im  voll'  -det  ^cliii^keM />| ,    »io>tUu&h'd^  Vor- 
hergehenden CfiabHÜng-'   •'    ■Tr!?iu'>..i .    r.I.    i>..   ,:.!.:'  -ino 

der  Brechungsexponent   för  atmosphärische  Luft  von  der  W^l^fS^- 
keit  D  und  atmosphärisch^  Lu[t  von  4^r  Dichtigkeit  Z>|. 

Dies  sind  die  Erfahrungssätze,   welche  wir  unserer  folgenden 
Entwickelung   der  Theorie  der   atmosphärischen   Reß-acfibii  'zum ' 
Grunde  legei^  werden,  ^  ,•     ,  ► 

H'  U'  •    '"..i  It  mI«»'»i«w  fi')':h.(.  •/:•  t"    i"l»   ir»i»')*.'    *  .«r/   <>^    ..        .'m:  *j'  ;  ! 

i-.i»  i«'>i,.f  '»iii*'>  'ii.i'i.  >i  <»  .  *i:v1j;>xj2iii.*iilfih^f  1.  »(»  il -...ri  -  i''.:\-\<K  ^mI» 
i's  17/  .  iii*'»>  'rn'.l  'KT'}|f'>.,  '.'  ,}2  'i7r,-.;i.»  mj(|  olriM  'i  •(»  •  :i>  fli'uU  > 
iM'fh  n  /  IM':!  t»!)  ur  ?)il>  ^'.-t.h  ,:«;.!  (••>.!'-  i'ks«'»  n^"  t»!':'M  i"'i  nun 
j    ^^?. ,v   .  i;».  , «.?.  ,  |?,  ü'»t>ii;i;'l  !•')!>    !v;ff  "I»:'»  T>[)'\    '»1  ••J!i-.l'»nil/! 

jriUifii^   fftl)  ruf  jMUi  -li/:  ii-   ■:'   '•   "    !*      .!;t,' .  -m:     i- ''j.i  is  f 
l'-iirl»  ovi^iM^   -n  I'  Jdi./^'MM'  i    .fJI    hjii  l'»>lfii//^'li;;'lniwl  off» 
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»MUT 


l      ' 


.^ 


!    .(  "  Mf 


Entwickelung  des  allgem^ineii  B^iff»  der 

Jt^ffinqlyaiißciirren* 

In  Taf.  I.  Fig.  L;8jei.»C,d^f  M{/:it^lpwM,4er£rde,  welche  wir  . 
hier  als  eine  Kugel  betrachten.  Die  AtmospYiare  der  Erde  denke 
man  sich  von  dem  Punkte  ^f  in  dorselben  an  bis  zu  der  Oberfläche 
der  Erde  in  n  mit  der  Oberfläche  der  Erde  concentrische  Schich- 
ten von  gldc|^r,.H(ihe  elngetbeUt^  upd^xielune  in  jeder  4^ser 
Schichten  die.  I^im  ftls  g;ieiqif^jrmiff; dicht. aii,.  Die  Br^fihuifgsex- 
ponenten  ftir  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  der 

Isten,  2teü,  3t^.  4ten^...«  nten 

Schicht  von  oben  nach  unten  seien  respective 

1         .*!>   ^»   ^#    T4 >."•••*«• 

Stellen  wir  ui^'ji^nl  vdr^    d^Bi^a  eiq  y>ii^dem  Punkte  i  in  der 
Atmosphäre   ausgehender    Lichtstrahl   nach    und    nach    bei    den 

respective  m  die  ...         .  i,     :,  .,,ix 

« 

2te,  3te,  ite,  5te, .•••nte 

Schicht  übergeht,  und  bei  dem  Punkte  i«  an  der  Oberfläche  der 
Erde  anlangt,  so  wird  we^en  der  bekanntlich  von  oben  nach  unten 
hin  wachsenden  Dichtigkeit  der  Luft  in  der  Atmosphäre  der  Erde 
der.  ganze  Weg 

a\$^^t^  **  *  *  ^ 

des  Strahls  nach  dem  Erfahnmgssatze  L  offenbar  eine  nach  der 
Oberfläche  der  Erde  hin  concave  gebrochene  Linie  sein,  wobei 
man  nur  nicht  zu  übersehen  hat,    dass  die  In  der  Figur  von  dem 

Mittelpunkte  C  der-Erde  nach  den  Punkten  i.,  %,  ig,  «4, jn^^ 

^ezoeenen  geraden  Linien  die  diesen  Punkten  entsprechenden 
Einfallslothe  sind.    Bezeichnen  wir  nun  bei  den  Punkten 

die  Einfallswinkel  und  Brechungswinkel  respective  durch 
und 

bl»    Sa»    b3  9    {49  ••••in— 19 


0; 

so  haben  wir»   iirett'iwdi  4€ini.  ErftAnBigssttse ^JH«  die  denselben 
Punlcten  ent^pre^hejidei;!  Brechmigsexpanenten 


•-  '  I 


-2     -2.    _*     A* 

A|       A2       A3       A^ 

sind,  nach  dem  Eiikhniligssatze  1.  die  fotgtendenf  Gleichungen: 

sin  2|      A2 


1  '  '  T 


feilt  a^Xx' 

sjnzg ^ 

'«lnS~la* 

sin  23 X4 

sinJi      i^' 

sln£|^X4.* 

Sin  (^1      AiH-i 

Multiplicirt  man  aber  alle  diese  Gleichungen  in  einander  und  hebt 
auf,  was  sich  aufheben  lässt«  so  erbält  man  die  Gleichung:     . 

^    sin^i8ini^sin^sin£^^,.sin£i~i  ~ii* 

Bezeichnen  wir  nun  noch  analog  mit  dem  Vorhergehenden 
die  In  den  Punktes  $  unj}  Sn  .von  den  Strahlao,  si^  und^ii~i.«ii  mit, 
den  Von  dem  Mittelpunkte  C  der  Erde  nacn  den  Punkten  1  und 
Sit  gezogenen  Einfallslothen  eingeschlossenen  spitzen  Winkel 
respectiye  durch  i  und  z»;  se  halren  trir  in  den  Dreiecken 

9iy$if  $\\yS^i  S^L/Mf^y  ^Cy49*»*«Sai— i  CSn 

•  r  ■   •  '  •  •  •  I 

\  *      • 

nach  eiiiem  bekannten   frigoitötnetrlschen  Etementärsatzti' die  föl-^ 
genden  Proportionen : 


,    I,       >     !•         •'  '"'     .  IT  '■        '  ■       .         s'M'  •'«,'"■'; 


sin{;:  sinzt  =:  Cst  :  Cs, 
sin(x :  Sin  Zg==  C^ :  C«! , 

8ing|^sin24;pC:r4:C%, 

'   ;.  ■•     V    ••  "ti.'s.  W.  ■':• 

ßiofi^^.5sin«ii-i,p=.Cfiinri:tii,-5i, ,  ,     . 


,  •.•:,'.•' 


aus  denen  sich  auf  der  «Stelle   durch  Zfa8aniniensetsunjs:'dle'Rru»> 


10 

n'>il!'i<-.ir.;.    )i'>sill(siit^siiu|kaiiil£|l...flM(£'t4:«nnBiMi  .°>i"  uxir.ii  <•». 

|-.-^        4'         J/^        i-^ 


»•••« 


oder  die  Gleichung 


f        r  .       • 


-^    sin £^ sin gg sin ^3 sin ^ sin^n~i     sinf      Csn 


\         iZ  M:  '. 


ergiebt.     Aus   der  Vergieiclnu^g^  der;  f  ISleichungen  1)   und  2)  mit 
einander  erhält  man  aber  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


oder  die  Gleichung 


Xt     sjnf      Csn' 

.A         .     «II  : 


3)    ^'a^i-jM['Csn 


Denken  wir  uns  nun  noch  vöki  denk' tili ttelpunkte  der  Erde  auf  die 
gehurig  verlängerte  Linie  ssi  Aein  ^e|:|pßp4ikel  gefällt,  und  bezeich 
nen  dasselbe  durch  P,  so  ist     "*     ". 

)ii'Ml  law  v*\'  fr.M,"  »  t»i  i:  i;::!.;r!'^}|jjp^^'A]fc'»Ilii  .-.  ■».  /m.-  ;  \v   \UtU\iO, 

:;.w.{l»i'jl   '   ••*'»   f!' M   1  ..jii#  ♦.Mtl.'-r:!   n'.x^»- "i«r-   rlii"  i-jv//  .'Im". 

also  nach  der  jQiJeic^upgj,®  pffenjj^,.; .  ^.:„;. 


,:■•..-. 


|.\        I--.-' "1^  .p.,  «■^-.i'i''.   *   -i-i''' 

f(  .J. )•*''».. .  I.   f»  11(4)1  .'/''a»b.ä- ©in aiiitii  jm'«  Vi  »?')"•>>  •»/■')•>';  '.i 

Denken  wi^'unAJJefztV*  äaiSrs 'Äe~^fa2ähr'n  *  der  gleich  hohen 

zum  Punkte  «»>  d.  h.  ois  zur  Oberfläche  der  ^Tf49^ißfftw^"f  ftWtf^ 
in's  Unendliche  wächst,  so  geht  die  gebrochene  Lmie 

in  eine  stetig  gekrümmlt^  .JUi^e  ut\f|f^i  in   das   von  dem 

Mittelpunkte  C  der  Erd^^  auf  die  %eriillfenae  dieser  Curve  in  dem 
Punkte  s  gefällte  PerpehAikin^  =niMli*d'€T^ll^  Zn  geht  in  den  von 
der  Berührenden  dieser  Curv^ '  jn^^di^pi  Punkte  Sn*  wo  sie  die  Ober- 
fläche der  Erde  trifft,  mit  dem  von  dem  Alittelpunkte  der  Erde 
nach  dem  Punkte^  iA  'g^z^^^eneni  Eüiftfittomb'  eingeschlossenen 
spitzen  Winkel,  weichet!^  tv^ü\  im.  JFi^endfiiiHdurch  Z  bezeichnen 
wollen,  über;  femer  gehen  Xi  und  ^t  respective  in  die Brechungs- 
m^nH^t^Hfiifät  den  leeMfd.  Ribuni  uriA' ^dte  rjaftmispbinschef UifltiiB 
dem  Punkte  s,   und  für  den  leeren  Raum  und  die  atmosphäiüiiif 


Luft  in  dem  Punkte  in,  4*  h'  ^^  dec  Erdoberfläche.  A'elche  wir 
im  Folgenden  r^^e^Fre  diiri^t;  1  Vi^d  iL  b^^ötcHMn'^oBetiV  Wkr, 
•od  es  ffst  alio  iAlichi^lel^  Qf(eioiiQitog'4)v.trQQivJelstf^/.dii$^,i)<M|  iton 
MittelpoiiJcte.  C: der •  Erde. «auf  dii»{i  dem..KiiwM  # ..entatireoiiea40 
fierflhff^kde  gfeffilMei.  P«rf8ildik4l  btfwieliiitfU  :föi>  fßin,iiliMmdlUll 
grosses  n: 

6)   P=^aj;«inZ, 


ganze 


I)  )•>.,  f  '».• 


Auf  der  Stelle  erhellet  aber,  ^.das^  bei  der  vorhergehendeu 
Betrachtung  für  den  PunktV'a\ibfaj^der  andere  Punkt  der  zwischen 
den  Pi4f^kteniS  i^nd  «n  Ue^^nden^^tpio^phärischen  Refractionscurve 
gesetzt  werden  kann  ^  'so  dass  also  die  Gleicbung5]L  überhaupt 
für  jeden  Jpu|ikt'c!i<^s^f  CvrVel.giltr  ^a«  einer  weiieren  ErläuterUntt 
nicht  beaurfen  wird,  da  es  sich  aus'der*  Vortergehfe'nÄ^n;)ßenlAirfH; 
tung  ganz  von  selbst  ergiebt.  -     •:  m        ^  ..: 

Udberlegeo  wir«» nun »  :wekbe .  CrSssenl  id  <d6r.:QleiQb|ing,  dQ 
eonstint 'und' v4näbel  .läindv  sd  i«fllt.a«C>deriStiBUB.JD:jdi«  »Auge% 
däss'-^  natüklieh  bloss  fürt  Idieselbfe  f  atmosphäriscbe  iRefr^fiQli^)' 
bsLikh  ^'  «fke»  teifi  dda  bn  der  Obiiffliohei  der  Enie  i  lief^iiieni  ^tvßr 
stalte« »•  vorfief  'duFcb  »«  bcaeicb«eteB  Buokt  isitifi  oeiBiehefiMQift 
GrOssfeh  (»^ /ü^  /ZiAonstaik»  detgdgeo  die  auf.  46|i  veirb^t  durqh,l 
bibieicbD^äm  YemadetKchkn !  Puhikt.  idor  rCUrye  .di4hJlii^s}ehei|4^f 
Grösseii )  it >!/?  rariafaei'  slpdj  >  i£Mzeii>wir>  )alfM>.  der  'Kwzq.  If eg^o  t 


*•'  "  L  :    :    •    I  1  'I  .  '    I'  .      .  i  '.  •» .' 


w#.i  |»f./eiMi.%  d^elbe :  Reifi^tiaQscurT/9  copstante  ^r^jltfi^^  *«*> 
w^g^p,  seittßr.AJrt^ifl^gl^it  vpn.  4e^  Winkel  «Z..^J|pf.pp^ 

verschiedene  Kefrafction/scuivei^ /4*ef»^^  1^?JCtb  4W^F^fihW^.?WW 
die  Gleichung  5)  die  rorra 

Der  Brechungsexponent  A  für  den  leeren  Raum  und  die  Luft 
in  dem  als  ein  Repräsentant  aller  Punkte  der  Refractionscurve  zu 
betrachtenden  Punkte  s  derselben^   und  also  auch   der  reciproke 

Brechungsexponent  y-  für  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  diesem 

Punkte  9  hängt  nach  dem  Erfahrungssatze  III.  bloss  von  der  Dich- 
tigkeit der  Luft  in  dem  Punkte  s  ab,  und  diese  Dichtigkeit  hängt 
nach  Gesetzen,  welche  wir  hier  als  aus  der  Physik  bekannt  vor- 
aussetzen müssen,  und  gewiss  auch  als  bekannt  vorauszusetzen 
berechtigt  sind,  wieder  bloss  von  der  Hube  des  Punktes  i  über 
der  Oberfläche   der  Erde,    oder,    was  natürlich  im  Wesentlichen 


ganz  dasselbe  ist ,   von   der  Entfernung  dieses  Punktes  ^  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  ab.  Also  hängt  auch  der  reciproke  Br 


Brechungs- 


la 


exponent  j-  fiir  den  Leeren  Raum  und  die  atmosphärische  Luft  in 

dfeiid  Paukte  i  btoss  von  der  fiotfiivmang  dieses  Punktes:  Ton  dem 
Mittelpunkte  der  Erd«  ab,  so  dass  also,  wenn  wir  die  Entfernung 
d<^s  Punktes  s  vom  Mittelptroktto  der  Erde  durch  u  bezeichnen, 

wo  f(u)  eine  bloss  ..von  u  als  unabhängige  veränderliche  Griisse 
abhängende  Function  bezeichnet,  gesetzt  werden  kann.  Und  unter 
dieser  Voraussetzuniii:  erhält  nun  die  für  altes  Folgende  sehr  Wich- 
tige Gleichung  7)  die  Form 

Diese  Betrachtungen  fähren  uns  auf  den  folgenden  allgemei- 
nen Begriff  einer  besondern  Klasse  von  Curven ,  welche  wir  über- 
haupt nait  dem  Namen  Refractiotiscurven  zu  belegen  fär  zweck- 
mässig halten. 

Eine  Refractionscurve  faeisst  jede  Gurve  von  sol- 
cher Beschal'fen  he  it^  dass  nian  das  voii  einem  gegebe- 
nen' bestimmten  Punkte,  weicher  der  Rol  der  Kefrac- 
tidUsi^urTe  genannt  werden  soll,  auf  ihre  Berührende 
in  einetn  beliebigen  ihrer  Punkte  gefällte  Perpendikel 
jederzeit  erhält,  wenn  man  eine  bloss  von  4er  Entfer- 
nung diesefil  Pnnktes  der  Refractionscurve  von  ihrem 
Pole  als  unabhängige  veränderliche  Grösse  abhängende 
Function  mit  einer  Gr5sse  multiplicirt,  welche  fir  die- 
selbe Refractionscurve  —  d.  h.  für  alle  Punkte  dersel- 
ben —  constant  ist,  für  verschiedene  Refractionscur- 
ven  aber  ihren  Werth  ändert.        * 

'"'  Von  diesem  allgemeinen  Begriffib  ausgehehd^  wollen  wir  nun 
zuvörderst  im  folgenaen  Abschnitte  einige  merkwürdige  geometrische 
Eigenschaften  aller  Refractionscurven  entwickeln.  ' 


la 


Allgemeine   geometrische  Kigenschaften   der 

RefracäönscurYen. 

Wir  woUeo  den  Pol  der  Refrabdonscurve  i^'M^lgenden  ab 
den  Anfang  eirles  rechtwinkligen  Goordinatensystemä  annehmen, 
und  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Refractionscurve 
in'  Bezug,  auf  dieses  System  durch  x,  y  bezeichnen. 

*  » 

Bezeichnen  wir  nitn  die  verfinderlichen  Coordinaten  durch  X, 
K;    so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometde 


10) 


Y-y=MiX-x) 


dx 


die  Gleichung  der  Berührenden  der  Refraetionscurve  in  dem 
Punkte  {xy).    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Fotm  ^ ' 

so  ergiebt  sich^  wenn  P  seine  ihm  im  Torhergehenden  Abschnitte 
beigelegte  Bedeutung  auch  jetzt  biehäit,  und  folglicli  das  von  dem 
Pol  oder  Anfange  der  Coordinaten  auf  ^ie  durch  die  Gleichung 
10^  oder  11)  charakterisirte  Berührende  geföltte  Perpendikel  be- 
zeichnet, aus  einer  andern  bekantHenGrvmdformel  der  analytischen 
Geometrie  auf  jder  Stelle  die  Gleichung 

/'"-^ 

«Tobei  man  nicht  aus  den  Augen  fassen  darf,  dass  der  Pol  als  An- 
fang der  Coordinaten  angenommen  worden  ist.  Also  haben  wir 
nach  detti  im  Torhergehenden  Abschnitte  entwickelten  allgertieinen 
Begriffe  der' ReJfracttonscufT eil ^  wenn  auch  die  S3rmbole  u  utid'« 
ihre  ihnen 'dort  beigelegten  Bedeutungen  behalten,  die  Mgeiy^« 
Gleichung: 

oder,  weil  bekanntlich 


li 


ist,  die  Gleichung 


Die  Gleichung  13)  brinst  man  .leicht  auf  die  Form 

•  i:    -l    i  *.»   .   ^   .   ::f   .   .!'       '5  .  !  •  J   -     ::i'>    ij'.'.f    .ia'!  .•■  .'   '•         -j* 

und  erhält  fertter , '  wenn  mwi  diesig  flS^clÄng  "itt  Bfeifug'  atf  ^ 

als  unbekannte  Cfrfts^e  wie  eine  gfewüjinü!d|ie  '(jüaiÄratische  Glei- 

^^^'        '  '  ■■       "••    ■  ' '   ■■  ''■"•     •  Sy 

chung  auf  lost,  nach  einigen  leichten  Reductionen  fär  ^  den  Aus- 


druck: *^ 


\.  \ 


Weil  aber  \v  ,       ••.  '■  _    ,      ,-^ 

•0    r»,ri:..    H'  .     .     '»  ü'ir  '»'.'IUI    .  . 


I  /i 


'[••'I 


•  Vii*.')K''    li'.iir  : 


i-  i-{j«<»:u.^(/)(«>)B)(5^r^Jta(/i^)^}. 


I 

ist,  Bo  ist 

;,'"  ,liuWau«',«ffeWt8icIj.'fÄ4V. ferner,  Wtf^W,  .le^^iter': "^chnwjg 
wirgehOrigeK  B)W»ehttng  der,  obern  und  untern,  Zeiebejpr,  »nf  dw 
t^«  mvd.jpterjß. Zeichen  in  der  ,y«»?|ie^ehf^df n  GI.pi^bip>g|8): 

und  /      \ 


is 


wobei  man  immer  \t^e  ^eichuhg\<|BI)  gehörig 
hat.    Ferner  erhältiip^bv.^äch  letebf^'  ' 


zu  berücksichtigen 


oder 

also  offenbar  vi' 


« \ 


21^   1  ,  /SyV^>y/(«)db^V^^-ft^(A«))^l' 

Weil  laber  nach  13) 

— ••    ••  -■'   +y^föf 


ist,  so  ist  auch  •'  •  '   •  ■•»    i": 


s 


WeU  nach  14) 

-  *  -  * 

4. 

ist»  so  ist,  wie  man  leieht  ivtt6h  l^iferentiation  nach  a:  findet: 
Der  Differentialquotient  der  Grosse  '  •'      '  '•'•'■ 


\ 

>        -  .  /dv\ 


l+® 


b  Sezli^'  i^ivM/.ala  ikinaJ^h&Bgtge   verifideriiche''Gii5sBe  isl>i  wie 


If 


y 


und  der  l>tfereiilialqiu>tUnt  v.on  ^^</^)^Jd  ^QtU^  s^^.^  ab  un- 
abhängige veränderliche. Grusse  tst  nacn  den  Principien  der  Diffe- 
rentialrechnung: 

\     / 
d.  i.  in  iet  bekannten  Bezeichnung  der  Differ^ntialquotieüDten  als 
derivirte  Functionen  uiiJ  nach  24):     '  *         \.  * 

2,tV(u)r(u).- 


richung'^ 


u 

« 

Also  haben  wir  w<;geii  13)  die  Gl^ichuiig*«  y 


>■+(© 


aus  der  sich  ..... 

oder,  well  nach  13)  i      .    .  ^:rjr 


26)   f=—  ^ 


*  <.  ^• 


ist,  V  : 

27)    ^--U~x%\\A'(^X\{^, 

und  folglich  auch  -.,;>      ..  'ii  .•■  .■.'.•,,"    )••    .  '   i   M 

28)     yg^/  £_     «A«) 

ergiebt 

Bezeiehnen  wicMat  die  Coordinatebiides  Mitt^MiniitS' de»» 
Krümmungskreises  der  Refraotiiinscar^e  lii»4em  PoiiiKle  4^  ^®i^ 


17 

selben  durch  p,  q,  und  den  HitIbYdesser  des  Krünununeskretses 
oder  den  demselben  Putibte  entsprej^henden  KrümmungsnalbmeS' 
ser  durch  r;  so  ist  »ach  ^en  Principien  der  analytischen  Geome- 
trie bekanntlich  / 

,        ■    ■        Sj^ 

29)      ( 


dx^ 


und  '^       '♦' 


VW 


Also  ist  n»ch  28): 


I  t 


«'    1. 


31)     {  *^^  - 

und  folglich  9  wenn  man  fiür 

^  und  y  —  x^ 

ox  ^  -^    ex 

ihre  iivUfis4jf.u/9k^;,^Qs^4§)iVpd:19)fip  diese, Formeln  einfuhrt: 

^^ tt_  v:rydbf^A^)Vi^-f^^(A«))^ 

32)   ;  ^/"W  VyA«)+^^«*-^*(/'(«))*' 

.  =.^4-  --^- -5!^V(Ä==. 


»^    ■  i.  ,t  >i 


Femer  ist  nach  30)  und  27) : 

d.  L 

Theil  X. 


,;«= 
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und  folglich  nach  ,13)  V 


I  I . ' 


r» 


d.  i.  ) 


^>  •"=  ^WU^'^' 


'Weil  in  der  Atmosphäre  der  Erde  die  Dichtigkeit  der  J^aft 
abnimmt,  wenn  die  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  d.  i. 
die  Grösse  te,  zunimmt,  so  nimmt  nach  dem  Erfahrungssatze  III. 
die  Grosse  iL  ab,  wenn  ü  zoutmmt.    Also  nimmt 


(.7(4  =  ^ 


ZU,  wenn  u  zunimmt.    Folglich  ist  des  Differenzenquotient 


^u 


\ . 


und  also  offenbar  auch  dia  Gfänze,  welcher .  derselbe  sich  nähert, 
wenn  jdu  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  der  Differentialquotient 


df{u) 

=/^  IUI. 


^=^(«)' 


stets  eine  positive  Grösse;    und  well  mm  offenbar  auch  u  und 

li^saL  Bin  Z 
positive  Grössen  slnd^  ^o  Ist  nach  33)mr  die  Evdatniosphfere    '  ' 

•■34)    r'-^--^. 

Die  Gleichung  der  durch  den  Pol  öder  den  Anfttng  der  Coor- 
dinaten  und  den  Punkt  (o?^  der  Refinactionscurve  gehenden  gera- 
den Linie  ist 


35)     Y=^X, 


i'iri'i 


» 

Die  Gleichung  der  auf  dieser  Linie  senkrecht,  stehenden  und 

durch  den  Mittelpuilkt  O^oO/d^^^™  Punkte  (orj^^^^ntsprechenden 
KrümmnnRskreise«  A^  JRefricnof  spürv^  gehenden  geraden  Linie  ist 
nach  den  Principieti  der  analytischen  Geometrie,  wie  leicht  erhel- 
len wird: 


«     I 


W  il'i 


J 
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Lai»6n  wir  nun  X,  Fdie  Goordioaten  deB'Durobfaohtiittspuiikts 
d^r  beiden  dixch  die  Gleit^hiogeii  3S)  uiid.36)  disrakterisirten  g*^- 
raden  Lisieo  bezelcliiieii  y  so  imUtca  »wirflufch  AnfiOsang  dieser 
beiden  Gteidronseo  in  Be»ug!  attf^  X  und  ¥  afci  unbekannte  Grd«- 
«en  mitteist  leichter  Rechnung : 

d.  i.  nach  14) :         , 

»7)    4r- Ji .   f—— iJä . 

Nun  ist  aber  nach  32) 

P'e  +  qy 

! 

d.  i. 

folglich  nach  37):  >'  >.  '^       •   ^ 

Diese  beiden  Gleichungen  enthajte|i  eipen^s^hr  merkwürdigen 
allgem^neD  Satz^  welcher  eine  Eigenschaft^ der  Refractionscurven 
ans^pricht«  die  als  die  Haupteigenschaft  dieser  Klasse  von  Curven 
zu  betrachten  ist.  Beachtet  man  nämlich^  dass  in  Folge  der  bei- 
den vorherg^h.en^eo  Gleichungen  die  Coordinateu  X,  Fdes  Durch- 
schnittspunkts  det  beiden  durch  diie  Gleichungen  35)  und  36)  cha- 

rakteti^irteA  ge#adet^  Li^eti  blosi».von  den  Grössen  ^Üy-v^  it=  V!^f^ 
gar  nicht  von  der  im  Vorhergehenden  durch  fi  bezeichneten  Gfdsse^ 
welche  bekanntlich  llär  verschiedene  Refractionscurven  verschie- 
dene W(^rtb^  erhält i  abhängen;  flo;ergiel»t  sieh  Auf  d^  Stelle  Üer 
folgende  merkwürdige 

« 
*        .  •  * 

\  •  •  •         . 

l/ehrßatz. 

Wenn  verschiedene  auf  denselben  Pol  bezoseile 
Refractionscurven  in  beliebiger  Anzahl  durch  einen 
and  denselben  Punkt  g^hen^  so  liegen  die  Mittelpunkte 
aller  di  esemPuokt^  bntsprechendenKrümroungsKreise 
derselben  in  einer  und  derselben  auf  der  durch  den 
gemeinschaftlichen  Pol  und  den  ali^n  RefractiöifscSir- 


2* 


30 

ven  gemeiDSchaftlichei]  Punkt  gehenden  geraden  Linie 
senkrecht  «tehenden  geraden  Linie;  oder  wenn  ver- 
schiedene auf  denselben  Pol  bezogene  Refractions- 
^.Uifveo:  iti  beU^'bigeT  Anzahl  -dkirch  eKn«n--nn.d-  deilseU 
hen  PuCnkt  gehen»  00  ist  der  geametr.is^e' Ort  der 
Mittelpunit^t^  der^diesem  Pank(te  eDt»pr'edi'eii'den>KTÜm- 
miingsKreise  d^.rselbenjjederseit  eine  auf '^eridurcli 
den  gemeinschaftlichen  Fol  und  deil  alleh  Reftaetians- 
curven  gemeinschaftlichen  Punkt  gehenden  geraden 
Linie  senkrecht  dtehe^ide. ger.ade  Linie., 

Die  Lage  diesig'  geometrischen  Orts  ist  durch  die  Glelchun 
gen  38)  volftommen  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  (pq)  des  dem 
Punkte  (üTv)  der^^efiractionscunre  entsprechenden  Krümmungskrei- 
ses derselben  von  dem  Pol  oder  d^m  Anfange^  der  Cooralnaten 
durch   Q,  so  ist  bekanntlich 

Nach  32)  ist  aber 


k2 


P'^9 


>.  \     I  ;rV±%*j(/-(u)V«»-^«(A^J 
«*/■'(«;)    ■        {w/(a)±a:V"«'— ftV(«)J*l*      - 


4.  f _!f__  >  *  .A-?M^-^?.(A»-^y?)  y(«)i)«i:2yut^(tt)V»e«^fi>(/^<t))* 

und  fdlgHcfa ,  weil /  i^ie  ivir  schon  aus  dem  Obigen  wissett./       , 
a^^-  ft«(^2--y2)(/'(i«))«±2^3(/'(«)V"«2---fia(/^(t«))« 

ist,  :>    II.  .  'i  ••.'". 

1.  ■  ■■(•*fi 

, ,  «     »  <  I  I      » •        .         .  >  '  I  •_ 

also  nacji  d^m  VorhfEtrg^heiideii  .  <  ./.)'.'<•>  :.• 
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1F&V  die  Erdatmosphäre  li^t  nach  34)  * 

also 

40)    0=1^«?— 2|iir/'(f«)+r*. 

Bezeichoeo  wir  dfe  .E^tfjemun^  der  Punkte  (xy)  und  (XY)  von 
einander  durch  R,  so  ist  ' 


I  • 


Nach  38)  ist  aber  '.    i  : 

also 

oder  nach  14) 

<       <  • 

und  folglich 

Die  Grosse  f(u)  ist  immer  positiv ,  und  flir  die  ErdatmosphSre 
ist  nacAidem  0]>ig^  nnch  f'(U)  poaitiv;   abo  bt  für;  diese   u 


9 


4« .  «=^. 


'  >  •      t 


••*      ,<ws     .1 


fiezeTcbneii  irlr  die  Entfernung  der  Punkte  (pf)  und  (^10  yön 
einander  durch  iS,  so  ist 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  i.i  . 

«      « '        '  ^  ♦     ..  .  "j. . 

*"ii\      •.•I.-      .'M-.r      t    •'  .»  ,,     '    '       .:'.    i.'i'iji  ■•        .;t    •  'ii**'. 

also,  wie  leicht  erheUen.wird^i ....  ü     n  '  i  .     ic    »- 
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Weil  nun  noch  31) 

uf(u)  *.+  »^ 

also  -     »      . 

ist,  so  ist  nach  19)  und  20) 


d.  i. 


folglich  nach  dem  Obigen 


•       t 


oder  1  ,  . 

!  ♦  / 


_'r_!fl_)*"  CM 


2 


»<  ' ' 


was  maii>«iiUii  Hätte  mimittelbar  aiüs  33)  tind  41)*  ^HösseÄ  kGä- 
nen^  da  natürlich 


sein  mm».  .  Fflr  die  Erdatmosphäre  ist  /'(u)  .  nach  d^m  Objeen 
bekii«Däich  t.08iUV,  und  folgl  ch^   '     ^^  •  ^  '  %  "i"^^' '  "* 

) 

Durch  fMe  Pnilkte  t  und  tn  der  bi  der  £rdatmospliäre ,  liegen- 
den RefractibntiSicurve  ssn  in  Taf.  I.  Fig.  2?  wjotlen  wir'uns  jetzt  an  die* 
selbe  die  Berührenden  $$'  und  snSn  gezogen  denken.  Der  Durch- 
schnittspunkt   dieser  beiden  BerührcMeo  '8^i^''0,t>bfiä  der  vofa 
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denselben  bei  O  eioeeschlossene  Winkel  iO$n  sei  0.  Die  von  C 
aus  parallel  mit  SnSn  und  mit  dieser  Linie  auf  einer  Seite  der 
dem  Punkte  Sn  entsprechenden  Vertikale  gezogene  Linie  CA  werde 
jetzt  als  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  angenommen«  und  die 
in  der  Figur  von  C  ans  Wii  CA  senkrecht  gezogene  Linie  CB 
sei  der  positive  Theit  der^e  der^;  so  ist,  vrenn^r,  y  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  s  in  Bezug  auf  das  angenominene  System 
bezeichnen  9  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

47)  :tÄnge=^, 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

48)  «;=! 

setzen, 

49)    tang^=:t(^. 

Also  ist,  wenn  man  nach  B  diffiefentiirl : 

und  folgUdi,  weil 

^_  1 1 

'^""'^-l  +  tangea-l  +  M« 

ist: 


s»>3«=t|^- 


Nun  ist  aber  nach  12) 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 

Grosse  y—x^  positiv  oder  negativ  Ist;    d.  i.  in  der  eingeführten 
Bezeichnung 


53)    P=±# 


—  xw 


y\+ 


w 


% 


Also  ist,    indem    alle   Differentiale   in   Bezug   auf  lo    genommen 
werden :  » 

Q»       I  (l  +  w*)(3y  —  w3a? — xdw)  —  {v — xw)wSw 

(l+w^Vl+w» 


34 

und  folglich ,  weil  nach  48)     . 

3y— ioSj?=:0    . 


I  * 


ist: 

also  nach  51):       . 

•        *  '    • 

Bezeichnet  nun  wie  gewöhnlich  u  die  Entfernung  des  Punktes« 
oder  (xy)  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Erde^  66  ist 

und  folglich  nach  53) 

(y  —  xw)^ 


II 


>i:;  '».    r 


'.ti' 


a    •!'»         •  .  ' ;    I. 


d.  i.,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet;  i    i 

Nach  (55)  ist  aber 

5F^=     l+V     8^.. 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

a/^=(ii?^iM)a^«, 

und  folglich 

SP 

56)    80  =  4— F^=~==: 

wo  sich  nun  noch  fragt,  .  ^i^  in  dieser  Gleichung  das  Zeichen  zu 
nehmen  ist.  Aus  einer  plossfn  Ansicht  voii^TaC  I.  Fig.  3.  wird  aber  auf 
der  Stelle  erhellen ,  daSs  M  und  9  gleichzeitig  zunehmen  und  ab- 
nehmen, und  dass  also^SJ^^und  86  gleiche  Vorzeichen  haben,  in 
der  vorhergehenden  Gleichung  folglich  dai^  obere  Zei9hen  genom- 
men,'also'  *   •        Ol»);!!-;.        •:■!♦'<....•.[   ii,-)l»    i 

dP  \\  •' 

•     67)'  80±a  ^v>  •«'■<»■'» 

gesetzt  werden  muss. 

.  Weil  nach  9)  aber  ,.- 

JPzzilifiu) 
ist,  so  ist  -  ... 

sp^(if'(u)duy  .    ..;; 

•  und  folglich  ,  .     . 


.     •)■'    tri» 


<\ 


a« 


.*)   •  •    •       J    -    .  <,     ,<  ^  .  1  »  ..»1  .  ' 


:  '  'i  '. 


I  ■ 
•j       t      I    t    , 

Terrestrische  Re  fr  actio  n. 

In  Taf.  I.  Fig.  4.  sei  der  um  den  Punkt  C,  welcher  den  Mittelpunkt 
der  Erde  vorstellen  soll,  beschriebene  Kreis  die  Meeresfläcbe» 
d.  h,  die  wahre  oder  eigentliche  Oberfläche  der  Erde»  und  a  sei 
der  Halbmesser  dieses  Kreises ,  d.  h.  der  Erdhaibmesser.  Die 
Punkte  A  und  B  seien  zwei  Punkte  auf  der  Erde,  und  in  dem 
Punkte  A  sei  die  scheinbare  Zenithdistanz  Z  des  Punktes  ^J?e- 
rafessen  i^orden,  welche  der  von  dev  B^ührenden^i^  dw^ReN 
fractionscurve  AB  zwischen  A  und  B  in  dem  Punkte  A  m%ii'4it 
Vertikale  ^^',  dieses  Punktes  eingeschlossene  Winkel  ^/^A'  ist. 
Die  Hohen '  der  Äinkte  A  ui:d  B  über  der  Meeresfläche  seien  h 
und  H,  so  dass  also  a-j-A  und  a-{-H  die  Entfernungen  diesp 
beiden  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  sind.  Den  von  Aett 
Vertikalen  der  Punkte.  A  und  B  am  Mittelpunkte  der  Erde  ein- 
geschlossenen Winkel' ACB  wollen  wir  in   der  Kürze  narch  C 

bezeichnen. 

.    >.      .  .♦  .  • 

Weil  man  das  Gesetz  der  Abnahme  der  Temperatur  in  der  Atmos- 

Shäre  von  untedba.bhVbeny)Ciiid  also  $ucB  das  uesete  der  Abnahme 
er  Dichtigkeit  der  Luft  in  der  Atmosphäre  von  unten  nach  oben  gar 
nicht'  |[ftoAtWtflid>'troM>ati[ch  sdhlverHcW  HoAiyng  haben  <lärfJj4mals 
zur  Kenntniss  dieses  Gesetzes  zu  gelangen »  es  auch  selbst  iriiglfeb 
bleibt,  ob  überhaupt  ein  solches  ganz  -  bestimmtes  Gesetz  in  der 
Natur  existirt;  so  nieibt 'tiiclits  anderes,  übri^,  als  sich  bei  der 
Bestimmung  der  terrestrischen  Refraction  mit  einer  Annähemne 
za  begnügen,  wo:|u  ajicb  alle  SohriflsteUer  uber*diesen  Gegenstand 
bis  jetzt  genötbigt  gewesen  sind. '  Da  liun  aber  bei  terrestrischen 
Messungen  der  zwischen  den  beiden  Stationspunkten  A  und  B  <ll6<- 
gende  Bogen  AJE^  ^d^r  Ref^.actionscurve  in  allen  Fällen  immer  nur 
sehr  wenig)  g^rtittttn^  I  iHid  !tn  Ve^hjÜt^iss  zu  4en  Diipi^n^sionen 
der  Erde  nur  seh^  Wein  ist ,  so  'wka  man  denselben  mit  hinreichen- 
der Annäherung  als  einen  mit  dem  Krümmungshalbmesser  der 
Refractionscurve  in  dem  Punkte  A  als  HdbnuiKse^'bedchriehen^ 
Kreisbogen  betrachten  können,  ,von  v« elcher  freilich  nur  annähernd 
richtipro  ypraussetzun^  auch/  Lambert  a.  a.  O.  p.  64. 4i^|i^sffeht. 
Bezeichnet  man  den  iVhttelpunkt  dieses  Kreisliogens  dur«h'0^'ünd 
zieht  auch  noch  durch  den  Punkt  B  eine  Berührende  BD  an  den- 
selben, so  sind  offenbar,  wenn  man  sich  noch  die  Sehne  'AB 
gezogen,  denkt,  nach  bekannten  Eigenschaften  des  Kreises^  die 
neiden  Winkel  BAß  und  ABD  einander  gleich,  und  der  Winkel 
BDB''  ist  alsor  als  Aussenf(;^inkel  des  'DreiecVs^ABD  doppelt  so 
gross  als  der  Winkel  BAD  oder  BAB',  durch  welchen  offenbar 
di^  Grosse  id^t  iR^fVaction  in  , dem  Punkte*^  dtirge^t^ltt  fwird^ 
Sehr  tekihi  eihcflleiljäli'er  auch  aus'  bek«nnlenf  Sätirien  iVOfHiiVierrr 
eck  die  Gleichheit  der  beiden  Winkel  BDB'  u»d  AQB.;  «Qi^ü^ 


» 

also  auch  der  Winkel  AGB  die  doppelte  Refraction  BAB',  oder, 
wenn  wir  die  Kefraction  von  jetzt  an  durch  g>  bezeichnen,  der 
Winkel  A0B=2(p  ist.    Also  ist  in  dem  Dreiecke  AOBi 

AB  =z2 .  AO ,  sinip , 

und  folglich ,  weil  nach  der  Gleichune  34)  in  den  im  Vorhergehen- 
den eingeführten  Bezeichnungen  offennar 

.'i  '    i  i  •»  ••   .       .  -  .  '  •  ■.    • 

40=     «+* 


lObi ■'•> 

"^-  ^'•'  4n       ^<'+*)  'u^ 

JOS  =     y»// — r-TT  Sin  09. 

Uk'.iem^Ih^hichh  ABC  ist  ahcnr  nach  elnew  hekannt^»  trigonome- 
IrilclMi  Sat0el      .  ' :  < 

yf*^  »1  >    ..  .•  :>    .nf , 

d,  u,  wie  leicht  erhellet: 

Vieig^i^biimiMi  dle»jnil[.4eni  Vorbqrgeb^cn,.  .«(y^f^hSU  mfin  ilie 

1)1.  i-hI   .r.i^    .!,i    .  ■  .  p7^1pjX7K}t*n**         -   .:i  ■:-.  '  ■   .-  ■ 

ederiivtt«  leiiiht>ieriii»UetS 

'  *  '  1  i      ' '  * .    '  •'  -i    'I  •  J I J     »      J  '  1  

ft%lichr.-     ■    '.'     •     . 

4^fN$i  «i»bntbht  kl  Tergesscnr  hat,   da«9/^>(«i4-A)  indevBrdal« 
nlö^phSrtd'naich  dem  Torvergehend^i  Abscmiitte»  Mcaniitlidl  tciM 
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Weil  nun  aber,  wenn  ietxl  (£  deti  Brechnngsexponenten  für 
den  leeren  Raum  und  die  Luft^  am  Beobachtun^sorte  A  bezeich- 
net, nach:  6)  offenbar  '  ^     a   ' 

60)   fA=(a-fA)XsinJ^ 

za  setzen  Lst;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

61)   a|n9=. 


sm 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Dichtlglceit  der  Luft  in_  der  Entfer- 
nung u  vom  Mittelpunkte  der  Erde  iiberhauptt durch  oiui^  .^^  JF'    ^ 
hellet  aus  der  Gleichung  8)  und  dein  Erfahrungssatze  UL  aiif  der 
Stelle  die  Richtigkeit  der  Gleichung  , 

62)    A«)  = -=^==«, , 
oder  .      ,       .      . 


•  •  • 

I  ■    •      .    ,1        »    •  •  i     » 


63)   /•(Ä)  =  {l  +  JfS(«)!-*, 

«  *  • 

■sro  ila6lr  dem  firraliniiigssatz«  tH.  ' 

64)  Jf  =  0,0005888 


ist«.   Also  ist 


*  ■  « 

d.  i. 


I     >    1 


»  i. 


^    '  ^  ^         2{l+JKJ(w)}Vl  +  ifi3(K) 


und  folglich 


'  66) r(«+*)=-o.i....^.,.L;n 


2U+JCö(»+.A)l,;Vl+Ä«(a+A!).    .!.. 

Weil  nun  aber,    wie   aus   der  Bedeutung  der  Grosse  JL  und  deni 
Erfahrungssatze  IIl.  erhelle^, 

'67)    I,=VH-/f5(o+Ä) 

-  ■  ' 

ist,  so  Ist  .' .       ' 

^("+*>-~2|l+#ö(tfi+A)}': 
und  folglich  nach  dem  OUgen 
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oder  auch 

■>'     '       '■     ■■       '  BiV.'    '■''•  -  ■  I  •  .  1  •      •• 


69)  '81090= 


Die  Temperatur   der  Luft  hacn    dem   Centesimalthermometer 


ratüi*  Vund  d^  Bärbbieterhahe  0^,76  uJberhaMpt.duccIl'i/  bezeich  ^ 
net^  so  ist  bekanntlicli  ..    '    ) 

■b 
Ö(«+A),=d-,^6.(I  +0,00^5:0  ^- 

Bezeichnen  wir  aber  den  Werth,  welchen  cS'(a-hA)  haben  wfirde» 
wenn  in  dem  Punkte  A^.  die>  Lu/ft  di^  Temperatur  0  hätte  und 
unter  dem  barometrischen  Drucke  ^'"»Tö  stände,  d.  h.  wenn  indem 
Punkte  A  die  Dichtigkeit  der  L«f[  A  iväre»...dur^  ,G\i'  fp.4AStS 

also  gleichzeitig 

•\  «      . 

5  (a+ A)  =  A,  5'  (a  +  A)  =  G 

'  '      •' 

wäre,  so  wird  man  offenbar  nach  den  Principien  der  Differential- 
rechnung, wenn9.wi0(.0A  zur  Z^Mfr iBeobacAtiiiig^  in  dem  Punkte 
A  nach  dem  Vorhergehenden  wirklich  der  FaH  ist, 

ist,  gleichzeitig  '  - 

b 
5'(a+A)  =y„  78  (1  +0,00375. 0  ^ 

zu  setzen  bWechlti^t  sein,  oder  es  ist,  weil  nach  dem  Erfahrungs- 
satze IIL  bekanntlich  A^=\  ist: 

_  6    •  i    .    •         .  :  ' 

^^"  +  *^='0"»,76. (1  +  0,00375.0' 

^'^"  +  *^=0",76. (1+0,00375.0^'  )^. 

wo  nach  dem  Vorher^beiideii  offenbar  G  eine  Constante  ist. 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 


70)    Ä  =  — IJfG,.  ....'   '^'^■,^    •:-;l:''- ;  }, 


ni 


wo  auch  7k,  eJAC,  Con^tiuile  btt  iu|(l 


i .  > 


...    l         W  .A^'^'^^  —  Oi«,7&,  (1^0,00875.  <)'    : 

•    <   »  ■        «  •  K     •  •  ■ 

'*  •  •      '       '.         V.         f  .  .      •  .      .  '  t        >         •      •  .    I 

so  erhält  mdn  aacji  dem. Obigen  für  8lli9?.d0n  foJgt^VMten  Aa(idrii«i(: 

.      *•    .1"   .'     I  .     •        .    .  •   .  .  .  ...  Ii,.. 

t.-!..  72)   .ßin^^  ...  .'...•  .  ..|.  .,:  '  i 


SID 


^-  l  +  iOxiMT^  V«:fA/  +   ^^  o+a'""**'  • 

Man  kann  auch  i  i  •      . . 

'  73)    JPl===flrÄ^  •    V 

setzen 9  wo  Kt  wieder  eine  Constante  ist,   und  erhSit  dann  nach 
dem  Vorhergenenden 

74)    sin  9  = 

,  ^  <•'....*     ...    .     ii    :•.       .    j  .  ...1    l.i  ■, 

Wi(l,JQan  sieh  fer3tat)ten>  die  immer  sel^r  kfeinep  Grqs^cm    } 

—  und  — r^ 

t  «    .  I      .  .\'      ,  i  ;   »*      

als  Terschwindend  ^su  betrach.tje|n,.  so  wir4  .    . 

75)    sin  q> = Jjr^3^J~7\  «*"  t  P»'»*  ^> 

oder 5  weil  9  und  C  immer  sefo  kleine  Grossen  sind,    näberungs- 
weise  .■•/•••  .     ••  ;• 


70)    9-j:fj^F(^^€miiZ.      ^ 


Unter  Voraussetzung  derselben  Temperatur  und  desselben  hä- 
rometrischen  Drucks  am  Beobiichti|n||^orte ,  wo  die  scheinbare 
Zenithdistanz  Z  gemessen  worden  ist,  ist  afso  diie'  Refraction  q> 
näherungs weise  der  Grosse  CsinZ  proportional,  wo  C  hekannt- 
lieh  der  von  den  Vertikalen  der  beiden  Statl^MOevi  «m  (Mittelt>mibto 
der  Erde  eingeschlossene  Winkel    ist. 

Bei  der  vorhergehenden  £ntwfc(:elung  sind  wir  von  den  beiden 
völlig  genauen  Formeln 


» 


•  II .        ' 


ChotäAB=i  V(jy-*)»+ 4(o+*)(»+if)«l«  »€» 

•  • 

ausgegangen.  Denkt  man  sich  nun  aber.aus  dem  Mittelpunkte  C 
der  Erde  mit  dem  Haibmtsser  CA  durch  den  Punkt  A  den  die 
Linie  CB  in  dem  Punkte  Bi  schneidenden^  Bo^en  AB*  beschrie- 
ben >  und  i^erstattot  sieh,,  diesen  Bogen  ahp  eine  auf  CA  in  A  und 
auf  CB  in  Bi  senkrecht  stehende  gerade  Linie  zu  betrachten,  so 
ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABBx  offenbar 

,  Chord.^lB=|Arci4J9iYco)Bec(Z-fV). 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  der  Winkel  C  in  Graden  ausgedrückt 
sei,  so  ist 

(a  +  Ä)jpj  Are  J^:^180:  C, 

...         1.         •    ■  j  •        I  .  .     .   I  '       .  l  .  . 

Arc^Äi=— IgQ— , 
und  folgUch  nach  dem  Vorhergeheoden 

Gestatten  -^rt  uns  jetst,  diese  Nähierungsgleichung  statt  der  im 
Obigen  in  Anwendung  gebrachten  genauen  Gleichung 


Chord  AB= V(ff^hy^  +  4(a  +  h)(a+n)  sin  jC« 

zu  gebrauchen,    so  erhalt^eii  Wir  Atitch  Vergleichung  mit  d^r  ge- 
nauen Gleichung 


\  • » 


Chord  AB = —ttp — r-iT  sm  tp 
die  Gleichung 


(a+A)   .  (o4-A)ACcosev(Z-|-9)) 

folgUeii/'Weil<nach«0)-        -''»i-'  •   '  /^■^'■-^      '{  >    ^  "  r  ;  .i^ 
ist: 

78)  ^r^v^Ufc^yit:(a+)a.m^^y 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  , 
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also       f        '••■.'•       •»  '■  -V/:    '''•'"-  "■'••  •■" 


,      _     K{a  +  A)ö'(a  +  h)   nC       einZ 


oder  ii«^,d«i^  Qbigen., 

\KG{a-\-h)F(b,t)  nC       sinZ     '^ 
«ny-  T+TFXmT"  *  180' sin  (Z  + 9)' 

d.  i. 

_.       .  »(a+A)F(b.V)  jtC        ainZ 

m    arnq,-     i^gjr^i,^f^   Mao« •  sin (Z +9»)' 

i 

oder  nach  73): 

8€^t  Üian  ab4;r  9  für  i^ip>«  un4  nimmt  nur  an.'  ila^i^!'^  \Saia  (^Jix 
denselben  Mai^sth^ilen  ausgedrückt  sind,  so  ethSlt  tnäx^  tiSb&nhipi^ 

weise  •    ■  ,        '  ',  ''  '^ '/'  '  *: 

.*.  •  •  •    •■•  ..'-.»//    J:;j"  .; 

.    .  A  •  '  '    \   '.im   I  r  •>{! 

Ans,  4«f  GJelchwng  80)  erhäit  man  aMiehj  wterj  depi  ^ftmi^sr 
setxuvigr  4as#  C  id  Tkeilen  dea  Halbmeati^r»  oder  dw.  f^mli^ji^ 
ausgedrucl^t.i^t:  ...         .,       ..    .hsj^M 

■;':'■  ',  „•  '  Kiß+^ytXb,ty  ■•-.  ■,-.  ■•■;  -J;;}^ 

d.  i.  nach  eiper  bek^nnt^n  goni(wetris<?heii  Formel:;         .. .  / 

'  co9,^-cos(z-i-29)= — i.gp/f,  ff — .•  Csin 2j;;  ..".'k'',. 

also  '■'•    ■•"   ••;»:'  .1   .ijj'>..,<< 

.,:•,,.!....    .r      ..    .  ,2iri'{l^*j)F(^.0  ,,...,•...:  -   .■,.,■ 

cos (Z-4i 2y) gacoa iS^^  < ■ ' w  X j^i^/A Tf"^ * Csin iZt.      ?!•.,    - 

/    'lu  coi|(Z^S9>)X$co«Zcos39*^]Siiili?ain299 .     ,;'>'.]i)^i:M 


8^ 

\ 

ist,  so  ist,  wenn  m^  Jslcli/^n^geii  de£.|^ifiQlieii  von  q>  verstattet, 
cos 29=1  und  siniqhs^ifp *%u*  selben,  'WoVod  c^als  Erste  mit  Ver- 
nachlässigung  von  Gliedern  der  zweiten,  das  Zweite  mit  Vem^c|i- 
lässigung  von  Gliedern  der  dritten  Ordnung  zulässig  ist,  näherungs* 

weise  **'*•'  '    '       *   .         ,    :^ 

und  folglich,  wenn  man  dies  fiir  cos(Z+^y  \h'  die' oM^d  Glei- 
chung setzt:    ,     •  ^ 

V 

oder,  wenn  man  liun  noch  ;-  als  verschwindend  betrachtet: 


^>  ''-i+irF(M)* 


Hiernach  idt  kiso  'unter  Vofau^i^etzang  derselben  Temperatur 
und  d^ei^sej^ben  barpmetrischen  Drucks  am  Beobaf;^ht^ngsQftf  dl^ 
lteJ^?,ctjiQi^  j^/cPFob  den  Vertikalen  der  beiden  StatI0|^e^.  i^  Jjjjjtr 
telpiink'fe  oer  Erde  mit  einander  eingeschlossenen  Winkel  pxpfjOTr 
tional,  welches  der  Satz  ist,  auf  welchen  bekanntlich  nach  Lam- 
bert und  La  place  die  Berechnung  der  terrestrischen  Refraction 
allgemein  gegründet  wird.  Ich  hoffe  ;aber#.  durch  die  vorhergehen- 
den Entwickelfinsen  tHe  Richtigkeit^  meiner,  in  der  |£jnleitung  aus- 
gesprochenen B^näüptung,  dass  diesör*Satz  nur  als  eine  rohere 
Annäherung  betrachtet  werden  dürfe,  jetzt  deutlich  nachgewiesen 
zü'&äi/enV^'  B8<<<iVgie6tittich  dies'  auch  auf  'titizW<4delittge  Weise, 
W€$jifif  inlkW»siifc1i>'di«F'Mfihe  nimmt,  di«*  B^ächtungenr,;=|iur^K:h6 
Lambert  a.  a.  O.  seine  Entwickelungen  geerän£et'blit,  ^^enäiier 
zu  verfolgen  und  sorgfaltig  zu  aual^siren;  und  dass  auch  Laplace 
bei  seiner  Theorie  der.  aänosphärischen  Refraction  sich  eine  ziem- 
liche AnzahL  v.on  Ternachlässigu'ngen  und  Auslassungen  kleiner 
Grossen  zu  g^^anen  ^gen^th^t  gewesen  ist;  glääbe^ich  hier  als 
hinreichend  bekannt  voraussetzen  zu  dürfen. 

Vorzüglich  kbnrtiii  es  -titÄi  noch  dÄrAftrf  ata  j-ici  ^ie|eilV<Wie  d^t 
aus  dem  Obigen  bekannt^  constante  CoefBcient  Ki  durch  Beob-' 
achtungen  bestimmt  werden  jcanoi-.    Das  zweckmässigste  und  der 

fanzen  obigen  <^Tbeorie ,  bei  Welchier  ^ej  zwische^  den  beiden 
tationspti^&!eti  liegende  BAg^d' der  R{rfi*at:ti6nscurv^'^iläherungs- 
weise  als  ein  Kreisbogen  betrachtet  worden  ist,  am  besten  ent- 
sprechende und  überhaupt  die  consequenteste  Durchführung  dieftte 
ganzen  Lehre  gestattende. Mittel,  zu  dieser  Bestimmung  zu  gelan- 
gen, scheinen  mir  jedetafalls '  die  Messungen  oder  Beobachtungen 
sogenannter'  gegenseitiger  Zenitbdtstanzen  zu  .a^ii.  \ ;  > o  » 

Hat  man  nämlich  in  den  neiden  Stationspunkten  A  und  B,  wo- 
bei jetzt  Taf.  L  Fig.  5.  zu  vergleichen  ist,  gleichzeitig  die/achetn^ 
baren  Zenithdistanzen  Z  und  3  gemessen,  und  bezeichnet  die 
entsprechenden  "Refractionen^dunA' '2:^:  oint  ^3  9    die    wahren 
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reu  ZenithdlstaDzen  also  durch  Z-^-^Ii  und  3 +'^3;   so  hat  man 
in  dem  Dreiecke  ABC  offenbar  die  Proportion 

a-f-A:a^ir=8iD(3+^3):8ln(Z-h^Z). 
Nun  ist  aber 

C+{180o-(2+^^)l+U80o-(3  +  ^3)}  =  180o, 

also 

^/Z+^3=C-(Z+3)  +  180ö, 

und  aus  der  obigen  Proportioo  ergiebt  sieb  nach  einem  belcann- 
ten  Satze 

=  sin(Z  +  ^Z)+sin(3+-^3):8Hi(Z  +  ^2) -sin  (3+^3) 

=  sin{i(Z+3)  +  i(^Z+^3))co8{i(Z-3)+i(^Z— ^3)) 

:oos{i(Z+3)+J(^^f  ^3)}8ln{J(Z-3)  +  4(^^-^3)) 

Ätang|J(Z  +  3)  +  4(^Z  +  ^3)):tang|i(Z^3)+4(-^^-^3)!, 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

2a+J5r+A:Ä-A=:tang(90o+iC):tang|J(Z— 3)+i(-^Z-^3)} 
=.cotiC;tang{i(3-Z)  +  i(^3-^Z)). 

Unter  der  Voraussetzung  aber^  dass  der  Bogen  AB  der  Re- 
fractionscurve  zwischen  den  beiden  Stationspunkten  A  und  B  ein 
Kreisbogen  sei,  welche  der  ganzen  vorhergehenden  Theorie  der 
terrestrischen  Refraction  zum  Grunde  liegt,  ist  offenbar  AZ=A3, 
weil  die  Gesiciitslinien  oder  die  Visirlinien  in  A  und  B  als  Be- 
rfifarende  dieses  Kreisbogens  zu  betrachten  und  folglich  gegen  die 
Sdhne  AB  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sind;  also  ist  unter 
dieser  Voraussetzung  nach  dem  Vorhergehenden 

2a  +  iy+A:Ä— A=cotiC;tangi(3— Z), 

oder  auch 

2(a+A)-f'£r— AsJy— A  =  cotiC:taDgl(3— Z). 

Be^tunmt  man  aiis  dieser  Proportion  H—h,  so  «rbält  man 

2(a-hA)tangi(3-'Z) 
"~"~cotJC-tangJ(3-Z) 

oder 


„     . 2(«+  A)sin  iCemHa  -  Z) 

"     *~co84Ccos4(3  -  Z)— sin4Csini(3  -  ^* 


i.  i. 


^,    »     .  _ 2(a+A)gio  4CginU3  -  Z) 

»4;    If-A_  C08i(C+3-Z)  ' 

Theil  X.  S 


Um  mittelst  dieser  Formel  H  berecboeo  zu  Lüna^D,  muss 
ausser  den  gemeftseoen  scbeiubaren  Zenithdistaiuef  Z  und  3  der 
Erdhai  bnie  SS  er  a  bekannt  sein,  für  weldieti  man  am  besten  den 
Krümmungshalbmesser  des  Erdsphäroids  unter  <ler  Breite  setzt, 
trelche  das  arithmetische  Mitlei  zwischen  den  Breiten  der  beiden 
Stationspunkte  ist,  wobei  nir  die  Formeln,  nach  ivelcben  dieser 
KrGmmunssItalbmessei  .  am  leichtesten  berechnet  werden  kann, 
die  «ich  Oline  Schwierigkeit  aus  fler  Theorie  der  Ellipse  entwickeln 
lassen,  hier  als  bekannt  annehmen.  Ferner  muss  die  Hnhe  h  der 
Station  A  aber  der  Meeresttelle  bekannt  sein,  welche  durch  baro- 
metrische Bühenmessungen  oder,  durch  ein  Nivellement -bestimmt 
werden  taXtsk,  w«ebalb  '&tch  Seobat^htungfn  in  de>  nähe  des 
Meeffit  zu  den  Bestimmungen,  von  »«leben  hier  die  Rede  ist,  am 
besten  eignen  dürften.  Endlich  muss  der  Winket  C  an  Mittel- 
punkte der  Erde,  welcher  aus  dem  geitiessenerl  Horizontal  abstände 
der  beidM  St  Atidnapunkte,  wie  «ceitei  2u  erlSidern  hie)*  nicht 
nOthig  sein  wird,  immer  leicht  berechi;et  werde;ii  kann,  bekannt 
Sein,  aus  welchem  Grunde  gleichfalls  Beobachtutii^n  in  der  Näht 
des  Meeres  zu  solchen  Bestimmungen  wie  die,  obigen  ^is  geeig- 
netsten sein  dürften.  '        '  " 

Hat  man  nun  auf-  diese  Weise  H  bestimmt,  so  sind  in  dem 
:en  a-\-h,  a-\'H  und  der  eingeschloosene 
es  können  also  in  diesem.  Dreiecke  die 
deren  Supplemente  die  wahren  2enithdi> 
ationapunklen  A  und  £  sind,  nach  bekann- 
Trigonometrie  berechnet  werden,  Zieht 
berechneten  wahren  Zenithdi^taj^en  die 
Zenithdistaneen  all,  so  erh^tt  jinan  die 
Ffelcbe  im  Obigen  iibeTbanpt.dunjh  <f  he- 

Wenn  nun  auch  noch  auf  der  Station  A  ttas  Barometer  und 
Thermometer  beobachtet  worden  ist,  wobei  wir  die  beobachtete 
Barometerhiihe  auf  bekannte  Weise  i^ehürig  reducirt  voraussetzen, 
so  sind  in  der  Hauptgleichung  74)  mit  Ausiikh^e  des  conslanten 
Coeflicienten  Ä^  alle  Grössen  bekannt,  und  dieser  Coefßcient kann 
folglich  mittelst  der  aus  74)  unmittelbar  sich  ergebenden  'ForMri 


86)     Ky—  '■  |l  +  A:y<ft,0!6iny 


berechnet  werden.  ■       i. 

Bei  der  so  eben  gegebenen  ErlSutening  der  Bestimmung  des 
Constanten  CoefScienten  liabe  ich  mich  bloss  an  die  Hauptformel 
74)  gehalten,  weil  die  Art  nnd -Weise,  wie  ^an  sich  bei  dieser 
Bestimmung  mittelst  d4f  .übrigen  im   Obigen  entwickelten  N£he- 


rnngsformeto  zu  verbalten  hat,  nun  ganz  von  selbst  erhellen,  and 
Üer  keiner  vreitem  ErlSuteruDg  bedürfen  Tvird. 

Wean  aber  auch  der  RefractionBcoefficient  nach  der  so  eben 
g^ebenen  Anleitung  bestimmt  worden  ist  und  daher  als  bekannt 
angenomraeD  werden  kann,  so  wird  man  bei  wirklichen  Höben- 
messungen  zur  Bestimmung  der  cesucbten  Hübe  am  besten  und 
einrachsteo  doch  nur  auf  dem  Wege  successiver  Anjiähernngeu 
gelangen  kOonen.    Man  wird  nBmlich  difl_Refractloneii  'zuerst  mit- 


iigen  Lienre  gencbtet. 


(    ' 
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t       t 


Astronomische   ftefraction. 

Wenn,  wie  Taf«  t»  Fis«  6.  zeigt,  ein  von  einem  Sterne  S  aus- 
gehender Strahl  Sß  die  ^titiospbäre  der  Erde  in  dem  Punkte  i 
trifft,  und  dann  nach  den  in  der  Atmosphäre  erlittenen  Brechun- 
gen in  dem  Punkte  in  auf  der  Obefftäche  der. Erde  anlangt,  so  ist 
offenbar  S^nSu  der  Winkel,  um  «welchen  man  die  in  dem  Punkte 
Sn  gemessene  scheinbare  Zenithdistanz  Z  dieses  Sterns  verarossern 
muss,  um  seine  wahre  Zenithdistan^  zu  erhalten,  also  der  Win- 
kel^ welchen  man  die  astronomische  I^efraction  zu  nennen  pflegt. 
Wegen  der  grossen  Entfernungen  der  $teme  von  der  Erde  kann 
ma^  aber  die  Linien  Ssn  uni  Ss  oder  5/  ohne  allen  merklichen 
Fehler  als  einander  parallel  .betrachten  !•  woraus  sich  die!  Gleich* 
heit  der  Winkel  SsnSn  und  SOsn'  oder  sOsn  ergiebt,  so'-däss 
also  auch  durch  den  Winkel  lOin'^ji  welcher  oben.  in.den;i  Ab- 
schnitte über  die  allgemeinen  geometrischen  .  Eigenschaften  der 
Refractionscurven  durch  0  bezeichnet  wordßn  ist,  die  astronomische 
Refraction  dargestellt  wird^  und  wir  daher  nach  58)  für  di^elbe 
die  Differejdtiälgleichung    .  / 

87)  30=-^-^^^-       •  ' 


^u^-liHf(u))^ 


haben,  wo  jetzt  u  die  Entfernung  der  änssersten  Gränze  der  Atmo- 
sphäre von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  bezeichnet,  und  daher  im 
Folgenden  offenbar  so  lange  als  constant  zu  betrachten  ist,  so 
lange  die  Luft  in  der  Atmosphäre  in  einem  unveränderlichen  Zu- 
stande vorausgesetzt  wird. 


Setzen  wir  nun 

88)  ff        i^wa» 

oder 

3e=^ti-^-(/M),,-,./:(^; 

und  entwickeln  die  Grösse 


{ 


l-^<^>)-' 


nach  dem  Binomischen  Lehrsatze,   dessen  Anwendung  hier  zuläs- 
sig ist,  weil  die  nothwendige  Reellität  von  BS  von  s^bst  fordert. 


ST 

dus  die  €M«e 


^.rmv 


m 

Ueioer  ab  die  Eiobeit  ist,  in  eine  Reihe,  so  erhalten  wir 


w  •  u* 


.1.3   (f(u)y*r(u)BH 
+0»*  — li* — 

^   ,  1.3.5     (/(«))r(«)8» 

'  +075«* — J? 

+ 

Weil  aber  die  GrSsse 

▼on  u  ganz  unabhSngig  ist,  and  S  fär  «=a  ofllenliar  Tenehwin- 
den  moM,  so  erhSft  nai^  ans  der  obigjen  Gleichong  durch  Inte* 
giation  auf  der  Stelle :     ' 

^  ■    ^      ,  1.3.5      /*«y(it))«Au)8« 
+  2.4.6  V«            «' 
.     +    .    .    . 

« 

Ueberlegt  man  nun ,  isam  die  -(rrossen 

1.3       />»y(«)mu)3» 

2.4       j/,           «»          ' 
076«  ^J.  ^ ' 

■ /"  1K    8.  W. 

von  der  acheiobaren  iZenithdistanz  Z  ganz  unabhängig  und  also 
fiir  alle  scheinbaren  Zenitfidistanzen  dieselben  sind,  bo  kOonen 
wir  dieselben  nach  der  Reihe  dorch 

^,  »,  d,  3),.-.. 

bezeichnen,  ind^  diese  Symbole  Ton  äer  scheinbaren  KeniCh* 
distanz  Z  ganz  unabhängige  Grossen  bedeuten,   und  erhalten  da- 


S8 

ber  nach  dem  Obigen  flir   die  astronomische   Rcfinetidn  A  «iaA 
analytischen  Ausdruck  von  4^  fbteepden  Form: 


8»)    e 


==«  sin  Z + 19  siii  Z»  +  I^S  sin  ^HfJO  ^•.«^+  - 


Ehien  Aiis4ni):^  i'pA  anderer  Fomti  IsaiiD  tnao  auf  folgende  Art 
entwickelo.    Nach  den  Obigeii  isi 


38=5 


'-  ~  V;'-'"f^')*' 


uiid  folglich,    wenn  man  fär  fi  sieinen  aus  dem  Vorhergehenden 
bekannten  Werth  einfährt:  ', 

»liWnZ/"(«)  — 


oder,  vFie  leicht  erhellet;    „.  ,     .   v    . 

"    aisinZÄü^^" 


»  •  •  I    ••  > 


—  ( 


COS  Z«  +  { 1— a«L» (—^  \ sin Z« 


folglich  '■      •       ' 


hu 

•  uLtaiigzriuy— 

90)  de= 


j         .'.;.  » 


Entwickeln  wir  nun  wieder  dt6  Grosse 

'äLflu) 


nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  in  i^hie*  Reihe,  so  erhalten  wir: 

U  ' . ,  .... 


n«,, 


;•    ,,•        ".•»{>     r:'  /     «j    liiif .    .   ^  r   \ 


.\  »a  1.'     i"! 


•t       t  'r>    I' 


XlrMi    *.n^'  ■*  '•  *• 


•  \    •  ^   •      •      •      •     .«      9' 


also ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gletchanff  inteffrirt,  auf 
ganz  ähnliche  Weise  irie  bei  der  rorhergehenden  Entwickeinng : 

+ , 

«  viioraiis  sich»  wenn  wieder 

gewisse  von  der  scheinbaren  Zenithdistanz  Z  ganz  unabhängige 
Grössen  bezeichnen ,  für  die  astronomische  Refraction  S  unmit- 
telbar der  folgende  Ausdruck  ergiebt: 

91)    Ö=^tang2— |jBtangZH|^C^angZ*-~|^'-|z>tangZ^+... 

Diese  Forni  des  allgemeinen  Ausdrucks  der  astronomischen 
Refraction    wird    der  Theorie   derselben   gewöhnlich  zum  tirnode 

gelegt,  und  dabei  ei9e  grossere  oder  geringere  Anzahl  von  Glie- 
ern  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  vom 
AnfiMige  dersdUMi  an  berQdksicbtf^«  Da  es  uns  hier«  wie  schon 
in  der  Einleitung  bemerkt  worden  ist,  vorläufig  nur.  auf  eine  allge- 
meine Erläuterung  dieses  wichtigen  Gegenstandes  ankommt,  und 
wir  für  jetzt  mit  diesen  Entwickelungen  nur  eine  Vervollständigung 
der  im  Vorhergehenden  gegebenen  Theorie  der  terrestrischen  Re- 
fraction, vorzüglich  Anfängern  zu  Liebe,  bezwecken;  so  wird  es 
der  Kurze  wegen  hinreichend  sein,  bei  den  beiden  ersten  Glie- 
dern ^er  obigen  Reihe  stehen  zu  bleiben,  und  daher 

92)    esa^tangZ-i^tangZ» 

zu  setzen.  Die  CoefBcienten  A  und  B  sind  offenbar  nur  so  lange 
constant,  so  lange  der  Zustand  der  Atmosphäre  imgeändert, 
d.  h.  so  lange  der  Stand  des  Barometers  und  Thermometers  am 
Beobachtungsorte  dersMbe  bleibt.*  Legen  wir  nun  aber  den  Zu* 
stand  der  Atmosphäre,  wenn  am  Beobachtungsorte  der  Stand  des 
Barometers  0^,7b  und  dfr  Stand  des  Thermometers  0  ist,  als 
einen  Normalzustand  zum  Grunde,  lassen  femer  letzt  A  und  B 
die  diesem  Normalzustande  der  Atmosphäre  entsprecnenden  Werthe 
der  beiden  Constanten  bedeuten»  uno  setzen  endlich,  wie  gewöhn- 
lich geschieht  und,  wenn  auch  nicht  mit  völliger  Strenge,  den 
Beolächtangen  znfc4ge  doch  wenigstens  nifaierangsweise  verstattet 
Ist,  die'  atmosphärischen  Refractionen  den  Dichtigkeiten  der  Luft 
proportional;    so  wird  man  oflenhar,  da  hekanntiich 
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'^^*''^-<)",76.(l+0,00375:<) 

die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Barometerstande  b  und.der  Tem- 
peratur t  ist,  nach  dem  Otogen  im  Aligemeinen 

93)    6=F(ft;i).(^tangZ— JÄtang^») 
oder  !^ 

94)    «=i^6,jt)^tang«— iF(Ä,^ÄtaBgZ». 

ZU  setzen  babefi.    DieNConstanten  A  und  ß  in  dieser  Formel  raüS'    , 
sen  aber  durch  Beobachtungen  bestimpit  werdeh,  wozu  die  Astro- 
nomie yerscbiedene  Wege  darbietet  >    von  denen   wir  hier  jedoch 
nur  den  folgenden  etwas  näher  erläutern  wollen. 

Man  messe  die  scheinbaren  Zenitbdistanzen  Z'  und  Z"  eines 
Circumpolarsterns  bei  seinem  obern  und  untern  Durchgange  durch  • 
den  Meridian  9  und  beobachte  gleichzeitig  die  Stände  des  Barome- 
ters und  Thermometers  b\  f  und  b",  ^;  so  hat  man,  wenn  die 
entspreehenden  Refractionen  durch  S'  und  ß^'  bezeichnet  werden, 
nach  94)  die  beiden  folgenden  Gleichungen; 

e'=:/\6',OtangZ'.il— iF(6',OtangZ'8.fi, 
e''=fX»",<'0tangZ^J~j/^(y',OtftögZ''».Ä 

Weil  nun  Z'  +  S',  Z"+&"  die  wahren  Zeuithdistanzen  sind, 
und  bekanntlich  9  wenn  P  den  Abstand  des  Pols  vom  Zenith  be- 
zeichnet» jederzeit 

(Z'  +  eo + (Z" +e^)=2P 

ist  *);    so  erhalten  wir  aus  den  beiden  obigen  Gfeicbungen,  wenn 
der  Kürze  wegen 

c=Z'dtZ", 

/?=:  F(6' ,  tf)  tang  Z'  ±  F(b" ,  f)  tang  Z" , 

y=lF(6',0  tangZ'3±  iF{b\t")  tangZ''» 

gesetzt  wird  5    wo    die  Grossen  a,    ß,   y  aus  den  Beobachtungen 
sämmtlich  bekannt  sind ,  auf  der  Stelle,  aie  folgende  Gleichung : 

Hat  man  nun  aber  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  drei  Oircumr 
Polarsterne  beobachtet,  so  erhält  man  auch  drei  Gleichungen  von 
der  Form: 


*)  Die  obern  oder  untern  Zeichen  «ind  hier  und  nachher  mu  nehmen, 
JDliachdeoi  die  Zenithdittans  Z"  (für  untere  Hemisphäre)  aaf  der  Notdeeite 
oder  auf  der  Sad«eiie  dee  Zeniths  gemecton  worden  Uu 
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in  denen  die  Grössen 


«»  ßf  y;  «1»  ßi>  yi;  <%»  ä>  y« 

ans  den  Beobachtungen  sämmtlicb  bekannt,  und  nur  die  drei  Grös- 
sen A,  B,  P  unbekannt  sind,  welche  letzteren  sich  also  mitteist 
der  drei  vorhergehenden  Gleichungen  bestimmen  lassen. 

Dass  durch  Vervielföltigung  solcher  Beobachtungen  und  mit- 
telst der  Anwendung  der  Metl|<>(|^  der  kleinsten  Quadrate  eine 
frossere  Genauigkeit  bei  diesen  Beobachtungen  erreicht  werden 
ann  und  niir  allein  zij .erreichen  ist^-^urfen^.wir^'hier  .als^.allgemein 
bekannt  voranssehseh. '  Jede  Öeobaehtuhg'  eines  Circumpolarstems 
liefert  eine  Gleichung  des  ersten  Grades  von  der  obieen  Form 
zwischen  den  drei  unbekannten  Gr5ssen  A^  J3,  P;  und  hat  man 
nun  mehr  als  drei  Sterne  beobachtet,  so  lassen  sieh  i^ie  daraus 
resultirenden  Gleichungen,  deren  Anzahl  die  Anzahl  der  zu  bestim- 
menden drei  unbekannten  Grossen  libersteigt,  bekanntlich  nur  der 
Behandlung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unterwerfen. 

Dass  sich  zur  Bestimmung  der  constanten  Coefficienten  in  der 
Gleichung  89)*  eine  der  vorhergehenden  ean%  äiinli^he  Methode  ^• 
wenden  lassen  würde,  fallt  auf  der  Steue  in  die  Augen.  ' 

Das  Obige  enthält  zugleich. eine  Methede  zur  Bestimmung 
der  die  vorher  dnrch  P  bezeichnete  Distanz  des  Pols  vom  Zenitn 
zu  neunzig  Graden  ergänzenden  Polhohe  des  Beobachtnngsorts, 
ohpe  dabei^.die  unmittelbare  ,Kenntniss  der  Refraction  vorauszuset- 
zen, >.  hat  hier  aber  zunächst  nur  den  Zweck,  im  Allgemeinen  die 
Möglichkeit  der  Bestimoinngstder  beiden  Ckmstanten  l^und  Jl^  dnüdi 
Beobachtungen  zu  erläutern.. 

Eine  weitere  Entwickelung  der  Theorie  der  astronomischen 
Refraction  behalte  ich  einer  ändern  Gelegenheit  vor,  und  bemerke 
nochmals,  dass  die  obieen  kurzen,  wenis  erschöpfenden  Betrach- 
tungen über  diesen  wichtigen  Gegenstana  nur  der  Vollständigkeit 
wegen,  und  Anfängern  zu  Liebe  li^igefugt  worden  sind,  indett  ich 
in  der  vorliegenden  Abhandlung ,  hauptsächlich  nur«  eine  weiter^ 
Entwickelung  der  geometrischen  Theode  der  tärr^striseheft  Refraon 
tion  im  Auge  hatte,  tend  wohl  wünschte»  durch  dieselbe  die  > Auf? 
merkaamkeit  einer  |;rosseren  Anzahl  von  LeSern.  auf  diese«  ThMrie 
von  Neuem  biniulenke^,  und .  sb  einer  Wiederholiin^  der  Besti^^ 
roung  delB  terrestrischen  RefractionscoefBcienten  mit  sorgfaltiger 
Berücksichtigung  aller  dabei'  in  Betracht  kommenden  Umstände 
vielleicht  Veranlassung  zu  geben. 


«, 


".' « 


'> 


m 


«I    :■ 


I    .    . 


n. 


"imx.:  Ulffereiizlatioii  aer  Fotenz. 


Vwi  den 

I  ■        I  • 

Herrn  Professor  Dr.  O.  S eh lu milch 

an  der  UniTeniUät  zu  Jena. 


.., .  DeiT.iDiiter^Dzialquotieiit  Fr<Hi  a^  \jA  l>ekapDtUch  die  (Grilpze^ 
welcher  Ai^  4^^  Ausdnicb: 

nidiciH^'^  stibitltl  ^or  f>i8  W  Null  abnimmt     Da  anter  dteseir  Yor- 
aniaBiitaiäi%'aiicb — 'gegen  die  Null  eoQTe^bt^  eokaiiiimaii! 
setzen^  und  es  ist  jetzt  fär  Lim  d=0:   ' 


i  •       «     •  I 


i'  •  ]^^  Auffindung  des  GfSniwerthes 'rechts  hat  man  sehr  veraehie* 
dene  Wege  eingeschlagen,  weil  man  nicht  sern  da» Binomialtbe^ 
rem'^för  jelen  beliebtgeii'  Eicponenten  dabei  m  Anwendnn^bribgen^ 
sbodem'  im  €fecientheil  dieses  erst  kn  Veriaufe  der  Dilerehaiial«* 
lei^hnttng  mit  Halfen  des  Werthes  von  d{a:f^)idx  iMeiteh  woUte^ 
Zwar  hat  es  nieht  die  mindeste  Sohwierigkeit,  mit  Hälfe  des  Satses 

Lim[(l  +  aa)^=;€« 

die  eesuchte  Limes  zu  ermittehi,  wie  ich  z.B.  in  meinem  Hand- 
bucne  der  Differenzialrechnung  gethan  habe;  wem  aber 
die  Anwendung  dieses  Tbeoremes  zu  fremdartig  erscheinen  mag, 
dem  wird  vielleicht  die  folgende  Eotwickelung  besser  zusagen, 
worin  nichts  weiter  als  die  Kenntniss  der  ganz  elementaren  Formel 


■^^— j-=l+u  + u» +  ..:.+ um-i  (2) 

I 

vorausgesetzt  wird* 

Sei  zunächst  fc  eine  ganze  positive  Zahl  =m,  so  ist 
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a*d  dietfs  VomSg«  4er  Foraiel'<2)  aöob:  <-       ■     > 


'       '  .  \w 


Da  sich  dud  für  bis  zur  NuiJ  abnehmende  d  jedes  einzelne  Glied 
der  Gränze  1  nähert,  vso  wird 

Lim j =m.  :'u-i?y.\    ' 

Schreibt  man  kö  für  d,  so  erhäK  lüan  noch 

Lim^  +  y-^-mA.  (4) 

Sei  femer  fi  gleich  einem  Bruche  —,  dessen  Zähler  und  Nen- 
ner ab  ganze  positive  i^aUeii  vorausgraff^t  werden,  und 


1-4  « 

T  • 


'» 


1  .,  •         I 

SO  kann  man  für  ein  beliebiges  d  setzen:  -    ^'' ' 

f)  "  (i 

und  hier  muss  €  eine  Grosse  sein.-  .^ie.  n^it  d  j;lpicbzfii%  ^h^ürzm; 
Null  abnimmt  9  weil  man  ausserdem  nicht  aurdie  Voraussetzung 
(5)  zurückkäme,  sobald  ht^r  A  ffegei|i_die.N|iU  convergirt    Esfol^ 

DUO  weiter  *"■  » 

I 

>  f        ,  ■ 

und  folglich  nach  Su1)träkti(in*der  Einheit  und  Division  mit  d 

\*,i  •■»'        >       liii-'    '.  «::    .  !'•      ♦••  •  •»      ,    ,   •  '»   ,» 

3        =-^ S  W 

Die  Gleichung  (4)  berechtigt  uns  aber 

zu  setzen,  wo  c'  mit  d  bis  zur  Null  abnimmt  Benutzen  wir  diess 
für.  die  GleiclHaig>,(6);  wönq,  nSs  Gröherifln;  «ine  iposifivö^ftanze 
Zsdil  ist,  so  fol|5t  •    >ii    r.       '  •     ■  •     . '  '    * 


Gehen  wir  in  dieser  Gleidiiing  a^rGrfinze  f&r  miendlieh';'  dj^k 
bis  zur  Null  abnehmende  d  über  und  erinnern  uns,  dass  das  Ver- 
schwinden vod  8  auihi  'dtts*V4rscfairinden  vbxi  b  ilnd  e'  nach  sich 
zieht  I  sogiebt  die  Anwendung  der  Formel  (3)  .för  m=p    ,  . 


p=.9r  «nd  folgUch  r=£, 

9 


d.  h.  iiadi  No.  (5) 


.\ 


0      '       '  q 

f 

Mit  No.  (3)  zusammen  fliesst  hieraus  der  Satz,  dass  fiir  Jedes 
rationale  und  positive  » 


ist,  der  sich  durch  die  blöse  Bemerkung,  dass  man  sich  nicht 
angebbaren  Zahlen  durch' angebbai^e  Zahlen  soweit  man  will  nähern 
kann,  auf  irrationale  und  positive  fi,  d.  h  auf  jedes  beliebige  po- 
sitive li  erweitert.  : ,..,.      .  •,  ..-,.  •     *' i  .m  i  •  u.     . 

Ist  endlich  fi  negativ,  etwa  gn^z  —  v,  so  sei  wieder 
Es  folgt  hieraus  der  Reihe  üach'  .'     .     ' 

.  • :  I «        •       •  •   .        .  .     .    I  ■   •;      I . ,     .  J     ■  .  •  .ml  . .      ,   i 

'  ■"     '      ■  ■     (l+d)-l'  =  l-fr"Ti«.-  ■,)''■'■, 

(l-t.j)»=.    .  ^ 

'  1«  «l  +  r+eo 

(1 +1^:^-1  r  +  i 


^  ^  l  +  r  +  eö' 

und  da  e  eine  mit  8  bis  zur  Null  abnehmende  Grosse  sein  muss, 
V  abe^  an  sich  positiv  ist,  so  folgt  jetet  durch  Gränzenübergang 

v=: — r,  alsp  r=— v, 

I  ■  > 

d.  h.  vermöge  der  Bedeutung  von  r 

Lim  ^ '-j = (^  v). 

Mit  Ne»  (7)   zusanmieiigehalten  giebt  diess  den  Satz,   dass 
überhaupt  für  jedes  reelle  (n 


.'  .    .      •  1*1-: 


<5 

ist,  und  dieser  föhA,  Vermtk»  der  Gleicliong  (1)  zu  der  allgemeinen 
Fomiel  •    V  •        1  ' 

deren  Beweis  demnach  nur  die  Kenntniss  der  Summenformei  für 
die  geometrische  Progression  in  Ansprucli  nimmt. 


.     I 


.    ) 


i'    ' 


t 
h 
.t 


'!     /         '    .       •>.     . 


1 1 


Heiter,  eine  «tgentltamHffilw  Si»dhi^<p 

liel^  BeibeBsnmiiilFiiMTeik ; 


i  i  •  t  1 


*  » 

Von  dem 

Herirnf^J^rofesliip]:  Ifr,  9-  ^.chJitfmUch 

all  'der  UoiTeriitai  'zu  Jena. 

Die  interessante  Thatsache,  derön '  Besprechung  den  G^en- 
stand  dieser  Zeilen  ausmachen  boU,  besteht »  in  kürzester  Form 
ausgedruckt,  darin,  dass  einte  d^M^cfawUg  converg^nte  R^ihe  zwei 
oder  mehrere  ihrer  Gestalt  nach  sehr  verschiedene  Summen  haben 
k^npj,. .  J6^iAa4hd^9ii,..ei|iie  .in  .der  Reihe  ..vorkommende/  Vadabele 
zwischen  verschiedenen  GrSäsfdi  liegt.«  Denken.  viir/uii«,>  um  deii 
Begriffen  ein  anschauliches  Substrat  zu  geben,  zunächst  eine 
Remensominiining  voti  der  FbriH^       ^'  ' 

ausgeflihrt,  und  substitniren  wir  ffir  z  die  Grosse 


r. 


1  +  «"        V 

welche  ftb*  kein  reelles  x  die  Einheit  überschreitet;  so  bildet 


'^')=Kr&) 


m 

offeDibaT  eioe  neue  Fnnktita  vmi  aSf   ä\e  sehr  veraehieden  seio 
kann  and  etwa  f(x)  hassen  mqge.    Wir  haben  dann 

'     /(ä):=  4,  +  J- j|^  +  ^(y^-,)% ....  (1)       , 

Die  rechte  Seite  besitzt  nii|i  die  Ergebschaft,  sich  nicht  zu  Sndem, 
1 
wenn  man  —  an  die  Stelle  von  x  setzt,  denn  es  ist, 

i    .      .1 1  •  , "    ■  :    «       •  ;     .  .     '  '!  t    '    •  ;    .  .      • 

•  n  r     i  •    ;J[  .      : :         • "  -  '  •    .  i  .  •     ■  '  I 

X  XX 


+  1  — l+a:"' 


—  »a  A  t  — 


und  folglich  wird  jetzt         '"- 

Die  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  sind  nun  identisch,  und 
daraus  scheint  zu  folgen,  datts  eil  aucn  die  linken  Seiten  sein 
müssten ;    aber  das  ist  gar  nfcnt^nolhig ,  denn  im  Allgemeinen  kann 

'f^^  ;«tii(%licb  Ifit'  fix)  zMiaüeMälllM.    ^Kmn^  nun  fcnunr  In 

0)  asK^l  ttiiT^^Miit  .iltTO'4Mlrtaeii0>«>l;  xboA  1|li|Mllnüssen 
wir  jetzt  sagen :    in  der  Gleichung 

s 


i 


hat  die  Summe  y  zwei  verschiedene  Werthe,  n&nlich 

,,.  ^  .  fiJr  <r>J  dagegen  y^/'^^-^. 

•    Wir  wollen  diess  an  eihcnta  Beispiele  etMuterny-dettmaD belle- 
<bi|(  ifwle  «ndetiy  leldit  Anreihen  haniik  ^     >    '       >>• 

EntvFickelt  man  VI  — z^  nach  d<|m.  Din^nnialtbMmQ»»«^  tot 
fOr  z^l  , 

..  1^-V.l— Z*  \ 


im^- 
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folgt  abet 'äelui  iMeht '  > -t    °  -   i-  ■  ■  i--.  I    :  ..'i 

•    \  '' .     j*         ...  '•  3^  :•  •  •  I'   ...    ..■,«•: 


•  •  • 


und  4omit  ergiebt  inch  aaf  der  Stelle  «•  <  .  »;> 

*^i+;ra*2  U+ffV  ■''2.3 U+«V  +•••','.  .' 1 1 

d.  b.  eine  Gleicbung  von  der  Form  (1),'  unJ  zwar  dieienig^ij*.,i^^p 
ffjx)  die  einfaebste  Gestalt  hat.     Jedoch  gilt  dieses  nesultai  nur 

fOr  ^^1;  i^l^nn  aus  No..(3!),  gebt  hervor,   ^^s..  ijie  llik^.  ß(^^^ 

eine  Funküed  von  c. darstellt,  'micbe  bedtflndig  tü&chttti  ff evi  ituiii 
z  das  Intervall  0  bis  1  durchlaufen  lässt,  also  ftir  2=1  ihr  Maxi- 
mum esreicht  =1^  daraus x  folgt  d^nn  sogleich 

"^ __1>  a,n.  ar^il,  ,  , 

wip  Uhwptet  wurde,,  -i  1       :.    ^.  ,         ...   ..  ,,.|, 

Setzt  man  dagegen  in  dec  QJlttclHiiig,  (9)  i  %  .w ,,'    .i.,  1  ,i  ,„l  .h 

«0  fiadet  inan  umgekehli.  >  '•»  /    •    ••  « » 

2a; 

und  €olglic|i  .. 


«> 


a: — 1  +  a:« T  2  Vi  +  W   +  2 .3  V4I  +  aJ»J  +  " 


(5) 


uod.^iess  giU  fyieTorliii»  fär  luv,, 

; Jll,  d.h.-^l  oder  a?^l.:      .  ,  ,     ,,.j 

Vergleichen  wir  nun  die  unter  (4)  und  (5)  gefundenen  Resultate, 
so  öfe^m  sich,  dass  die  Summe  d^r.  Reihe 

auBgeArü^t.^  wird,  durch  .,       j 

bis  ^  =  1,  '     '' 

■        ,y=^:;:  v®P  a:==l  bis  a?=co.  .  ^ 

•17 
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Diess  lässt  «ich  geometrisch  sekr  g^t  vetfaoäcluiiiydMii«  w^mi 
man  sieh  in  No.  (6)  x  und  y  als  rechtvmkliche  Coordinaten  aenki. 
Die  Linie ^  deren  Gleichung  No.  (6)  ist«  besteht  dann  aus  zwei 
Theiien^  von  denen  der  erste  eine  die  Abscissenachse  unter  dem 
Winkel  45^  schneidende  und  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Gerade  (OB  in  Taf.  I.  Fig.  7.)  und  »der  andere   fm  SiGck  Ton 

einer  gleichseitigen  Hyperbel  bildet«  deren  Achse  =  V^  ist  und 
deren  As3rnm toten  dieUoordinatenachsen  sind.  Die  vorher  angef&hrte 

Figur  giebt  hiervon ^faie  Abbildung,  beider  OA=:tAB=zl,  OB:=:  V^ 
ist,  und  worin  OBS  den  positiven  Theil  der  fraglichen  Curve  dar- 
stellt. • 

* 

Es  knüpft  sich  hieran  eine  allgemeinere  Untersuchung,  welche 
zeigen  soll,  auf  welche  Weise  man  jede  gewissen 'Bedingmigen 
tnntenrorfen»  Fnnktion  f(as)  m  eine  Seihe  von  der  Faraii  . 

verwandeln  kann.  Wir  müssen  zu  diesem  Zwecke  an  die  soge- 
nannte Umkehrungsformel  von  Laerange  erinnern«  welche  Folgen- 
des safft.  Ist  y  die. kleinste «.  d.  h.  die  mit  r  gleichzeitig  ver- 
schwindende Wurzel  der  Gleichung  ' 

y-ir^)=*0,:  (7) 

worin  ^(y)  eine  stetige  für  y=0  weder  verschwindende  noch  un- 
endlich werdende  Funktion  von  y  bezeic;hffet«.  so.  iSsst  sich  jede 
andere  Funktion  if^iy')  jener  kleinsten  W^urzel  in  die  iteihe 

W)^  4)  +^i^+.^i2*+4«»+ ....  (8) 

verwandeln,  wobei  die  CoefBzienten  mittelst  der  Formel  * 

fiir^^=0  nach  geschehener  Differenziation'beäfiilimt  wetden.  Diese 
Reihenentwickelung  gilt  aber  nur  so  lange,  als  der  Modulus  von 
z  kleiner  als  d^r  Modulus  deüB  kleinsten  x  ist,  welches  die  simul- 
tanen Gleichni^en  ' 


'I    1 i'     i  ' 


\  ■  .'  i 


erfüllt,  un^  aosserdeuk  muss  frf^)  eine  Funktion  sein^  welche  für 
sich  in  eine  Reihe  voji  der  Fom  ao+.(hff'^^h2f^'i^^'~»»  ""verwandel- 
bar  sein  würde  *).  ' 

Um  hiernach  unser  Problem  zu  losen,   setzen  iMr^m  '(7)'^(y) 
=  Ky^+l);   die  Gleichung 


*)  M.  f.  mein  Hundbach  de^  Dlfferenziälr^channg  Cap.  IX. 


ii  ■  m* 
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hat  dann  die  zwei  Wurzein     '  '-' 

y— V      '    -»»=fe— ^ i 5 

voa  denen  die  «weite  mit  z  gleichzeitig  vcf8chwindet>  also  unser 
y  darstellt.    So  haben  ^iir  aenn   '        '  ,  v 

wy=^^li  ' ' , '  J  (11) 

Qtid  dabei  ist 

Die  beidelk  simultanen  Gleichungen  (10)  sind 

■  ■     ■  .■  l'     ' 

also    ":•■"■•■ 

d^raun  .f0lgt  y^Jb  1  ^  »>*'  »«MJb>  dem  «Vorigen  a  at  -r-j  s=s  ±  1 ,    und 

fplglkb.:iniis<t:  40r  Modulns^tOR.  z  iiiiin<|r  kleinei'  als  die  Einfaieil 
sein,  was  map  der  Gleichung  (If)  schon  im  Voraus  ansehen  konnte. 

Setetttanin  ihr        * 

.  li        '       ■    '      . 

I— VT— ?     ^ 

WO  nun  wegen  x<l  auch  immer  or^l  ist,  so  folgt 

und  mithin 

l 
Schreibt  man  f  mt  ^  und"  setzt 

80  ergiebt  sich  jetzt,  weil  Ao^=f(0)  sein  muss: 

Theil  X.  4 


A-)=/(0)+^Ci«|^5>^2Crnr,J+-}  (14) 

Hätte  man  daeegen 


'      'I 


1 


I    .         «•  .  \        \\\Vf  \ 


gesetzt«  so  wurde  man  zu  dem  ^e«^f^j^  ^^ 

/(iD=^(<]r^x(r^ti%Cr+^J+-'i  (15) 

gekommen  sein.    Es  ist  demnach  fiir  .-irr 


■         » 


y=fQi)  ^on  x=l  bis  a:=»;  j 

und  die  Cm*ve,  deren  Gleichung  (16)  ist«  besteht  demnach  wied^i 
aus  zwei  Linien  von  verschiedener  jNatur  **). 

Man  konnte  noch  fragen.  ^|S)c)r nicht  ein  dritter  analytischer 
Ausdruck   finden   liesse«    der  von  'selbst  entweder   in  f(x)  oder 

^v  }' ^l^^l^^  Jenacbdem •'j;< j  dchAVf ;^li>iat^ tfnd  4er  äanngüite 
Mn  AlUreaieiDcfe  dew«  Weitll-'  wn  -  ^  danstbllte  und  di^  ViitörsiUiei* 
^n^  'fot)"^^Ü  überflüssig  machte.    Üiess  lässt  9ff)b  aufji^gie^ji^ 

Weise  erreichen.    Nach  einei|i>  bekannten  Theoreme  ist  der  Werth 

des  Integrales  .        *         '       ' 

y^*sin^^cos^ 

—     -       ■  -  0 

2,'    4    ;    " 

fiir  «>JJ,  L=/J,  «<|S. 
Bilden  wir  nun  den  Ausdruck 

^=^<^>/o  — «— '^Vw.-TT — f^  ... 


VI  ,  Beispiel^diieRQtliBqft  Ahmt  fdr-tpiclit  in  Mma^  venchaffen ,  da 
iele  Funktionen  f\x)  giebt,  für  weldblä  die  Bestimmang  von  Kn  kei- 
nen  Schwierigkeiten  unterliegt«    z.,B. /T^O^^orm  (92,ffaos  und  AOsitiT], 


es  trie 


i.  .1  ; 


worin  X  als  tonstAtt  fitr  tVip  Integration   nacfi  <&  emgefteh^i  wird, 
so  bt  fär  l>:r  das  erste  Integral  ^^a»  das  awette  =:0,   folglich 


TT 


femer  fBr  ^^=2:1  jedes  deir  Integrale  =  j,  hiltHn 


J^=J/a)+fAi)=J/):i^. 


» 


und  fiir  ^>1  das  erste. Integral  =0,  das  zweite  =^0'  ^'''^ 

2 
Es  stellt  daher  der  Ausdruck—^  in  jedem  Falle  den  WertK  von 

dar,    und    demnach  Ist  für   die '  nach  Fotaiel  (13)  bestimmten 


^ 


erthe  von  K 


••   I 


4  ti<f>/7-^^^^^*fa')f:^'^^i. "" 


nnd 


d  diess  gilt  för  alle  x  yoii,ar=0  bis^  ^=od.  Der  reelle  Gewinn 
bei  didser  Form  .besteht  d^ri^y  dada  oie  Distmktionen  hinsichtlich 
des  X  wegfallen,  was  oft  die  Kechiiimg  abkürzt.  Wollte  man 
z.  B.  den  Werth  des  Integrales 


tj    -.(    ■'' 


(•     .         r.'t  • 


'.'«.?=/ >>X40rf^. 


I 

wo  F  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet,  entwickeln,  so  würde 
man,  um  sich  der  .Formeln  (16)  und.  (17)  bedienen  zu  können, 
erst  sebreiben  müs^eil 

und  dann  im  ersten  Integrale  y=/'(a:)  und  im  zweiten  y=f(—j 

setzen:  un^er  Anwendi^iig  der  jFormel  (18)  liaeegen  ist  eine  solche 
Zerspaitung  von  S  nicht  nöthig,  indem  man  iur  y  unmittelbar  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (18)  substituirt  und  damit  S  in  ein 
Doppelintegral  verwandelt. 

{M  ZmoL  Sdilossß  noch  ein  iStuckchen  P<Jemik.  Die  vorigen  Un- 
tmsucboi^n  zeigen  nämlich. vollständig  dre  Nichtigkeit  der 
sogenannten' syntaktischen  oder  allgemein  analytischen 


4* 


$2 

Bedeutung  der  anendlicfaen  Reihen,  f^ie  sie  namentlich 
von  Ohm  und  seinen  Schülern  verlochten  wird.  iGtäbe  man  z.  B. 
Einern  solchen  Herrn  die  Summirung  der  Reihe-  >. 

auf,  so  würde  er  sagen:  nichts  leichter  alfif  das,  wir schreihei^ die 
Reihe  in  der  Form 

und  wenden  das  Binomiaitheorem  auf  jede  der  einskelnen  Potenzen 
von  a:^  an;    diess  giebt 

1 

y=;T'2x(l— X*  +x*  —  x'^ +  ....) 
+  ä74(2a:)»(l-3:t«+6a:*-...) 

und  3war  ganz  allgemein  richtig  fär  alle  x*  Denn  so  lange  x 
nicht  zu  einer  Zahl  spezialisirt  wird,  ist  ja  io  der  Gleichung . 

•  •      • 

X  nur  „der  Träger  der  Operationen '^  *),  allgemein  analytisches 
Symbol  u.  s.  w.  Die  Zusammenziehung  derjenigen  Glieder,  die 
gleiche  Potenzen  von  jr  enflialten,  giebt  nun  y=ar  und  folglich 
ist  ganz  allgemein 

Die  Unrichtigkeit  hiervon  zeigt  sich  aber  sogleich,  wenn  man 

—  für  X  setzt,  denn  man  erhält  x=^—,  und  das  ist  syntaktisch  un- 

X  .  X      ,      . 

geheuer  falsch  und  nur  für  xzzzl  gichtig,  so  dass  also  am  Ende 
gar  keine  Reihensummirung,  sondern  nur  x^^i  beraaskonunt. 


if   > 


*)  Mir  fällt  bei  diesem  Oh  mischen  Stichwbrte  allemal  da«  froher 
an  deutschen  Höfen  existivende  .Institut  der  PrägeUntlge»  ein ,  aneh  er- 
innert es- mich  an  jene  chinesischen  Proletarier,  die  davon  Ithen,  dass 
sie  die  Anderen  auerkaunten  9ambiishif}be  sid&  aiiftsählen  las^Ht 
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Wir  Anderen«  die  eine  Gleichung  zwiscben  Funktion  und 
Reihe  nur  dann  gelten  lassen ,  wenn  letztere  convergirt,  wfirden 
nun  so  verfahren.  Die  Formel  (19)  setzt  voraus ,  dass  J?<1  sei» 
weil  8onßt  die  Reihe  divergirt  und  mit  (1  -f  j?^~"  dann  nicht  mehr 
identisch  ist.  Wir  f&bren  also  die  ganze  vorige  Rechnung  nur 
mit  der  Bedingung  or  <  1  und  behaupten  daher  auch  das  Endresul- 
tat y=zx  oder  die  Gleichung  (2Q)  nur  fiir  a?<l.  Ist  dagegen 
a?>l,  so  schreiben  wir 

1^ 

a:         .         X 
5  ^^  1+^' 


•XD 


setzen  — =|,  wo  nun  g<l  ist,  und  nehmen  die  ganze  Rechnung 
jetzt  mit  der  Gleichung 

in  Bezug  auf  |  so  vor,  wie  vorhin  in  Bezug  auf  or.  Es  findet  sich 
dann  y^^S»  d.  h.  jf =**",  und  so  gelangen  wir  genau  zu  demselben 

Endresultate  wie  früher.  —  Die  Anzahl  solcher  Beispiele  lässt 
sich  übrigens  leicht  vermehren,  und  sie  zeigen  immer  wieder,  dass 
divergente  Reihen  den  Funktionen,  aus  denen  sie  entwickelt  wur- 
den, nicht  gleich  zu  setzen  sind.  Um  aber  solche  Beispiele  zu 
kennen,  muss  man  sich  im  Gebiete  des  Calculs  etwas  umgesehen 
und  sieb  namentlich  mit  diskontinuirlichen  Funktionen  beschäftigt 
haben.  Wer  weiter  nichts  will»  als  Funktionen  wie  e^,  sin :r  etc., 
in  Reihen  verwandeln,  langt  freilich  mit  jeder  noch  so  miserabe«* 
len ,  ja  sogar  mit  gar  keiner  Ansicht  aus ;  gebt  man  aber  ein  paar 
Schritte  weiter,  so  lernt  man  bald  das  Gefahrliche  solcher  aneeb- 
lieh  allgemeinen  Theorien  kennen;  versteigt  man  sich  endlich  in 
Gegenclen ,  wo  es  nur  einen  einjagen  Weg,  den  man  sich  erst 
selbst  bredbe»  muss,  und  also  auch  keine  Controlle  siebt,  so 
fublt  man  die  Notl^wendiekeit  solcher  Methoden,  welche  aie  Gar^n« 
tie  d^r  Sicherheit  in  sich  selbst  tragen.  Diess  ist  auch  ganz  ein- 
fach der  Grund,  warum  alle  die  Männer,  welche  in  neuerer  Zeit 
die  Wissenschaft  materiell  erweitert  haben,  sich  zu  den  haupt- 
sächlich von  Cauchy  und  Lejeune  Diricblet  vertretenen  An- 
sichten bekennen.' 


m 


.t 


•     '.'.. 


t> 


rr. 


*      tf 


Heber  die  cylindrisclieii  Kanalfläclien. 

:  Von  c^to  j      , 

Herrn  Doctoi*  A  Di  enger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  d<;r  höheren  Bärgerschale  zii 

Sintheim  bei  Heidelberg. 


Wenn  eine  ge^cfalossen^  fläche;  oder  JE^örper  sich  so  bewegt, 
dass  einer  ihrer  Punkte  aaf  einer  bestimmten  Kurve  sich  bewegt, 
90-  ist  die  umhüllende  Flädbe  aller  der  succeaslvßn  Lageq,  welcq<Q 
die  bewegliche  Fläche  einnimmt,  eine  Kanal  fläche.'  Fiir  den 
Fftil,  «bkss  die*  bew^glLoheFlaehe  eine  KugiBifläche.  t^cta  IsoBis^tanteHi 
HaU^messer  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  einer  gegebenen  Kyrve  ^ic^ 
bewegt,  nennen  wir  die  entstehende  KanalflScl^e  eine  cyTfndrii^che. 
Wir  stellen  uns  nun  im  Folgenden  *  die  Aufgabe,  den  Flächen-  tifid 
den  Rauminhalt  dieser  letztern  Gattung  zu  bestimmen  j 


I. 


i-   ii 


Eine  Kugel  vom  Halbmesser  r  bewegt  sich  so,  dass  ihr  Mit- 
telpunkt auf  einem  Kreise  bleibt,  dessen  Gleichung  ist 

welches  ist  die  Gleichung  der  beschriebenen  Kanalfläche?     •    '  - 
Bezeichnet  a  die  Abscisse  eines  bestimmten  Pgpytes  des  fies* 

ten^Kreises,    so  ist  dajs  dazu   gehltrige  y^r^^Y R^—ä^  utt^  die' 
GUicfauhg  der  Kugelfläche,  wenn  ihr  Mittelpunkt  iii diesem  Patikte 

sich  befindet,  ist 

»■^  i         •         .  .      .     '    . 


Differenzirt  man  diese  Gleichung  nach  a,    so  ergiebt  sich: 


oder 


±(yTl^Ä«-«»)^p^^-.  +  «=0 


±ayr=x>rm—a*. 


(2) 


Eliminirt  man  nun  a  zwischen  der  Gleichung  (1)  und  (2),    so  er- 
giebt sich  als  Gleichung  der  verlangten  Kanalfläcbe: 


SS 

WÜe  man  Ukht  "fiiidet,  wir^  aiMb  «Uche  Von  :  einer  Eb^ne, 
die  durch  d^n  Apfangspankt  der  Coprdinat^B  goht  upd  auf  iex 
Ebene  der  xy  seDkrecnt  steht/  In  einem  Kreise  g^ehnitten»  des- 
sen HalfamefiMier  r  hi»  v^as  U^  i$t,  da»  offenbar  die  vorliegende» 
durch  die  Gleichung  (3)  ausgedrückte  Fläche  auch  entsteht,  wenn 
ein  Kreis  vom  Halbmesser  r,  dessen  Ebene  senkrecht  steht  auf 
der  Ebene  des  festefi  Kreises,  sich  so  bewwt^  dass  sein  Mittei- 
punkt  den  Umfang  des  festen  Kreises  dorchlkuft ,  oder  dass  er 
sich  um  die  Ale  der  2  dreht  in  der  Entfernung  R. 

$i^^^Q  wir  suu  deji  FlüchfminbMt  4er  betr^bt^te»  Kanidt 
fläche  zu  bestimmen.  •     j . » 

Sei  in  TaC  I-..Fig.  S.  CD  ein  Vi^rtelskreis ,  dessen  Mittel- 
punkt G  und  dessen  Halbmesser  DG^^^^r  ist;  fernef  sei  AO  senk- 
recht auf  GA  und  AG=^R\  EF  ein  Element  de».  Kreises«  des- 
sen Gleichung 

'- '  *■    ■   -       L' '  '•■  '  *■  <  * 

g^  +  a:^^^^ 

sein  soll.  Dieser  Viertelskreis  drehe  sich  um  ^O,  so  beschreibt 
das  Element  EF,  das  man  alÄ  geradlinig  betrachten  kann,  eine 
K«gelfl4i^be,  di^ren  Ipbal^  .    •  :     ,, 

=  « .  EF.  (MF+  NE)  =  « .  V(da:)*+(dy)^.  (Ä— .r+Ä-ar+cir) 

N 

* 

-^  J  =  2^^\  den^oach  ist  die  Fläche,   weiche 
durch  deii  Viertelsbreis  CJO  be/^cl^rifb^n  wird:  , , 

*  ^  l<  0  a  ^  J'l 

... 
Wäre  der  Viertelsinreis  nach  Aussen,  statt  nach  Innen  gew^hdl^,' 
80  fönde  sich  für  die  beschriebene  Fläche : 

••  .  •  ,  I 

Die.  betrachtete.  JKlMialfllU^he  i^t  «b^  offeul/är  gleich  der  doppett^a 
$iii9«pe  dieiier;Ziv,ei  FIKcbe»«  d,  h«  gleich 

oder  gleich  der  Umfläche  eines  senkrechtea  CvUnders  t*ii  ^eicber 
Weite,  dessen  Hübe  gleidi  der  J^änge  (%R7c\  der  Mittelhi^iie  der 
Itanalfläche  ist.  Biegt  man  also ,  diesen  .  Cylinder  >.  bis  er  eine 
KaoaUiäche  bildet,  so  dehnt  ßich  seine  eine  Seite  um  eben  sq 
viel  aus«  als  die  andere  zusammeigedrückt  wird.  .     , 


Den  Rauiiitiihäit«rhftlffmäiiia«iffi)inliehe  Weise.  Der  von  NEFM 
eraeiigte  Körp«  hat.einen  dmch^.NM.(MF^fMiF.ME  +  NE^) 

auiägödtucfkten    Itihalt '    Dieser    Ist    nup    gleich    TtdyiR  —  x)^ 

nx(R — xPdx       "^  .    .       ,      •  '  ,  ,* 

=a**^     -  y--^    r^-r—  5  somit  hat  der  von  ODCÄ  erzeugte  Körper  den 

Inhalii  i      .  <  .         , 


-t: 


<        I 


Ist  der  Tiertelskreis  ifia^h  Auss^  g^Wepdei^  eio  erhält  man'  für  den 
entsprechenden  erzeugten  Raum:  ' 


t/o 


r  x(R+x)^dx  _     j*-     .  «*Är2  ^  2r^« 


Der  Rauminhalt  des  cylindri^ch^en  Kanals  ist  aher  gleich  dem 
doppelten  Unterschiede  dieser  beiden*  Körper ,  also  gleich 


27u««r«, 


•  I 


d.  h.  gleich  dem  Kubikinhalte   des  vorhin* 'ervrähnteh  s'^tokriechten 
Cylinders. 

■•'•  '   ^     -   •    .'^  V,    ;  •  •-  i  rr       V-  '      '    ■  '   .'    \\       ■ 

1 ,     II. 

Die  vorstehenden  Resultiate  können  nun  leicht  verallgemeinert 
werden.    Sei 

die  Gleichung  einer  '  ebenen 'jK!urve,   auf  d^r  sich  der 'Mittelpunkt 
der  beweglichen  Kugel  bewegt 9;6to  ist  dl^  Gleichung  dieser  letztern* 

up4  f'^enn  man  «  ^swii^cl^^n  dieser  Gleiphupg  und 

^-«+(3f-A«))/'(ö)  =  0 

eliminirt,  so  erhält,  man- die/.GleieWng  d^er 'g^sijic.liien  cylindrischen 
Kanalfläche.  •-. 


\    f 


Diese  ist  offenbar  die  nämliche,  als  die  Fläche ^  welche  ein 
Kreis  vom  Halbmeisser  r  beschreiben  wot4e^  dcSs^en  Mittelpuhkt 
auf  der  segebenen  Kurve  sic^  b^egt  totf^  dess^ft  Bbetie  selÄrUdhft 
steht  auf  der  Ebene  der  Kurve, 

Um  die  Oberfläche  dieser  Kanalfläche  zu  bestimmen,  verfah- 
ren, wir  auf  yf olgende  Art. 


;      .    •,  •  .'*    ".I.  ' 


'  DeYikeu  wir  jtfncf  im  'Anfangspunkte  der  Coordinaten.  die  Axe 
der  z  erricht^lV'fep'  Icadij^man  sifeh/'voTstelieo,  det  bewegliche 
Kreis  drehe  sidli^tt^m'  di^e^'e  Axe.  Betrachten  wir  (Vorhergehende 
Figur)  den  Punkt  f,'sa  bleibt  fSr  ihn  ilfF  nicht  k(mstant,  wiefti 


8T 

I.,  sondern  es  ändert  sich,  jto  nAch  «ksr Gestalt  der  festen  Kurve; 
jedoch  kann  man  för  eineq  unendlic|i  kleineq  Winkel  d^,  um  den 
sidi  der  Kreis  dreht,  MF  als  konstant  annehmen,  ^e  aiicn  die 
Entfernnng  aller  Punkte  des  bewefflichen  Kreises  von  der  Axe 
AO.   Die  durch  solche  Drehung  beschriebene  Oberfläche  ist  nach  L : 

igm'^dilf      ^  - 

wenn  o  die  veränderliche  Länge  von  AG  bedeutet.  Da  q  f&r  die 
*  unendlich  kleine  Drehung  «Itf;  konstant  bleibt,  so  ist  QO^rrds, 
wenn  dg  das  Element  der  festen  Kurve  bezeichnet.  Bewegt  sich 
also  der  Mittelpunkt  der  beweglichen  Kugel  durch  die  Länge  i 
der  festen  Kurve,  so  ist  der  Inl^alt  der  dadurch  erzeugten  Kanal- 
fläche: '.      ^      . 


f- 


2rjrdi=:2r».i,. 


d.  h.  gleich  der  Oberfläche  eines  senkrechten  Cyllnders  von  glei«- 
cb^r  WeitQ,  dessen  Hohe  gleich  der  Länge  der  Mittellinie  ist. 

Ganz.ebieft  so  findet  man,    dass  der  Kubikiahalt  ^eA  Kanlals 
gleich  ist  demiKubUdahalte  des  eben  erwähntt«!  GyUnders« 

Stii  a(.  B»  die  Ellifse^  deren- Gleichung    ' 

ist,  die  leitende,  feste  Kurve  (Mittellinie),  so  ist,  wenn  man  die  ganze 
Kanalfläche  betrachtet »  die  Länge  der  Mittellinie: 


/=4a  /  -Mfti^»*-€*cos*9  ^% 


worin  e= ,   welches  Integral  man  durch  die  elliptischen 

Funktionen,  oder  durch  die  sehr  convergirende  Reihe 

ausdrücken  kann.    Der  Flächen-  und  Rauminhalt  der  Kanalfläche 
sind  nun : 

2r7tl  und  r^ivL 
Auf  ähnliche  Weise  verfährt  man  in  andern  Fällen. 


III. 

Endlich  sei  die  leitende  Kurve  eine  krumme  Linie  doppelter 
Krümmung,  deren  Gleichungen  sind: 


4» 


I  I     I    .    • 


3J»/4^)J  *w^J((^) 


j    .1'  .    »'  ' 


j      ;  I  J      .  '       '  »     I        '  .  I  •  '    '    .  '         . .      t '      '  ;    '        *       • .'  '  '  I    J "  '  'J      .  i  *    •       •  ' 

ai9:  erbSlt  man  diji^  ^iieiel^ing.  4^^,  «ntatekeadeiivj^^sjp^lie,,  {^ffiii 


!•»•.  ; 


■T,"    '1 


I 


'      M,'.' 


und 


a— a+(y-/(a))Aa)  +  (z-F(a))l^(a)=0. 


•    •  ' 


fei  <tfc  dfu(  Element  der  leitenden  Kurve»  so  kanp  itan  diesesr 
aA».  eben  betrachten«  woraus  nach  IL  folgt,  dass  die  Elemente  der 
OberflUcbannddeil  Rauminbaltee  re«^p.  sind: 


t   <. 


I  •  f 


2r9r<2ff  und  i^nds^ 


I  / 


woraus  durch  Integration  leicht  folgte  iakH  sowohl  Oberfläche,  als 
Rauminhalt  bezüglich  gleich  sind  Ümfläcbe  und  Kubikinhalt  eines 
senkrechten  Cylinders  von  gleicher  Weite,  dessen  Hohe  gleich 
de|j  Lfloge  der  leitenden'  i^utfre.  :  >     >!  i        i!  .' 

bie  oben  hergeletteten  Formeln  hätten  sIcB'  auch  aus  dem' 
GttMiaschen  Thieoreme  entwickeln  lassen;;/  da  iedeeh  die  Kanal- 
flächen bäniv- vorhanden  sind,  so  ist  es  kichC  vergebede'MliU^ 
die  betreffenden  Aufgaben  ohne  Anwendung  dieses  Theorems  zu 
lösen,  zumal  die  vorliegende  EBtwldkelung»äriih  leielt  gan^eMnen- 
tar  darstellen  lässt. 
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ITieber  eine  Klasse  geometrisclier  Sätze, 
deren  Beweise  auf  keinen  CtrOssenlie- 
stimmung-en  berolien,  nelbst  einer  ele- 
mentaren IConstmiLtlon  des  Mittel» 
punkte«  des  einfachen  Hyperboloids. 

Voo 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

ObMldirw  am  Cjnmwiiini  ■■  BeiUgentUdt. 


Di«'  vbD  dem  Herrta  Heran^eber  indieNin  Theäe  <l«i  At>^trs 
S.  SV.  nr  ayiithetiaclien    Auflüsung   Töi^^eij^e  Aufgabe*)  getriM 
zu  demjenigen  Theile  der  Geometrie,  defusen  Sfttze  nidit  aas  GtSMeii> 
besämmuDgeiif  «ordern  eiozi^  qnd  aUeifi  (lua  der  Definition  d«r  ge- 
raden (iinie  und  aer  Ebene  flieaseB,    und  welcher  dieses  seines 
rein^ecMnetrischen  Charaktere  wegen  und  besondors  dessholb,  weil 
er  d>*  allgenieVnen  Figuren  ubd  Figurenbeziehunaen ,  welche  Gegen- 
stand der  quantitativen  Betrachtung  werden  sollen,  dieser  letzteren 
als  reelle  und  bereits  vorhandene  flberliefert,    den  Anfang  des  se- 
sammten  Systeme«  der  Geometrie  bilden  sollte.    Wenn  ich  nSmuch 
nicht  sehr  irre,    so   besteht   die-  letztere  ans    drei  wesentlich  tod 
einander  I 
theÜen,  li 
Welse,  w 
die  Stufet 
greifen  dei 
Geometri« 
der  zweit. 
di6  fiberlii 
lind   kr>rp 
Entwicklu 
zu  des  al 


'*)  piß  gi)ncht«.  Qeritde  ist  dio  DurduohnitUlinie  ieijtaigta  twoi 
Ebenen ,  welche  den  ge^^elienen  funkt  mit  den  beiden  g-egebencn  Geraden 
TMrbiitien!,  odar  auch,  vm*  cUieriei  iat,  die  Verbindnn^liniel  doai^ge- 
boiqn  PunfatM  mit  tlMaJtniaen  P««kte  4<r  eincD  geg«ben*n>  Gera(l«i,:'ih 
yrtldtfP^  dU  («tater*  VW  itttr  Vcrbindouieb«!!«)  dea  ^eg«b«imi  Fwjttw 
and  der  anderen  gegebw^q  Qcra4c<>  gCKAnitten  wird.  ,  .  ;    , 


so 

setz«  la  eifonKbcn,  wdcbe  dann  dem  drittea  Tb^le  —  itr  Geo- 
metrie der  Grüsse  nnd  Lkge  —  a\ti  Principimi  dienen,  mn  die 
GesaimnthMl  der  geometrischen  Wahrheiten  als  wofalgegfiederteB 
Orgaaisiniis  darznstellen.  —  Von  diesen  drtien  ist  der  erste  Tb^ 
der  bis  jetzt  noch  am  wenigsteo  aoegebitdete ,  so  dass  es  sdusDeD 
kann,  als  ob  derselbe  ausser  einigen  wenigen,  in  den  Lehrfoficbeni 
zerstreat  liegenden  Sätzchen  welter  nichts  als  eine  Reihe  Ton 
Definitionen  enthalte.  Gemse  aber  würde  derselbe  einen  grüssaen 
Inbalt  ■■a4 ^üss^re  Selfastständi^eit  gewosnen  baben,  .nenn  m^v 
On  m  den  übrigen  'Rieiien  durch  die  Natnr  der  Ääche  gebotene 
UaxBBfi  die '  EraebeinaBgcn  de&  follen  Bamnqs  an«  deHradiec 
Ebene,  nnd  nicht  nmeebehrt,  abzuleiten,  nicht  aach  auf  jenen  Ülier- 
V^tgen  bitte'/  Denn  hier  gerade  zeigt  es'Sfcb,  da«s  mmh  ptäiiiM«^ 
tfMie  Sitze,  ^alche  bisher  mittala  vieler' PM^rtiMte«  hei||elätet 
worden ,  durch  '  eine  ^pfache  stereo metrische  Betrachtahs  erbSit 
nüsatmrfhsenim^^n  rri1dil«imithloBsier-IIididcrfatot^  MläMn 
man  n:cbt  ohne  Leiter  nnd  Brechhaken  zn  gelangen  glanbte.  Das 
Folgende  mag  als  Beweis  dieser  Bebanplvng  dienen. 


1. 

Wenn  drei  Gerade  A,  B,  C  im  Räume  paarweise  drei  Pnnkte 
(endlich  oder  unendlich  entfemt)  gemein  haben,  und  eine  vierte 
Cecsdt  D  haC  mit  zweien  darseihen,  z.  B.  nit  Ä'aai.B,-  zwei 
neHB  Puukle  gemdn,  so  hat  dieselbe  auch  nüt  der-drittes,  C, 
«in^  Punkt  gemein.  i  '  >,.<-; 

Beweis.     Denn  hatte  D  mit  C  keinen  Punkt  gemein,'  so 

vtlrde  man,  wegen  der  vüllisen  Einerleiheit  der  rechten  nnd  der 
llAkeo  Seite  der  Figur,  mit  demselben  Rechte  behaupten  bönne^ 
dass  die  Gerade  D  links,  als  dass  sie  rechts  von  der  Geraden  V 
abwiche.  ,      . 

:",  ■■■■'  2.  "■'■■'■  ^"'i'.;; 

mmtlichen  Punkteri  iAii^|- 

S;  ist  nun  TV  irgend,  ^ine 

ie  a,  i  genkein  bat, ,  Ho 

heri^nienj'a,  &,  c,d..., 

B  drei  Punkte,  also  auön 

da,  wenn ,  £  irgpnd  .eig«^ 

:  geraden,'  AJ  a,  k-  pM^- 

ind  a  swei  Punkte,  als» 

10  hat  If  mit  sämmtlichen 

und  liegt  demnach' ganz 

;he,   in   welcher   alle 

Punkte   einer  Geraden   Hegen,   sobald  dieselbe  irgend 

iEwei  Pnnkte  der  ersteren  verbindet,  heisst  eine  Ebene. 

Abs  l.'uDd  2.  wird  nnn  bewiesen,    dass   zwd  Cernde  -ib    der 

Ebene;  *—  eine  Gerade  und  eine  Ebene  im-  Rtwme  —  eudticli  zwei 

-Ebenen  Im  Räume,  allem^  bezfiglicb  einen  Pflnkt  6det  «ine  Gerade 

(endlidi  oder  unendlich  entfernt)  gemein  haben. 


«1 

3. 

Drei '  beliebige  Ebenen  im  Ranme  batben  entWcldi^  t]iir*etneii 
Punkt  oder  eine   gerade   Linie '  (etidlicb  oder  ttnenfAlicfi  'entfernt) 

Beweis.  Denn  hat.  die  Ebene  B  mit  ^' die  Gerade  ^ü^ ''üiit| 
mit  der  Ebene  C  die  tierade  CB  gemein ,  so  haben  die  in^' he- 
genden Geraden  AB  und  CB  einen  Punkt  $  gemein  oder  fallen 
zusammen;  im  ersten  Falle  haben  alle  drei  Ebenen  den  Punkt  s, 
im  zweiten  eine  gerade  Liiiie  gemein.  ... 
•  •  :  •••••  :'-ii.  .       .'j^  .•  ■    •        •        .'     *     . 

■  '  »    .  '',-•!'  •     .        ..    .  •        :  • 

Gehen  in  Taf.  IL  Fig.  1.  drei  beliebige  Gerade  im  Räume  durch 
einerlei  Punkt  S^  und  werden  auf  jeder  zwei  Punkte  a,  a*^  by  ß; 
c,  Y  beliebig  angenommen  >  so  lasse»  sich  diese  letzteren  paarweise 
durch  zw5lf  neue  Gerade  tib,  aß,  aß,  ab;  bc,  ßy^by^  Sc;  caffUi 
ca,  ya,  und  drei  feu  drei^  Busser  Sab,  Sbc,  Sem,  mrai  acht  neue 
ühen&i'abe,  aßy,  aby,  aßc,  abc,  aßy,  a/3e;  onj^  ^rerbinden.  )  bl 
nun  der  Reihe  nach 


.  ■  j  • 


«1  .       .       .       .       .      ,.  hc  und  jJy; 

«1 by     „     ßc, 

der  Punkt  }^  der  Durchschnitt  der  C«^  ca^,    1^, 

ßi :  raden        .    '    .        .     -  .  '  ca     „     fa, 

Cj.  .   .     .       .•        .     .  ,  .     '.ab,   9»i,,aß»   i. 

yi  .        .        .        .        .        .  .    «p   ■':,,     ab^i 

so  liegen  der  Reihe  nach  die  drei  Punkte 

Ol,  bi,  Ci        ,  •  .      •  k                Vi'*  1160' ubd  aßy,  > 

.  .  \m  DurcMchnitte.  d^  Ebenen  ..^ 

«if  bi,  Yi        .       .'       •   .    .        '.aße  • ,..  mby,     '. 

*  1 

«i*?!*«?!        •        •        •        •        •        •        •       aby    ,,'    äßc;'^' 

also  in  vier  neuen  Geraden,  und  da  diese  p^tarweise  se^ebs  Puf^fß 

femein  haben,  so  liegen  dieselben  in   einer  und  derselben  i^euen 
;bene  M. 


% 


5. 


Sind  nun  abc  und  aßy  irgend  zwei  Ebenen  im  Räume,  welche 
von  den  Strahlen  eines  räumlichen  Strahlbüschels  S  bezüglicb  in 
den  Punkten  a,  a;  b,  ß;  c,  y;  d,  S..,  geschnitten  werden,  und 
setzt  man  in  der  Torhergehenden  Betrachtung  d,  A  an  die  Stelle 
von  c,  y,  so  erhält  man  eine  Ebene  M,  welche  gleich  der  vorigisn 
den  Durchschnitt  der  Ebenen  abc  und  aßy  und  ausserdem  auch 
den  Durchschnitt  der  Geraden   aß  und  «o  enthält;  beide  Ebenen 

M  fallen  alJ^o  zusammen.    Hieraus  folgt : 

.  .  ■    «  '  ■..»■' 

Werden. zwei^bi^neii  von  4^n  Strahle^  ein^i^.  rftum- 
liehen  Strahibus.PibQls  bezüglich  in. 4.en  PiinkteiKpaiiren 


Ö2f 

a,  6,  c,  d...  und  a,  /J,  y,  ä,V.  geschnitten,  nnd  je  zwei 
dieser  P^ukta^p^arte»:  wiea  un?i.|5,  ,6'ntad( «:  wejcbÄcls- 
weUe.  durdi  .;i}W«i  Gerade  vcfr,b|ind«i(i,  S9  IUgeD|  dif 
Durchsehnittspunkte  je  zweier  solcher  Geraden  atle.in 
einuqdder.selbenEbcne^  welche  anch  die  Durchschnitts- 
liVi^f^ndr  beiden  eisten  Ebenen  eitihStt/         ; 


i  •.  •:!  r-'    ,.1  •*!,«.••  A  *     ;i  t,.     «    .       (I     !   ••  i  .  •   .     1 

Aufgabe.  Wenn  zwei  Ehenra  4^:  iilidva|^y»<  4er0ii  Duroh* 
Schnittslinie  ausser  dem  Bereich  der  Zeichnung  liegt,  beliebig  ge- 
geben sind,  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  Vi  eine  Ebene 
zu  legen,  welche,  gehurig  veriäftgert,  nach  jener  Durchschnitts- 
ünie  gßhen  würde, 

.Au£lt'»«ua|^.n  Man  lege  durch  ieniVianht)yi^z^i^hiS^miie,aß 
iiBd«6y  w«ifih<^diiB  geg«  Ebenen  bie;iuglicb.:Jiii..d!iHi,.;Piiiikten:  a,  ß 
vaaß.  «y  6  lächu^iden;  «dehe)  sodaon  ,di^.GefiM<»|i  'a^;.]U|ld;i«^/  iind 
ansidein  DanehsciMfiUte  ;9  dei^  ietzterep.^ii^.|dii(te[  (Q|^,  j,9iKei(;he  die 
bddett  Ebcteen  ilikC.  mnd  y  acbnAidetM.Vejtat  zißbe,  mfMI^,  qpch  uf 
und  ttc,  die  sicfai  in  ßi,  und  by  und  ßc'  die  si^h.'in'»«^  4fh^eidep; 
80  hat  die  durch  die  drei  Punkte  cf^,  ßi,  yi   gehende  Ebene  die 

▼erlangt^"  Eigenschaft. 

7 

Ei^  seien  ih  Taf;  H:  l^i^:  2^tfl^«ltilid*'di  bi  et  zw/i  ,{p,e\|]^erlei 
Eben^Miegende^  Dreiecke,  deren  Ecke^.pfQAfweiscf  auf  drei  Strahlen 
aijLix,  hbiy  cc^  eines  Punktes  i  liegen;  durch  ddn  t'unkt  s  werde 
eine  ^  beliebige  Crerade  S$  in  den  Kaum  gezogen  >^uiid  zwei  belie- 
bige.'Punt^te  ^,  s^  der  letzteren,  jener  mit  den^  Ecken  des  Drei- 
ecks abc  durch  die  Geraden  S^a,  Jf^b,.  Sc,  diesfsr  mit  denen  von 
Ol  bi  Ci  durch  Si  (h,  Si  fc,  ii  Cj'ti^rbWderri:-  Die£$s  vbrauiigesiEitzt; 
so  8(i^dMkmAkh  Sa  und  SiOi  in  einem  Punkte  a;  Sb.  jitod,  «i^i 
iu'^;  Sc  un^  i^Ci  in  v;  ferner  schneiden  sich  die  drei  Geraden 
ab,  '(iibi,  aß  m  einerlei  Punkte '/i  der  DurchschifiittsRtii^  'der 
Ebenen  abc  und  aßy^;  dld  t&^ei  OenAmb^  ^Ci,  ßy  in  einerlei 
Punl(te  %  dcrs«lben.  Linie ,  und  ebenso  ca.,  CiOi,  ]^  u) ^eiqeriei 
Punl^^  ßi  dieser  Linie.  Folglich  liegen  die  Durchsehnittspunkte 
«1,  pij  yi  d^r  Seitenpaäre  bc  und  biCi,  ca  und  Ci^Oi',^  ab^  umA 
tti'6i'm^»erlei'igem«Mr  Liüle.      '  : 

Geben  in  einer  Ebene  die  drei  Geraden,  wefche  die 
Ecken  zweier  Dreiecke  paarweise  verbinden^'  durch 
einerlei  Punkt,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte 
der   entsprechenden    »^eitenpaare    in    einerlei  gerader 


ti 


il.    »i  •vi  ••;•»'..    '     -    '»  !  I-    iJ,    r.]  >'.    ircb    .  ..    '        .        .     .  ••  r'-*'    ii  -i 


gjB 'Gerade 
ich  in  den 


.^,.;4i, \;qi\  ^rei  ötablen  ^mei^  Nxahlbusch^Jls.fJ^e^i^i 

KW^tt^RftWr^»  «4.At  ^^;™<JS*'  4**,^!  S^^cftmttenj^^ii^f^^^ 
9^1^  Oefa^^f  fibi.m^^  ^ich.in  y;..c6i  m)dÄC|,,  *f„?»ch  la 

a  schneiden^  so  hegen  die  Epjcen  .^»  pi,  c  und  a^,  q,  cidßjiM^re^ 
ecke  a6iC  und  Oibci  auf  drei'  in  i  convergirenden  GeradenV  also 
Ke^(iidte> Punkte  ix>y  f^^ß,  fay  d^eri  i^ldi  di^^^re^liefi^'S^iten- 
pa&r^  stihiet^n,  in  -tütr  ge^adieu  Linii^.  -  tfieir^ias  folgt  i»  ^ '/  -  '"  ^ 


«I 

#&oh«ieli8 wei»^  ^ürtih  zwei  »«•l»^  C^^i^ad«,' »;  'D^.  W^  »nd 
i^6/'verl»aDd^nv  faorli^ejgieiii  die  Dttreh'»cbr»itt«puRlite  kH^r 
dleJii^V'beatfii  i&ekia^eiplfi' e^iofer  tftnd  dWra'«flbe<i  g^tad«D 
ia4kiev'  welche  äudi'd!&ii']>uTdl8«lviiitt'det'b'6lden 
Cliera-d«nve.n^hlllti  •  ■ ''  ■'    «*.i-  •.     .  i.!'. /'   .•!■   i- ■    •'!.  i  '»«li-» 

;,],...H'^eriSM^. '^rgebenr  ^^k  aw  ^oUA»  ^H^ab^n;,  lifio  <IMia<  Q4> 
.f^äiplUb;.Jpiire|C  einep. gQgebenpD,'Pmikt.eia«ir  '£b^i|fr,ifi:4MaQ(bQii 
iBM»ei.|Ses94ß  zu  siabefly  waiche  luifCb  ,4ßi|(.(aM«iM.d^  Baraipb  4^ 
^19ic|b#tipfi  UogiMBlde^)  DilfcbacbUttt«  K^eiei  a»gebmiea  ^erAdtfi  jab^; 
im^T]  llit  j^wei  g/^ebf)am  ^a^9Üek»n.4«V)c^.9i<»ep  g«^fibenai^  F«pbt 
ihrer  Ebene  eine  neue  Parallele  zu  ziehen;  endlich;  iPAifpbu^ip^n 
geg^beji^en  Punkt  des  Rajunies  eine  Gegr^d^  zu  ziehen  •  welche  nach 
^em'^tjsiäeriiälb'dem  tiereUÄi  der  Zeicjlbnimg  liegenden)  Dorchlsbbnitte 
^lUerg^i^heden  6et^de|i  UAd^lnef  |;egeb^       fibencf  gericbtet  ^cfl« 

, ..  .^.1  ,  !_'*  .»^.  •,..•■(;...,■      .''  .  f'    .  ':0,: . . .':   .'-   .  'J  .  j»  '=    '  'i    •  «'-  •  vi-  ,1-»^, 

/:>.I>iücb.AeviB  7«  «ntwicbrite»  Satz,  weloheriü^h.fuf  idkriihi»- 
kanzle  «We^e-  für  Fisuien  von  mAa  Stiifi^ateräreiMni  läS8t>^  iat 
Dilti  die  unter  dem:  l^Tsüapifen  der.  GoUiBcatiMil»  bekannte;»  Beziebung 
dcb  Pgtkcnv  «id  durdi  die*  AhnabmeneiM»  unendibir  tentfehiiea 
Pimktos!  .f  »und  deiParallelidoni^  idee  Settdn- «ad«  zvf^lekrb.  dir  bis»- 
sobdored  Flflle  der  Affinität,  Aefafeili^hkei ti. Gleichheit,  Syinriietri^ 
ix^dl  Goi^rotiia  gesetzt  fiklche  des  awelton  ,.Thbiles  >t  «cd  nuii» 
die  metrischen  Bedingungen  dieser  Bdzlebimgbn  zu  .erfetäehm  ibml 
insbesondere,  nachzuweisen ,,  inwiefern  zwei  beliebig  gegebene  Fi- 
guren in  eine'  cG(Kser  Beziehungen  tf^t^n  konneiii. 

t>    Ulli      >'  •    < 

.;         .1         ..       .•  .  -       ' 

.      i  10.  ■ 

.  'Ea^  Beijen  im  iRaasMi  diei  ebia*der  Hiebt  acba^idond^  Gerade 
^y  4l^> /j^.geffebtftiy  und  dUisGb  «tnil  derselbe<^>  %f  B«  dwocbiU^ 
beiiebie  viele  Ebenen  a,  ß,  y«.  ö^i*  gelegt,. vnetebe  die  heid^A.}»- 
deren  Geraden  A,  Ai  bezüglich  in  den  Punktenpaaren  a,  i^c,  b... 
und  a^ ,  'bi,  c^ ,  bi . . .  schneiden ;  so  werden  die  Verbindungslinien 
a,  b,  c,  d.,,  dieser  Punktenpaare,  weil  in  den  Ebenen  a,  j?,y,  d... 
liegend,  auch  die  Gerade  A^  in  (endlich  oder  unendlich  entfernten) 
Punkten  cu^,  (2^  ^>  b2>**  treffen  müssen.  Die  Gesammtheit  der 
Geraden  a,  b,c,  a,..,  deren  jede  also  die  drei  Geraden  A,  Ai,  Ag^ 
schneidet,  bildet  eine  stetig  zusammenhängende  Fläche,  welche 
windschief  oder  einfaches  Hyperboloid  (surface  gauche, 
hyperboloide  a  une  nappe)  genannt  wird.  Dieselbe  wird  auch  da- 
durch erzeugt,  dass  man  sämmtliche  Punkte  (u,  B^»  C29  ^2*-*  ^^^ 
einen  Geraden  A2  mit  den  beiden  anderen,  A  und  Ai ,  durch  Ebenen- 

I)aare  a,  oiiiß,  ßi,  y,  /i ;  d,  di.,.  verbindet:  die  Durchschnitts* 
inien  dieser  Ebenenpaare  sind  mit  den  vorigen  a,  b,  c,  d...  iden- 
tisch; denn  offenbar  lässt  sich  durch  jeden  Funkt  einer  der  Geraden 
Ai  Ai,  A^i  immer  nur  eine  einzige  Gerade  ziehen,  welche  allen 
dreien  begegnet. 


0» 

F«ll«^  dlM»  ito>^b«lif oha  PnKboleM):  ist  \  «hie^  ZiKifteigcMitalt  wa 
Sbei^  -wd  44^<^liiiii«  krummiimcliitet  iFÜkhe'«  .unflieii^vebiKi  &».  mehr 
:tigi9S|HSl&«>ittel.sur.£iitwiofaIuiig  ge^me^isch^  £u(QA«chafii6li,  als 
.4iei£beiiet.tSfBipf  iSt^Uuiigtim  er6te«  Tbrih»der  Gi»(uiie(Tie.wür4e 
.eslvoUkonviüefi.v^erdu^oeti».  menntlwaa^  ich  pbobt  itlr  nmodgUeli  batto, 
ohne'HiUfe  m^trifs^her .  Bessiebaogen  aieh)  biEwai«Mti)!iie0se9  :dli«B 
eioe  jede  Gerade,  welche  dreien  der  Geradeolai!  )6«»e>  «f..«  Im»- 
gegDet,  sSmintlichco  begego^D  müs^e ,  und  demnach  das  einfache 
Hypn^o^ld  «dto  twei  SenAai^ii  imenditeti  Vli^ler^  einander  nicht 
fichneM^der  Geraden  bestehe,  weiche' sich  gegenseitig'  duiichsetsen. 
<Mittelki'  projebfivk^her  Eigen^eh'aften,  weicHe  im  Gniiide  äaf  der 
ProjportiOBalitSt  der  Seilen  ähniicher  l>reiecke  hevdhefii/ Ist  die 
Ert^tenz  jener  zweiten  Schaar  toü  Geraden  so,  'wie  folgtj  dar- 
feethan  forden.        ' 

Da  zwei  Gerade  A,  Ai  (Taf.  IL  Fig.  4.)  In  Ansebuifg^er  Pnnl^eii- 
paare  a,  i,  c,  b...  und  ai,  ii^,  Ci,  ii-*^»»  iQ  deqep/jsii^  von  den 
Ebenen  a,  ß,  y,  S.,,  eines  Ebenehbüschels  A^  geschnitten  werden. 


^  »    ^  «  ''Ott  ^ei  G^saden 

»i  bf  erin.  Ansehung,  der  Punlcte  ft,  aiiio^»  äa.;^;)  Svi^s'^»  i»*--^ 
c>"C|,  c^,  Ca.**y  Int  denen  sie  yon  A,  An  A^^  /igr,.' geschnitten 
wierden.  Denkt  man  steh  nun  durch  ehien  Aeüebigen  PaulEt  o^  4elr 
eineii:  Gerade*  a  eine  'Gerade  A^»  gefegt  j  wdche  die  .  6 ..  und 'eiue 
beKebige  vierte,  von /^j  At^A^  geschhitteAe  .Gerade  d.  tu 'des 
Pupkt^i  hgft  utid  b|y  schneid^  ^  so  mOssen.  die 
sich  vereinigen,  weil  soiwohl 


als  auch 


ist. 


Punkte  li^  ulid  6^ 


a  (ä,  a^.  Oft,  03...)  =  6  (69  Bi,  ^2»  ^iw«) 


F4lglieh  fallen  auch  4»  «latd  ^1^  zusamme»,  d.  b.  2l$< -schneidet 
nicht  nur  die  o,  ^;»  €,  sondern  «ueh  jede  beliebige  vierte  <tf  de? 
SehadET  v^m  Geraden  a,  A,  e,  d*..^  .  .    '      > 


t   t 


.'i 


.  I      *    •      I    1      >   .   >   i  I      ' 


i    I 


"  if 


t 

I  • 


I       t ,    • 


I    . 
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»  >i     •  ' 
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lJ«i»er  den  IRUttelpniikt  deid  einfacliett 

'      H^f^rlbciloldl».    ' 


Der  Herr  Prof.  Steiner  hat  im  ersten  Th eile  seines  Werks 
(Abb.  d.  geom.  Gestalten)  folgenden  Satz  Aufgestellt ;,  dessen  Be- 
weis erst  im  dritten  Bande  erfbl(;en  soll :     ' 

.....  p 

Alle,  £be.nen^  welche  sich  durch  die  verschiedenen 
Paa,re  paralleler  Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids 
legen  lasseti;  schneiden  einander  in  einem  uiid  dem- 
selben Punkte,  nämlich  im  Mittelpunkte  des  iQyper- 
boloids.  :       •  .     ' 

Der  Beweis  desselbjcn  lässt  sich  ohne  die  Theorie  der  har- 
monischen Pole  nnd  Poiareh  fuhren;  er  beruht  nämlich  auf  toi- 
eendem  Elementärsatze  : 

Sind  die.  Gegenseiten  eines  windschiefen  Sechsecks 
im  Räume  paarweise  parallel,  so  gehen  die  drei  Haupt- 
diagonalen desselben  durch  einerlei  Punkte  welcher  aer 
Mittelpunkt  einer  jeden  dieser  Diagonalen  ist. 

B'ei^^tels;  tJm '  zHT^it derst  die  Realität  eines  solchen  Siechs- 
ecks  darzuthun,  denke  man  sich  (Taf.  H.  Fig.  5)  Tier  bdiebige 
Punkte  a^  B>  Cs  b  im  Räume  durch  die  Geraden  ab,  ic,  cb  ver- 
bunden«  und  durch  den  ersten  a  mit  (b,  durch  den  letzten  b  mit 
ab  zwei  Parallelen  af  und  be  von  unbestimmter  Lani^^e  gebogen, 
sodann  durch  die  Gerade  af  eine  mit  bc  parallele  £bene,  und 
durch  den  Punkt  e,  in  welchem  niese  Ebene  die  bc  trifft,  mit  bc 
eine  parallele  Lipie  ef  gelegt:  so  muss  letztere  die  af  in  einem 
Punkte  f  scfaiteKien,  und  es  ist  aBcbefa  ein  windschiefes  Sechs- 
eck mit  drei '  parallelen  Seitenpaaren. 

Die  A-ei  Ebenen  ftlbbe,  tcef,  cbfa,  in  denen  die  drei  Paar 
Parallelen  liegen,  schneiden  sich  paarweise,  nämlich  afibe  und 
Bcef  in  der  Geraden  ie;  iBcef  und  cbfa  in  cf;  cbfa  und  abbt  in 
ab 9  d.  h.  in  den  Hauptdiagonalen  des  Sechsecks  abcbefa;  also 
gehen  drese  letzteren  durch  eioeriei  Punkt  s.     Ferner  verhält  sich 


sa:sb=sb  :  s^  =  8C :  5f=«b  :sa. 


also 


Theil  X. 
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fa:fb=fb  na 
d.  h. 

fa=sb,  «B==«e,  «c=«f; 


w.  z.  b.  w. 


Es  seien  nun  A,  Ai,  A^  irgend  drei  zu  einerlei  Schaar  ge- 
hurige Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids ,  und  a,  b,  c  die- 
jenigen Geraden  der  anderen  Schaar,  welche  bezfiglich  nach  den 
unendlich  entfernten  Punkten  von  A,  Ai,  A^  gehen  d,  h.  mit  letz- 
teren parallel  sind;  so  muss  a  die  Ai,  Aa  in  zwei  Punkten  B,  c; 
b  die  A29  A  in  zwei  Punkten,  b,  e;  und  c  die  A,  Ai  in  zwei 
Puntake«  l, '  A  «dm^iden ». und  es  eotst^ht  so  ein  wiodsditoAlB  Sechs- 
eck abcbefa,  in  i^elchem  die  Gegenseitmi  Bc  und  ef,  be  und  ab, 
af  und  cb  oder  a  und  A^  b  und  A^ ,  c  iitid  A^  parallel  sind.  Nach 
dem  vorigen  Satze  gehen  also  die  Durchschnittslinien  ab,  be,  t\ 
der  drei  Ebenen,  welche  durch  die  Parallelen  a,  A;  b,  Ai;  c,  A^ 
sich  legen  lassen,  und  somit  diese  Ebenen  selbst  durch  einerlei 
Punkt  s,  welcher  der  Mittelpunkt  jener  Linien  ist.  —  Vertauscht 
man  nun  die  Gerade  A^  mit  irgend  einer  vierten  Geraden  A^  der- 
selben Schaar,  und  ist  d  die  ihr  parallele  Gerade  der  anderen 
Schaar^  so  änderen  sich  hierdurch  nur  die  Punkte  a,  c,  b,  f,  nicht 
aber  b  und  e,  und  folglich  auch  nicht  der  Mittelpunkt  s  der  Haupt- 
diagonalen  des  neuen  Sechsecks.  Folglich  geht  auch  .diQ  durcti 
d,  A^  bestimmte  Ebene  und  ebenso  alle  übrigen  dergleichen  Ebenen 
durch  den  Punkt  5.  — *  Endlich  treffe  ein  beliebiger  Strahl  von  $ 
das  Hyperboloid  in  den  Punkten  m  und  n;  so  gehen  durch  m,  n 
zwei  6er;9.de,  M,  JV  des  Hyperboloids,  wßlche  zu  einerlei  Schaar 
gehören;  und  sind  m,  n  die  mit  M,  iV  parallelen  Geraden  4er 
änderen  Schaar,  so  schneidet  m  die  N  in  e^ievi  Punkte  n^ ,  und 
n  die  M  in  einem  Punkte  mi ,  und  es  muss  die  Gerade  ntj  % , 
als  Durchschoittslinie  der  djurch  M  und  m^  N  un4  n  b^tiiumten 
Ebenen,  durch  den  Punkt  jr  sehen  und  in  ibm  gehaltet  werden. 
Da  nun  die  Geraden  id,  JV  per  hypothesin  einander. nicht  schneiden 
noch  parallel  sind,  die  Punkte  m«  n,  tu^.,  ^n  f  aber  nach  dem  so 
eben  Gesagten  in  einer  Ebene  liegen  müssen,  so  fallen  die  Punkte 
m  und  utt»  tt  und  iti  zusatainen;  es  ist  als«  jsviztin  und  sianit  s 
der  Mittelpuükt  des  Hyperboloids.  . 

i      w^  z.  b.  w. 

Alis  diesehi  Satze  ergiebt  vMt  nun  folgende  hßch^  einfache 
Konstruktion  des  Mittelpunktes  eines  einfachen  Hyperboloids:  - 

Sind  Ay  Alf  A^  irgend  drei  zu  einerlei  Schaar  ^«o 
Jiurige  Gerade  eines  einfachen  Hyperboloids;  l^t  mau 
durch  irgendeine  derselben,  z.  B.  durch  Aa,  zweiEbefn^^i 
u,  Vy  welche  bezüglich  mit  A,  Ai  parallel  sind  und  di« 
Ai,  A  in  den  Punkten  m^,  n  scbneiden,  verbindet  diese 
Punkte  mit  einander  durch  <^fne  Gerad:e  und  bestimmt 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  mi  n,  s<l  i^t  leti^terer  der 
Mittelpunkt  des  Ilyperboloids.        :,,      S., 


t  -. 
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VI. 

Heber  eine  besondere  Gattung^  algre« 

Ibralselier  Funktionen. 

V'on  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


Die  Untersuchungen  über  die  Anziehungen  der  Sphäroid«  und 
die  Gestalt  der  Pianeteti  führen,  wie  man  seit  lange  weiss,  auf 
eine  besondere  Art  algebraischer  Funktionen ,  weictie  äusserst 
raerkwurdij^e  Eigenschatten  besitzen^  u,  A«  die,  dass  sich  jede 
beliebige  Funktion  durch  eine  unendhcbe  Reihe  derselben  darstel- 
len lässt.  Da  der  Entwick'ehingen  über  diesen  interessanten 
Gegenstand  sehr  verschiedene  an  sehr  verschiedenen  Orten 
(Crelle's  Journal,  Savaus  ^trangers,  Legeüdre:  Exercices  de  cal- 
cul  integral  eteji  gegeben  wöraen  sind,  Vielehe  bald  ai^f  diese, 
bald  auf  jene  Weise  zum  ^ele  gelangen,  so  ist  es  vietieicht  nicht 
überflüssig,  hier  eine  kurze  tnra  einmche  Darstellung  der  haupt- 
sächlichsten Punkte  jener  Theorie  mitziitfieilen. 

Wendet  man  das  Theorem  von  Mac  L^nrin  auf  die  Funktion 


an,  so  ist  klar,   dass  man  für  dieselbe  eine  Reihe  von  der  Form 

1  +  l/i^r  +  V^x"^  -f  U^x^  + .... 

.       ■  ■        •        • 

substituiren  kann,  worin  Vi,  ü^i^  C^s,....  gewisse,  nur  von  u  und 
ihrem  Index  abhängige  Coefflzienten  bedeuten,  von  denen  der  nte 
durch  die  Formel  , 

^»=o:rn Wn '  ^'  ^=^,    (1) 

bestimmt  wird.  Hierin  liegt  die  Definition  der  eigenthümlichen 
algebraischen  Funktion  von  u,  welche  das  Thema  unserer  Betrach- 
tungen ausmachen  soll. 

Zunächst  ist  nun  zu  bemerken ,  dass  man  diese  Definition 
dadurch  wesentlich  vereinfachen  kann,  dass  man  die  in  ihr  ange- 
deuteten Rechnungsoperationen  ausführt»  Tfas  nach  den  Ent- 
wickelungen,  welche  im  8ten  Theile  des  Archivs  Seite  357.  und 
weiter    gegeben    worden    sind,     nicht    die    mindeste    Schwierig- 
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keit  hat.     Setzt  man  nämlich   in   der  Formel  (8)  das.  a=  — 2», 
6=1 9  fA=— 4  u^^  zuletzt  ^=0,  80  wird 

Un  =(2^[«o(«-i)«(2i«)«"-(n-Tl)i  («-iV-i  (2«)»-" 

. '  +j(n  -2)a  (n  -  IV^^2i«)*-*  -...,] 
oder 

Ün  =»%>(«— l)«2"M"  -  (M-l)i  (»-y»-l'2»-^»-«) 

>(«-2)a(«--|),^-22»-4a»-*-....  j    ^^ 


F   »* 


Dieser   Ausdruck    ist    aber   einer    bedeutenden  Reduktion  fähig. 
Setzen  wir  n&mllch  in  dem  allgemeinen  Cliiede  der  Reihe  rechts 

(n  ^p)p  (n  -  ^-)n-p  2*-^  U^^ 

ftir  die   darin   yorkoraraenden    Binomialkoeflizienten    ihre   Wierthe 
nach  der  Formel 

m  (m — 1)  (iw — 2)....  (m — ${- 1) 

SO  geht  dasselbe  über  in 

ia*.-«;,  (n-p){n-p~\){n-p-%)..An-^p-\-\) 
2"  ^  1.2.3..../]! 

(2n-^2p— 1)  (2n--2p~3)....5 .3 . 1   tt—-«P 
^  1.2.3....(n--;?)  '  2«-p' 


Hier  ist  nun 


^    ^^\     n{n — t)....(ii— j»+l)' 
1    w(^-t1)...4(^— />+l).  1.2.3....p 


1 .2....  (« — p)  1 . 2 .3..../r  1 . 2. 3 n 


=  w 


1.2.3.>..p 
'*1.2.3....n' 


und  5  wenn  man  diess  substituirt»  so  wird  jener  Ausdruck 
1        fi 

'F '  1.2.!..»  •  r""'  («-y)(«— ;»-l)...-(w-2p+l) 

X(2w--2p-l)  (2ii-2p---3)....  3 . 1 .  ?/«--*i», 

wobei  wir  noch  den 'Faktor 

i.  .  , 

.Xf^7-2j!))(n--2/?^l)....2.1    .1 
,  •  (n— 2p)(n--2p  -^  1)....2. 1. 


.1 
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zusetzen  wollen.    Wir  erhalten  dann 


I         • 


■  :1. 2, 3.,..  (71 —-2p. 

Durch  VertheilaDg  der  n  —  p  m  2^*1^  enthaltenen  Zweien  auf  die 
n — p  Faktoren  1.2....(n  — p)  wird  jetjt 

|i.  j-^. 2,4. 6....(2n-^2/>), 1.3.5..,,  (2w-'2p—l)t«"-^ 

:  1. 2. a...  («—%>), 

d.J. 

1        np       1.2.3....(2w--2p)   _^«^ 
2=  '  OZ^J  •     1 . 2... .  («-.2p)    •*    *' 

1 

==  5irr2::::^^*^'*"^^^^^^""'^~^^"-('*'"^''+^^-"p""~^" 

Der  Werth  von  I7m  gestaltet  sich  jetzt  wie  folgt : 

^"==2JrT:2rsP'*<^'*^^^^"~^>"-<^^^^      • 

.  ^  (2ii— 2)  (2n-3)....(ii-l) Hl  t^-« 
+  (2jf— 4)(2n— 5) ....  (n--3)  w^tt»-» 

-  •    .    • .], 

wofür  man  sehr  kurz  schreibj^n  kann: 

1  8«(t«^— 1)« 

denn  w^nn  man  (tt^— 1)"  nach  dem  BinomiaHheoreme  entwickelt 
und  nmal  diSerenzirt»-  so  findet  man  auf  der  Stelle  die  vorher  in 
der  Klammer  stehende  Reihe.    Die  so  eben  entwickelte  Gleichung, 

die  man  auch  in  der  Form  ' '  x 

» 

darstellen  kann,  undi  die  ^uf  anderem  Wege  zuerst  von  Jacobi  be- 
wiesen wurde  (Crelle's  JourDa^  Bd.  2.  S.  224.),  kann  als  die  Fun- 
damentaleigeos^I^t  ,d§r.  Funktion  .C7n  gelten,  und.' in  defThat* 
lassen  sich  ihre  anderf^  Eigenschaften  mit  Leichtigkeit  daiwis  ab- 
leiten. Zu  den  ^ichtigs|ten  derselben  gehrirt  die,dass  der  Werth  1 
des  Integrales 


yiv  ^'"  ^" 


ndu 

immer  Null  ist,   so  lange  m  von  n   vers^eden  bleibt,'  dagegen' 
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=  o^  V. ,  für  m=n.      Man  gelangt  hierzu   mittelst  \der  folgenden 
einfachen  BatraqhtuDg« 

Es  sei  nach  einer  sehr  gewöhnlichen  Bezeichnung 

-^=t;9.C»)(«),  -^=:ifC»)(«);,.     .•,•,•. 


/        • 


SO  ist  bei  unbestimmter  Integration 

/g>{«)  (m)  if;(»)  (if)  8ii  —  g>Cm)  (tt)/i/;(«)(t^)  &a 

^  /(^(m+ 1 )  (m)  8M/t/;('»)  (tl)  Ol« 

oder  auch 

Verschwindet  nun  ?/;(«- i)(tt)  sowohl  für  wzza  als  u=6,   so    folgt 
hieraus  .  , 


y       I 


r^tpim)  (u)  iffin)  (u)  du  =p  — /"    ^("H-1)  (U)  I^C»-^)  (tt)  8n. 

Auf  der  rechte  JSeite  kann  man  dieselbe  Reduktion  wieder  vor- 
nehmen und  findet  unter  der  Bedingung,  dass  i/;C»— ^^  (u)  und  if;^*""*)(M) 
für  u=a  und  u=b  verschwinden: 

I     (p'^)  (u) !/;(«)  (u)  8m: = -J-  /     g>(«H«)  (m)  Tf;Oi^«)  (tt)  8a. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  die^^r  Betrachtung;  unter 
der  Rücksicht,  dass  ^i"^-^)(u)=z^(u)  ist,  gelangt  man  nämlich  zu 
d^ni  i^atz^e.:  verschwinden  die  Funktionen  i(;(»-^(m)(,  tf^("^^(ie),«u» 
"4»' (^).i  V(^)>  ^(<^)  sämmtlidi  für  us:ta  und  MtsA,  so  Ist  a--     < 

/»  pk  '. 

q>im)  (u)  tl,(n)  (|«)8m=(— 1)»  /       9("«-H»)(ii)i/;(l*)8tt. 

Diesen  Satz  können  wir  auf  die  Formen 

I 

anwenden,  indem  man  sich  sehr  leicht  überzeu^eti  wird,  dass  dkf 
Funktion»  ^(ti)  nebst  ihren  DifFerenzialquoiieiMeD  biis  zi^m  (n — l)f^n 
indliis.  sieb  fär  a=s— 1  und  b^  +  l  annnlütt.    'Es  Svit'd 'so     .    '  ' 

und  wir  stelleni  daher  d^»  Satz  avf:  •   i .      .*  '  ^ 
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(3) 

Das  Integral  rechts  bedarf  noch  einer  kleinen  Umforniiing.  £nt- 
wickelt  man  nämlich  mittebt  des  Taylorhchen  Satzes  f(u  -f  h)  in 
eine  nach  Potenzen  von  h  fortgehende  Reihe  för  /(m)  =  (w*— l)*"» 
so  wird 

[(ii  +  A)«~l]"»  =  l+2<i/* +  . ...  +  2lm_r  *"•-'■  f.-     (6) 
und  hier  ist 

Setzt  man  in  der  obigen  Gleichung  — r—  für  h,  so  erhält  man 


«  • 


und  hier  kommt  rechts  «.  A«  auch  das  GHed 
Yor;    beiderseitige  Multiplikation  mit  h^  giebt 

Das  links  in  der  Klammer  Befindliche  Jst  nber  nichts  Anderes  als 

(u«-l){(Ä  +  tt)2-l|, 
und  folglieb ! jMrird  durch  Diviaid»  mit  (u'^-h-l)'^:  ;    .  ,, 

[(*  +  «)*- 1]™=  ^lyü  +  •  ••  +  («*  -  ir^mfvA^-r  +... 

Die  linke  Seite  ist  nun  mit  der  von  (6)  identisch;    folglich, müssen 
auch  rechts  die  Coeffizienten  gleicher  Potenzen   von   A'  tfie^^)eit' 
sein;    daraus  fbigt 

oder  vermöge  der  duivhNo.  (7)  fdstgestdfltenl^deutifng  tlerCoeffi- 
zi^nteir  i4:     •  •..•...     r      •  .    ,.  .      i    '  •    "      .  :;.'.• 
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wobei  natürlich  immer  r^f».  sein   muss.      Diese. schon   an  sich 

sehr  interessante  Beziehung  dient  uns  auch  zur  Reduktion  des  In- 
tegrales in  (5),  wenn  wir  r^=^n  und 

setzen.     Es  wird  dann 

■'■  (8) 


/: 


1 


—  2.4....(29i).2.4....Ci»)(J.2....(m— »U-i  ''^  ^«      ^>   '^' 

und  diese  Gleichung  wird  durch  die  Bedingung  u^m  nicht  be- 
schränkt, weil  es. bei  der  Symmetrie  der  linken. Seite  immer  frei 
steht  mit  n  den  kleinsten  der  ludices  m  und  ^  zii  bezeichnen. 

Für  das  Integral  rechts  in  (8)  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden,  ob  nämlich  m  >  h  oder  m*=it  ist.  im><ei'sl«n  giebt  die 
unbestimmte  Integration 

.und  diess  annuIUrt  sich  sowol^l  für  t/=r-f;l  als  t£=  — 1^  wie  über- 
haupt '    ' 

sobald  9'<nt  i«t..  .Ei^  wvd  Svmtiach'         ■\,  ■/  i    ■"< 

d.  h.  für  ein  von  n  verschiedenes  m  (nach  der  vorhin  gemachten 
Bemerkung).  Für  m  =  9i  dagegen  geht  das  Integral  antfHder  rech- 
ten Seite  von  (8)  über  in 


\      ^'  i 


/■f  1  '     /»4-t   :       "1    - 

(tt«-i)«8M= (- 1)«  f  ^ "(i-M«)»att, 
•  * 

und  der  Werth  desselbep  ist    . 

o/     IX»      2.4.6....C2B) 
'^~^'  :3-B,7.....(2>»-Hi)' 

wie  mim   leioht,.  ducch   eine  Reduktions&ribel  oder  jntttetet.  der 
GammafunktioDen   findet.     Berücksichtigt  man   ferner,  ,daa«,.di« 
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Faktorielle  1.2....(m-^n)  für  m=::n  die  Einheit  bedeutet,  se  wird 
jetzt 

f^^  VnVniu 

1  1.2.  .,.(2«)      2,4.6....(2w)  2 

-^2«.4«.6«...(2n)2'    i     l     ,    '3.5.7 (2«  +  l)^^2«  +  r 

und  damit  ifit  gezeigt  >  das« 

* 

wird.  Hiervon  lässt  sich  sogleich  die  folgende  interessante  An- 
wendung machen.    Sei  f{u)  eine  beliebige  Funl^tion  too  u  und 

wo  Cy,  Ci^  Cs,....  unbestimmte  Coeffizienten  bedeuten,  so  kann 
man  Cn  auf  folgende  einfache  Weise  bestimmen.  Man  multiplizire 
die  ganze  Gleichung  mit  Vn^u  und  integrire  hierauf  zwischen  den 
Gränzen  u= — 1^  tc=-f  1,  so  wird 

.        ;      j      ■    i-.  +  CnJ  ünündu  +  ... 

Mit  AnsDahme  des  d  enthaltenden  Gliedes  sind  hier  alle  Inte- 
grale von  4er.  FArw^ 'i-  '< 


4  '       • 


/ 


_      Um  Undfiy  mCn 


und  f^lgUbh  sSmvrtliflb'^Qs:  ej^tbleiht  kuir    > 

woraus  sich  der  Werth  von  Cn  findet,   nämlich 

2n  +  l  /*+i  * 

.    .    JP^^f^J^^    f(u)  UnSu.  (10) 

Hat  man  hiernach  die  t!)oeffizienten  C  besfimrat,  so  ist 

/'(J)=C;,+  Cif7,  +  Ciüi+...,  (11) 


')     t 


also*  jede  beU€ibige.„Funktion  durqh  '  die  -  algebraisciren  Funktionen 
Vi 9  cJ^,....  ausdriackbar.  •  t 
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f>n'  E»'maß  übr^^QB  nocll  bemerkt  werden,  daes  diesfe  iLblfiitU^ 
der  Formem  (10)  und  (11)  zwar  kurz  und  heuristisch «  aber,  wie= 
der  heuristische  Gedankengaug  oft,  nichts  weniger  als  streng  ist, 
da  man  die  Bedingungen  nicht  erföhit/  an  welche  die  Gültigkeit 
der  Gleichung  (11)  geknüpft  seio  kann.  Eine  strengere  Begrün- 
dung erhält  man  dadurch,   dass  man  die  Heihe 

-  ■  ^  * 

■  CJ>  +  Cx  üi  "4- Cjg^j +....  + Crit/fi»         • 

in  welcher  die  Coefßzienten  mittelst  der  Formel  (DO)  bestimhit 
sind,  sumroirt,  darauf  n  ins  Unendliche  wachsen  lässt,  und  die 
Gränze  bestimmt,  welcher  sich  der  gefundene  Ausdruek  nähert. 
In  sehr  eleaanter  und  allgemeiner  Weise  bat  in  Creile's  Journal 
Herr  PtoL  jLejeune  Dirichlet  diesen  Gedanken  ausgefährt  und 
es  kann  bei/ der  VoUeodung*  welche  der  scharfsinnige  Geometer 
seiner  Arbeit  gegeben  hat,  hier  nur  •  eine  Verweisung  auf  dieselbe 
statt  finden. 


•i.,   .: 


•     ^• 

»                 '       '   r.  .    ..; 

r 
•> 

1  »"-,■■  :'■ 

.  t 

..  ,.  TBL 

1       « 

Uelber  dfe  nifferenziatlon  nnendliclier 
!      '    '  -Beulen. 


Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlvniildli 


»      \\ 


an  der  UniTenltät  zu  Jena. 


Schon  Abel  hat  daraiif  Irätfifterksamgeniildliltv  dass  di^r'Dilh^ 
renzialquotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  Immer 
der  Summe  der  Differenzialquotienten.  der  einzelnen  Glieder  gleich 
gesetzt  werden   darf  t)^. er  hat  aber  dei)  Grund   dieser  auf  den 


'1  »ii  ..   r  ..'1  r  '      •■ '    ''Jt'V/      ■'    il'«.*  .    • -•• » 

*)  So  gilt  z.  B.  die  Gleichung  ,         , 

'  ^      —  ^/(2— 2cb8:r)  =  i  co8ar+  i  cö8  2i^-f-}cö83ar-f .... 
frans  unbe8tritten  fnr  alle  reellen  Xi    wollte  man  aher ,  differenziren ,    s« 

i  cot  i^  =:  8in  2r.-f  sin  ^ -^  8>if  dir -f     " 

heran^kQmmen,  was  wenig8ten8  qua  Gleichung  murichtig  ist;  fi^  ;p=rO 
erhiMt€r  itttia  z;>E.  «  sso]  wtii  wlhBi  symMtm^Mf^Q^if^  nnV '>chWeV 
werden  „deuten"  können.  :  M.'yi'n     -      ....  ^      ,  '^ 


73 

ersten  Blick  sehr  befremdlHth-aiissebendeii  Erscheinunz  nicht  an- 
gegeben.   Diess  zu  thun  ist  der  Zweck  der  folgenden  Zeilen. 
£s  sei  die  Summe  einer  ngliedrigen  Reihe 

F(j:)=f(x,l)^f(ari)^i...+rix,n)  (1) 

gegeben ,  so  hat  man 


.   + T^ — -■•■     •   .    ••  , 

Nun  ist  aber   nach  der  DefinMrion  des  biff^rMizialqaotienten  tp\ai) 

•  .    9^  (^  -|-  ^)  —  v(^) 
—Lim ^  ■  '^'   s  und  folglici|  kann  man  immer 

-^ =q>'{x)  +  s 

setzen,  wo  e  eirte  (Srctsse  be^eiejinet;  die  mit  8  gleichzeitig  bis 
zur  Gränze  NutT  ^immt.    Es  folgt  fetzet 

_LJi-^ — ^  ■  =r(^,  1) + /"'(^.s) + ....+/"(^, «) 

t 

+  *1  +^«  +  ^3  +  —«  +^n> 

I     * 

f 

WO  C|j  €29..«.€n  gewisse  mit  6  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  ab- 
nehmende Größf(en.sind.  Dur^ Ijfebergfiilg  s^ur  Giiiiiae  fär  unend- 
lich abnehmende  ä  wira  jetzt 

+  Lim  [fi  +  «a  +  «3  +  —  +  ^»1-  ^ 

Hier  sind  nun  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden^  ob  nämlich  ti 
eins  endUche  oonstaHte,  oder  eine  unendltöh  ^viftdiiBiende  ZaU  ist. 
Dass  im  ersten  Falle  /  '    :>..      ..  :>..'•.: 

\  Lim  Ißi  +.  «^+^ .  iv  +  £i\  =  0 

sei,  erhellt  sehr  leicht  auf  folgende  Webe.  £ft»iifle</idB»'jgVM^Ie«/ 
s"  die  lileiB»fte  unier  den  Grusste  fi|ij€i>u..«ii  bä^<itaD,i8ö  ist 

,      ";       ii\'  ^  i      ■   ,  ■  \,'         1     '.  .    -i'«!     «•    ■.,••.  «i 

<W6'  und  >w£". 

Da  aber  jede  der  Grossen  Si,  e^,....  unbeeränzt  abnimmt»  so 
Ist  diess  auch  mit  b'  und  e"  der  Fall»  und  da  Bei  diesem  Prozesse 
n  constaut  bl^MWkie  hat  man:  ^lc]|<ielt%*i  *  '  '  i> .    i  > 
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Lim(nE')=0.  Lun(M*)=Q; 
woraus  sogleich 

folgt,  und  jetzt  ergiebt  sich  aus  No.  (2)  .  , 

F'(^)=/-'(^,l)+/(a:,2)+....  +  /'(ar,«).  (3) 

In  einer  endlichen  Reihe  darf  man  also  beiderseits  Glied  ffir 
Glied  differenziren^  ohne  die  Gleichheit  beider  Seiten  zu  sturen. 

Ganz  anders  aber  verhält  sich  die, Sache,  wenn  n  ins  Unend- 
liche wächst  oder  die  Reihe  eine  unendliche  ist.  Obschon  auch 
hier  die  Grössen  e^,  ^a,..«.  in  der  Gleichung  (2)  der  Gränze  Null 
zueilen,  so  kann  doch  die  Summe  einer  unendlichen  Menge  von 
ihnen  sehr  beträchtlich  ausfallen.  Wäre  z.  B.  Siz:zi^=e^,..,^  wo- 
ffir  wir  bloiB  £  schreiben  wollen,  so  würde 

F'(x,n)=f(x,l)  +  r(x,2)  +  ....  +  f(x,n) 

+  Lim  (ns) 

folgen,  wo  nun  s  unbegränzt  ab-,  dagegen  n,  wegen  der  Unend- 
lichkeit der  R^ihe,  unb^ränzt  zunimmt«  folglich  Lim  (n^)  gegen 
einen  angebbaren  Werth  J  als  Gränze  convergiren  kann.  Man 
sieht  hieraus,  dass  es  Fälle  geben  wird,  in  welchen  eine  Glei- 
chung wie 

F(x)=f(x,i)+f(x,2)+f(x,3)  +  ....  in  inf.        (4) 

eine  Consequenz  von  der  Form 

•    •  •  ■:      iP'(aO'-ii=/"(«,l)  +  /''(«,2)  +  ....  in  laf.  (S)'    , 

nach  sich  zieht,  so  dass  es  also  unter  Umständen  nicht  erlaubt 
ist,  aiMi  N(^.  (4)  schliessen  zu  wollen: 

F'(x)=f'(x,l)+f'(x,2)  +  ....  in  inf. 


<..    :         '       ,  .: 


Man  kahn-  dieses  Resultat  auf  folgende  Weise  etwas  ^rägnan-  > 
ter  und  anschaulicher  darstellen.    Es  sei  >      .  . 

IXxy=:2f(a,n)^   '  (6) 

wO'^aiSi'iSiiiiimenzetchen  bedeuten  soll,  dass  n=al,  2,  3,^;:;.  ztt 
setzM  ist- und  die  «o  entstebeiiden  Glieder  an  suii^reii  sind. 
Bezeichnen  ^ir  femer  die  Differenziation  in  Bezug  auf  o?  mit  einem 
blosen  Z>,  so  dass  also  überhaupt  \ 

»•'     .  I      ■        ;i  OX  '      .       «        J        ' 

»<^<'>\o«    I    :.       '♦,.  .     I.'   .     .  .    '•    1      i'  .  !l:   •     :.     1.1,     -  •'   . 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleiehuog  (^  gansiUiu^eifelkäfti'f 


T7 

pF(vc)'srpEf{Xin}4  (!) 

.«levü  wenn,  zwei  Jß^naktioiieii  ideitiscfa  sind,  »«sseheffänbar  aueh 
ihre  DifferenziatquotieDLten  zitBanuDeDfallen^  Dabei  aarfmaii  jedoch 
die  Stellung  von  D  und  £  nicht  übersehen^  es  wird  nämlich  •«u.- 
erst  summirt  und  nach  geschehc^ner  Summirung  differenzirt  Da- 
gegen' ist  es  nicht  iminer  eriäubt/'die  Reibienfblge  dieser  Operatio- 
nen umzukehren  und  zu  schreiben 

DF{x)=^SBfix,n),  .      (8) 

•  •  •     a 

WO  jedes  einzelne  Glied  ers't  difiPerenzirt  nndnachh'er  Alles  suni- 
mirt  wird.    Mit  einem  Worte  also :  wer  aus  der  Gfetchung 

ohne  weiteres  die  folgende  ableiten  will: 

DF{x)z=EDfix,n).         ■^..  ,,,    k- 
setzt  stillschyreigend  voraus,  dass  immer'  ' ■    '..[ 

D2f(x,n)-2Df{x,n) 


»  t 


sei,   kiehrt  also  wülkifbrlich  die  Reihenfolge  der  Operationen  uiUf 

:  Man  sieht  hieraus  >  dass  es  immer  ooph  einer  besonderen  Ui»> 
tersuchupg  bedarf,  um  entscheiden  zu  können,  ob  die' durdl'Dii^ 
ferenziation  einer  ursprünglichen^  Sunrnieoformel  entstandene  neue 
Gleichung  auch  wirklich  richtig  ist,  oder  nicht,  wais  aber  in  den 
meti^t^  Fallen  keine  besonderen  Schwierigkeiten,  hat^. 


WUI. 

Velber  den  28.  Satz  des  IfJi.  Bucbs  der 

Elemente  des  Guelides. 

'  Von  dem 

Herrn  Dr«  Joh<.Jos«  Ign;  Hoffoiann, 

Konigl.  Bayer.  Ho^atho,    Director  des  Lycenras  cn  Aschaiienburg,  -etc.- 


1.    Dieser  28.  Sat^.des.XL  Buch«  ist  folgender;   Wenn  ein 
Paralielopipedura  ron  einer  £l|0:ii«  durch  die  Diagenii- 
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len  .zweier  gegenjtberliegeftden  «Seitenflächen  durch- 
schnitten wird,  so  wird  es  hierdurch  halhirt.  — -  Es  werde 
das  Patallelepipedun  AB  (Taf.  III.  Fig;  1;}  von  einer  Ebene  dwroh 
die  Diagonalen  CF  und  DE  durchsdniitteii^  «o  ist  es  hierdurch 
haibiH. 

r 

Der  Beweis  Ist' (nach  meiner  Ausgabe  der  geometrischeD 
Bticher  der 'Elemente  dies  Euolides.  lUainz.  1829.  gr.  8.  8,  1680 
dieser :  Da  hier  A  CGFg^ A  CBF  (I-  34.  SlV  und  A  Ä^^cS A^ÄE, 
und  ^a  femer  die  Parailelogramoie  CA  und  BE  (XI.  24.  8.)  und 
GE  und  CH  einander  gleich  sind^  auch  die  Durchschnittsebene 
Ci^£^  beiden  Körpern  gemein  ist,,,  so  iumss  auch  das  Prisma 
CqPDAE  dem  Pmmsi  CFBDflff  gleich  sein  (XI,  10.  Er^l.)    . 

2.  Diese  als  Beweissnind  citirte  10.  Erklärung  lautet  (nach 
obiger  Ausgabe  8.  143.)  f olgendergestäli f  Gleiche  und  ähnliche 
Körper  sind  jehe^  die  von  gleich  vieii^n^  gleichen  und  al^ilichen 
Ebenen  eingeschlossen  werden. 

3.  Da  man  aber  unt^ir  gleich eii  und  ahn  liehe n,  d.  h.  unter 
congruenten  Korpern  nur  jene  versteht^  welche,  wenn  sie  ge- 
hörig in  einander  gestellt  werden,  einod  oin^i^eä  Korper 
bilden,  so  enthält  diese  10.  Erklärung  eigentlich  eine  Behaup« 
tung,  welche  bewiesen  "werden  müsste.  Allein  diese  Behaup- 
tung, selbst  ist  dicht  allgemein  wahr^  Oi^^  wenn  dasscfii^ie 
Paraileiopipedum  ^B  (Taf.  lll.  Fig.  2.)  ourch  den  DiagonaV^chnitt 
€EHG  m  die  zwei  schiefen  dreieckigen  Prismen  A&SFH'G  und 
ECDHGB  ^etheilt  wird,  so  sind  bS^de  (wie  man  leicht  ißnid^t) 
2wsr  Tongietcb  ^vielen  gleichen  u^d  ähnlichen  Ebetieu  ümscM^ 
seil;   aUein.  i^köhneMi  doch  «tdit  zUr   gegenseitigen  P^iiiKüng 

§ebracht  werdeti.   'I>ennoch  Ist  ^n  überzeugender  Beweliä  ilber 
ie  Gleichheit  ihrer  Korperräume  erforderlich,  welchen  Euclides 
nicht  gegeben  hatte. 

4.  Zwei  der  vorzüglichsten  altern  Commentatoreu  der  Ele- 
mente, Christoph  Clavius  und  Robert  8imson,  hatten  sich 
bemüht,  diese  Lücke  auszufüllen;  allein  sie  erreichten  das  vor- 
gesteckte Ziel  nicht.  Auch  die  meisten  neueren  Schriftsteller, 
Deutsche  und  Franzosen,  haben  dieses  Mangelhafte  nicht  ergänzt. 
Selbst  der  durch  Herausgabe  und  Erläuterung  der  alten  Geometer 
so  rühmlich  bekannte  Peyrard  befriediget  hier  nicht  vollkommen. 
Die  Beweise,  welche  man  bei  ^j^tsten  und  Legendre  findet, 
entsprechen  zwar  der  geometrischen  Strenge ;  scheinen  aber 
nicht  elementar  genug,  um  an  die  Stelle  des  28,  ^^tzes^m 
XL  Buche  det*^  Elemente  gesetzt  iu  werdai.  *  '    -  ^      '"  "-' 

5.  Die  'ÄlttheifungiBlniger  leicht 'rerständifcben,  strengen 
Beweise  dieses  so  wichtigen  Lehrsatzes  wird  demnach  den  Lieb- 
habern des  geometrischen  Studiums  erfreulich  sein.  Ehe  diesel- 
ben gefüM  frerdea,  ist' jedocl^.  noch  nachzuweisen,  'dasd  (Taf.  III. 
Fie.  2.)  dje  Wagpna|e  i^^iC  d«"  .Obe^äcbc  ACDi&m%.Avs  Diago- 
nale HG  der  Grundfläche  FGBH  in  einerlei  Ebene  liege. 
Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  ein  Diagonalschnitt  durch  ECGH 
möglich.  Der  Grund  hievon  ist  folgender.  Da  ACGF  ein  Paral- 
lefeeramm  ist» '  so  biqss  Ä^VAKi  CG,  üdd  da.  auch  AEHF  ein 
solches  ist,  s«  muss  Af*'  mit'  EH  -"p^MiA'  sein.     I^^tndaclf  sind 
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mA  die  Lioted  CG  tmd  EH  mlteliiaiider  poralM  f9.  8.  XL  B.). 
Alleiii  69  ifir^auch  CG=EH.  Folglich  man»  ECG»  ^  PftraUd- 
l<»graitnn  sein« 

6,  Nuo.  sei  AH  (idSAlh  Fig.  3.)  das  gegebene  PaTallelopipe- 
diim  und  CF  der,  Diaffona)«^hnitt,  90  entsteben  die  beiden  «chie&n 
dreiseitigeo  Vr'ismenABCf^FG  und  CDBGjaF,  Wir  woUen  jenea 
das  hii^tere»  die^^es  daa  vordere  (in  Bezug  auf  die  AiisicjM  üb; 
ßerer  ZeicbnuAg)  neiiaen.;  Wir()!  nun  dajs  vordece  Prisma  von  dem 
Parallelopipeduro  getrenn t,  dasselbe  umgekehrt »  d.  h.  seine  Obej^- 
fläche  zur  Grund^che  und  seine  Grundfläche  zur  Oberfläche  ge- 
maekt;  sov  dass  nun  CBD,  ia  der  TerUnserten  Linia  FE  und  in 
der  über  EG  erweiterten  Ebene  EFG,  da  Läge  von  fsbd  erhält 
so  stellt  ^/%fftc  die  Lage  dieses  umgekehrten  dreieckigen. Prta- 
niaVs  vor.  '       i    • 

7.  Vetigleicht'man  min  die  Prismen  ABCGFE  m^Mfdbc 
mit  einander j,§o  ergeben  sich  folgende  Resultate: 

a)  ^  AGB  ^  ^EGF  ^  A  ä/*  ^S  Ä  e*</.  <  Ferner  ist 
BCGF^bcgf,  ^ACGE^hßd  wid  ABFE^ffkäc.  Bie«^ 
beisst:  beide  Prismen  s»d  nnon  glekh  vielen »  gleiek  und .ahhlitr 
ehen  Seitenflächen  eingeschlossen.  '     .   \  '    '     . .' 

b)  Da  die  Neiguhe  der  Seitenebenen  ÄBFE  uiid  Cl^FG  der 
ffeiguiig  der  "Eheneu^^ßCGH  und  BCGF  gleich  ist«  so  ipüss  auch 
j-_    T_.____  1         ^'  beiden  Ebenen  der  Neigung  der  Ebenen  hfjfcd 

~  Auf  ähnliche  Weise  ist  der  NeigungsVinkel 
und  CAEG  jenem  der  Ebenen  aX/Ze  und 
fkdb,  und  de^  Neigungswinkel  der  Ebenen  BCGF  üiiä  ACG^ 
jenem  derEbenen^^c  und  A/Ärf  gleich.        '  .,  ;    \        .;  [ 

e)  Ferner  ist  leicht  zu  eckeanen,  dass  jede  der  SeilenflÜGhdD 
ABFE,  CBFG  und  a^EG  m\t  der  Oberfläche^JIC  und  üit  del 
Grundfläche  EFG  die  aämUoheri  .Winkel  bUdet,  welche  jede  der 
Seitenflächen  kffcd*  fpobmid  fhdb  mit  der  Oberfläche  h^lf  vkwA 
mit  der  Grunddäche  dcö  erzeuget. 

d\  Auch  wird/jeder  der  sechs  Korperwinkel,  welche  das 
eine  dreieckige  Prlsmei  enthält,  mit  dem  homologen  de»  anclerh 
Prisma's  aiis  gleiehvielen  und  gleich  grossen  ebenen  Winkeln  ge- 
bildet. Der  KDrperwinkel  bei  C  wird  z.  B*  wie  jener  bei  /  aq«; 
drei  ebj^nen  Winkeln  ACBz=^Afy,  BCG  ^ffß'vmd  ACG=hß 
gebildet  Eben  c)'>^§6®  S^}^  ^^^^  jedem  andern  Paare  dieser  homo* 
logen  Winkel.  .... 


8.  Ungeachtet  nun  beide  Prismen  in  Congruenz  ihr^r  Seiten- 
flächen, in  der  Neigung  derselben  sowohl  unter  sich,  als  gegeri 
Grund-  utid  Oberflächen,  und  endlich  ailch  in  der  Grösse  und 
Zahl  der  ihre  iKOrperwinkei  bildenden  ebeäen  Winkein  ühetemh 
stimmen,  so  dedsen  m4  tsieh  dennoch  nicht.  Worin  liegt  der 
Grund  dieser  Abvreicfaung:bei  .  savielfaeher  UebereinsÜramüiig?' 
Diese  Frage  kami  -einzig  und  allein  dnvch  die  Aosohaiiun^ 
beantwortet  werden.  Denn  wer  die  Dreiecke  ACB^  und  knf  aut^ 
merksam  betrachtet,  sieht  nun  sogleich ,  dass  die  Seiten.  AB  und 
hff  in  ROeksicht  ihrer  Lage  übereinstimmen,  die  Linien  i40  and 
kf,  so  wie  BC  und  i/f  aber  eine  versehiedene  Lage  haben.    Mau. 
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bAfan  fAehk .Aetutt  nuf  ^B  di^rj^yt^itfKetvisth^  Q«Difen>  Uni  ef- 
kennt  sQgleiobV'aüa»"4wch  db  gaii^es  Di^heqke  ACR  und  kfg 
eine  symmetrische  Lage  haben.  Auf  gleiche  Weise  sind 
EGF,  qnd  df>c  symmetrisch  iiegeude  Dreiecke  und  die  Kanten  AE 
ütid  'hd\  Q^  und  ß,  BF  und  ac  s^rnn^etrischb  Linien.  Betrach- 
tet mech  das  ^atize  PH^ma  ACJSFGE  ntid  ffßdbc,'  ^6  halbei^  etiä- 
liöh  b^läe  KOroer^  In  Bezug  auf  ihre  Ob^^flächfeii,  odi^lr  iii  Bezug 
auf  ffaris  €rrunddächen .    eine  symmetrische  Lage ''gegeneinander, 

und  kfihAen  dab^lr  fügii(ih  'symihetriä<^e  K&rp^'  ^et^»^nt 
werif^h.    •    -     ••  ■    '    _  • ')  ...  ». -.i  i-.-  m:i.    •... 

9i  ESne  hesondete  Anfmerksaniki^it  v^dienea-  aber  die  bono- 
log^n  KOrpevwinkel.  Betrachtet  man  z.  B.  diese  Winkel  bei  C 
md  bd  /^  so  iiit  izwar  jeder  von  drei  ebenen  Winkeln  umsehlos- 
sen«  welche  paarweise  eleich  sind;  allein  wenn  der  Winkel  ACß 
den  Winkel  afh  so  declet,  dass  C  in  f,  CA  längs  fg  undi  CB 
längs  ß  fölft,  so  decket  der  Winkel  'ACG'  den  Winkel  cß  so 
wenig,  als  der  Winkel  BCG  den  Winkel  A/5,  ^eil  die  Seiten- 
jBächen>: worin  diese  Winkel  liegen /g^gon, -die Di^ieeke..^CjB  und 
«r^  eine  verAchiedene'tlnan  k^nn  sagen  dtae  .symmetrische)  Lag» 
näben.i  .  Daiher.  kann  denn  der  K(ir|»er)vitikel  bei  C  den  Körperwin- 
kel  bei  f  nicht  decken.  ^  Aus  glächem  Grunde  ii'ird  keiner  der 
ül^ri^n  Kprperwinket  bei  A,  B,  F,  G  und  E  mit  dem  ihm  homo- 
logen K!urper\^inkel  bei  k,  g,  c,  b  und  d  so  zusammenfallen^/ dass 
^ie  sich  deckten.  Diese  Eigen thümlichkeit  der  K5rperwinkel 
beider  Prismen  hatte  äowohl  Clayius^als  Kobert  Simsbn 
Übersehen.  Dehn  sotist  hätten  Beid^  das  gänzliche  IH einan- 
der fäll>en  dieser  Winkel,  und  tai^  diesem  auch  die  Cöngruenzder 
Kurpef  selbst,  nicht  behaupteti  £ünuen;  da  dieser  Behauptung  dte 
Klarheit  der  Anschauung  geradezu'  widerspricht.'  Wiä  äusserst 
wichtig  zeigt  sich  hierdurch  die  seharfe  Bildung  der  Anschauiings- 
krbft  fori  das  Studium  der  Geometrie  ?  und  wie  unentbehrlich  ist 
nitiiteine  geometrische  An scha^iiongs lehre  als  Ptopädeutik 
Mir digentlichen  geometrisdien  Wisseosohaftslehre?    t 

,  10.  .Hieraus  entspringt  nun  der  Begriff  .von  den  symmetri- 
schen Körpern,  der,  soviel  wir  wissen,  zuerst  Ton  den  fran- 
zösischen Geometefn  in  die  Geometrie  eingefiihrt  worden  ist. 
Legendre  sagt  (in  seinen  El^mens  de'Geometrie,  avec  des  notes. 
4me  Edition.  A  Paris.  1802.  S.  163,):  Symmetrische  Kör- 
per werde,  ich  jene  nennen,  welche  auf  beiden  Seiten  einer  ge* 
melnsc^aftlichen  Grundfläche  dergestalt  construirt  sind,  dass  die 
Verbindungslinien  zwischen  den  Scheiteln  ähnlich  liegender  KOr- 
perwinkel  auf  dieser  Grundfläche  (oder  ihrer  Verlängerung)  loth- 
recht  stehen,;.  . 

L  Im  Erläuterung  dieser  Erklärung  sei  äbc  (Taf.  IH.  Fig.  4.) 
eki' 'beliebiges  Dreieck  und  d  ein  auisärbalb  dessen  Ebene  ange* 
noinmener  Punkt.  Von  d  eiebt  es  tla  Loth  auf  die  Ebene  abCf 
welches  entweder  in  dieselbe  ^  oder  au  «'S  er  halb  derselben,  in 
ihre  Verlängerung.,  trifft.  Hier  del  das  Letzlie  der  Fall  und  df 
dieses  Loth.^  Mächt  man  nun  /^s=  r^  und .  zieht  die  geraden 
hmieuady  hd,  cd,  hmet  aa,  bg^  ca,  so, entstehen  zwei  dreisei- 
tige Pyramiden  abod  .und  aoeg,  .welche  eine  symmetrische  Lage 
haben  und  dessbalbsyminetrlschie  Py<ran^ide«hei;Sisef9.  —  Auf 
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gleiche  Art  lassen  sich  symmetriscbe  dreieckige  Prismen  ^  symme- 
triscbe  Paratielopipeden  a.  s.  f.  construireo. 

11.  Man  wird  bald  finden^  dass  die,  anf  diese  Weise 
(10)  entstandene«,  symmetrischen  Kurper  in  gleich  Tiele^  congni- 
ente  Seitenflfiefaen  angeschlossen  sind,   dass  jedes  Paar  bomoio- 

fer  Selteniä^hen  gleicne  Neigung  hat,  und  dass  alle  homologe 
Lurper\?inkel  von  gleich  vielen  und  gleich  grossen  ebenen  Win- 
keln eingeschlossen  sind.  Dieses  hier  weitläufig  auseinander  zu 
setzen,  verbietet  die  Kfirze  des  Raumes.  Aber  selbst  der  Anßin« 
ger  wird  diese  Beweise  leicht  selbst  finden  kpnnen.  Es  stimmt 
Sahef  die  Erkiärunff  der  symmetrischen  Kurper  nach  Legendre 
mit  der  unserigen  Jß)  üb  er  ein. 

12.  Was  nun  die  Entstehung  symmetrischer  Prismen  betrifft, 
so  kann  man  dieselbe  auf  folgende  leichtverständliche  Art  nach- 
weisen. Man  nehme  in  einer  gegebenen  Ebene  die  gerade  Linie 
gB  (Taf.  111.  Fig.  3.),  in  ihr  gh  =  Aß ,  und  beschreibe  die  <!on- 
gtiienten  I>reiecke  ^/A  und  ACß  so,  dass  ^r/'srJ&C,  hf^=AC 
wferde.  Auf  afh  und  BCA  errichte  man  nun  die  hd  =  AE,  in 
derselbigen  (der  Lage  nach  willkührlichen)  Ebene  liegend,-  unter 
gleichen  schiefen  Neiguncsninkeln ,  nehme  fb=:gc=ihd  und 
parallel  mit  hd\  ebenso  'CO  =  BF=2AE  parallel  mit  AE,  und 
ziehe  dije;  YeirbinduRgslii^ien  cd»  dbs  6c  und  FE,  EG,  GFy  so 
entstehen  die  beiden  symmetrischen  dreieckigen  Prismen  qfhdJifC 
und  BCAEGI^.  Setzt  man  sie  gehörig  zusammen,  so  bilden  sie 
das  Parallelopipedum  AH.     ^     • 

13.  Nachdem  nun  Legendre  (a.  a.  O.)  gezeigt  hat,  dass 
die  symmetrischen  Körper  in  der  Con^uenz  ihrer  Seiteuflächen, 
in  ihrer  Neigung  gegeneinander  und  m  der  Gleichheit  der  ihre 
Körperwinkei  bilden^n  ebenen  Winkel  übereinstimmen,  fügt  er 
hinzu:  „On  peut  conclure,  que  deux  polyedres  symmätriques  sont 
^gaux  quoiqu  ils  ne  puissent  £tre  superposäs :  Car  il  n'y  a  d'autre 
diffärence  dans  les  deux  solides,  que  celle  de  la  position  des 
parties,  laqnetle  n'est  point  essen^elle  ä  la  grandeur  de  ces  memes 
parties.'^ 

So  wahr  Jiun  diese  AeusserungeA  sind,  so  wenig  können  sie 
die  Gie^cbheit.iler  symmetrischen  Körper  geometrisch  wissen- 
sehaftlioh  begründen.  Dieses  fühlte  auch  der^scharfsinnige  Le- 
gendre. Denn  er, hat  |n  den  Notes  sur  les  Elömens  de  Geome- 
trie; note  VII.  Seite  303.  u.  f.  einen  strengen  Beweis  über  die 
Gleichheit  der  symmetrischen  Körper  gegeben. 

14.  Da  sich  dieser  Beweis  von  Legen^dre.  durch  Originali- 
tät und  Gründlichkeit  auszeichnet  und  die  Elemens  de  G^omätrie 
in  Deutschland  immer  noch  nicht  so  allgemein  bekannt  sind ,  wie  sie 
verdienen,  so  theilen  wir  ihn  hier,  wenigstens  der  Gedankenfolge  nach, 
mit*  Der  aufmerksame  Leser  wird  oie  ausführlichen  Beweise  wohl 
selbst  auffinden  und  sich  die  passenden  Zeichnungen  dazu  leicht 
verfertigen  können. 

1«  Sat^z.  W^enn  man  aus  der  Spitze  eines  gleichschenklichen 
Dreiecks  auf  dessen  Ebene  ein  Loth  errichtet  und.  solches  zu 
heiden  Seiten  der  Ebene  gleich  gross  nimmt,  auch  von  jedem 
Endpunkte  der  Grundlinie,  dieses  gleichschenklichen  preiecks  eine 
gerade  Linie  nacb  Jedem^  EndpüiM^te  dieser  beiden  Lothe  zieht, 
so  entstehen  zwei  m*eieckige  Pyramiden,  welche  sich  decken. 

Theil  X.  6 
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11.  iSatz.  Wenn  man  aus  d^m  Slittelpwkte  d^i^i  m?  «vi^  :8P' 
gebenes  Dreieck  zu  beschtelbenden  Krei«9S.  avü(  .4^1^.  DrmejCJK« 
llbeae  ein  Loth  avrtchtet^  dasselbe  naqh  beideni  :$eitew  deisi  Drei* 
eck»  gleich  %t0^  macht,  und  jeden  End^^nAt  .d^^9^t  ^^^eiLothe 
mit  jedem  der  drei  Winkelpunkte  des  D)reieoki^  di» oh  g^rad^.l^ini^ 
verbindet,  so  entstiehea  zwei  symmetrische  Pytam^demrqn.gli^icfiar 
Grdsse.  ,.,./        ..;-.:•,    ^.. 

Dennjedst  dieser  Pyramiden  zerfölit.tn  drei*amd0te  von.gl^ich- 
scbeoklichen  Grundflächen  (wie  die  im  I.  Satsie)».  virekhe.-,  ni^ar- 
weise.c9dgru.<^:sind.    Folglich  sind  au^h  ihce^  Summen  glisi^n»    > 

m.  Satz;  Um  jede  dreiseitige ' Pyi^mide  Kanii^eittfe  ^^ 
beschrieben  werden,  deren  Fläche  durcn  die  $cfi6ltefpmikle 'ihrer 
vief  KGrperwiokel  geht.  '  '     -' 

Wenn  man  um  eine  der  dreieckigen  Seiteuflächen  der  gege»- 
benen  Pyramide  einen  Kreis  beschreibt,  .-^us.  dessfn  Mitt^tpi»[U|te 
auf  denselben  ein  Loth  errichtet»  so  ist  j^der  pi]f nkt  tlte^e^ Xot^'S 
von  jedem  Winkeli^ünkte  des  Dreiecks  gleichiveit  entfernt,  vl^  e$ 
komfut  nur  daraut  an,  diesen  Punkt  ^o  ;  zu  wählen,  aass/auc^ 
seine.  Entfernung  von  der  Spitze  der  Pyramide  eben  diese  Gf ussp 
erhält,  was  man  leicht  durcn  Construction  forden  kapn.  .. 

IV.  Satz.  Zwei  symmetrische  dreiseitige  Pyramiden  Äind 
gleich  am  Kotperhthälte.  ;['.  '     » 

Wenn  man  um  jede  derselben  eine  Kug^ji.besf^reibU  so  sind 
ihre  Halbmesser  von  gleicher  Grösse.  Fallen  niih  die  Mitielpiinkte 
dieser  Kugeln  in  die  Pyramiden^  so  fäU6  tn4n  aui^  ihtien  äüf  jede 
Ihrer  Seitenfläcfaeti.  ein  Loth,  und  ziehe  nach  jeder  Winkelspits^e 
der  Pyramiden  eine  gerade  Linie,  so  entstehen  in  jjeder  Pytkmide 
vier  kleinere/ trelche  (nach  II.  Satfis)  "paarweise  gleich  $ind. .  Folg- 
lich sind  auch  ihre  Summen',  d:  h.die  6ytometnscheh.Pyrätfdaßfi 
einander  gleich.  "  ^  '      •    ^  ' '  :* 

y.  Satz.  Zwei  symmetrische ^Piisrnien.  sind-^glekh  am»KSr- 
perraume.  '     •'..  ,'i  n 

Denn  man  sieht  ieieht,  dass  sich  jede  zwei  igymmetrische 
Prismen  sin  eine  gleiche.  Anzahl  von  symmetrischen  dreieiekisen 
Pyramiden  zertheilen  lassen»  Da  nun  diese  »aarweii^eMeiiiänaisr 
gleich  sind  (nach  IV.  Satz),  9o  sind  es  aüoh  -die  gegebenen  'Sym- 
metris^en  prismatischen  Körper.  i  i       *  )  •  ' 

.A^nmerkung.  Wenn  im  II.  Satze  der  iMlittel^unkt  des  uih 
das  Dreieck  zu  besehreibenden  Kreises  ausserhalo  dieses  t)rei- 


'  15.  So  befriedigend  nun  auch,  dieser  Beweis  ist,  so  muss 
man  doch  gestehen,  dass  er  (besonders  bei  näherer  Ausftibrtiilg) 
auf  elementarische  Körze  keinen  Antopvnch  mache^^^kannl  Es 
schien  mir  daher  der  Mfihe  werth,  ein^n  so  hOehsf  Wit^iti^en  Safi 
der  Stereometrie:  das  Theorem  von  dem  DiUfgdin^lschnt'tte 
des  schiefen  Paralielopipedütns;-«^'  ktitz^ätiA  bündig  m 
erWeisen,  als  dieses  nur  immer  von  eirter^ähnneh^n  Beliatfiytiiiig 
^der  Körperlehre  gefordert  werden  kann.    Denbierüfoei^  ersonhidnen 
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Bevv^is '  batte  ich  bereits  vor  langer  Zeit  der  vormali^eii  lleptjrtc- 
mentalgeselischaft  der  W^  W*  und  K/K«  in  Msunz  •^w^Mie  äiicii 
mit  einem  Diplome  zum  Beitritt  als  auiswärti^^es  Mi^lied  lieehrte) 
als  kleine  Denkschrift  zuglesendet,  uncl  die  .mathematische  Section 
jener  Gesellschaft  hatte  tneine  Darstellung  als  befriedigend  erkannt. 
Ich  füge  sie  hier  öffentlich  mit  der  Bemerkung  hei>  ctass  sie  sehr 
fäglich  an ' die  Stelle  des  28.  Satzes'  im  Xt.  Buche  der  Elemente 
des  Euclides  jgesetzt  werden  und  fep  die  I^ücke  ergänzen' kann, 
welche  in  dem  Beweise  dieses. '^chttgen  Lehrsatzes  herrscht 

•  •  ,  •   .         .  1  t         .    . 

16.  Es  sei  (Taf.  IIl.  Fis.  5.)  abcdefyh  das  gegebene  schiefe 
Paralleloplpedum  und  adhe  dessen  Diagonalebene ^  so  ist  tu  be- 
weisen, dass  das  Prisma  acdheg  gleich  «et  dem  Prisma  abdhfe. 

Man  halbire  cg  in  l,  errichte  Im  in  der.  Ebene  ch  'und  H  in  der 
Dbene  ce  lothrecht  auf  cl  und  ziehe  tW,  so  sind  cg,  ae  und  dh 
auf  der  Dreiecksebene  Um  senkrecht  (EI.  XI.  4.  und  8.).  Wird 
nun  dhs  schiefe  Parallelopipedum  ah  durch  ilas  über  im  verlän- 
gerte. Dreieck  /t/n  durchschnitten  5  so  entspringt  das,  Rechteck 
Jikm,  worauf  die  vier  Seitenflächen,  dieses  iParalleiopipedums  loth- 
recht stehen  (El.  XL  8.). 

Nun  verlängere  man  die  cg,  ae,  hf  und  dh  fiher  g,  0,  /  und  ky 
80,  dass  gp:szcly  en^^ai,  fo  =  bk' und  hg=idm  ist,  und  ziehe  die 
Verbindungslinien  pnr,  na,  oq  und  ^9,  so  wird  noqp  ein  Recht- 
eck, welches  dem  Rechtecke  ihnl  coOgruent  ist  (El.  XI.  10.  4. 
und  5.).  Auch  si^ht  inan  leicht,  dass  nun  ein  senkrechtes  Paral- 
leloplpedum t(|r' entstanden  ist^  welches  durch  den  Diagotiaischiiitt 
immi  in  stwei  congruente  dreieckige  Prismen  limqnp  und  iktnqoH 
getheilt  werden  kann,  und  dass  der  K^urper  cadmü  dem  Körper 
gekqnpy  und  der  Korper  adbkmi  dem  Körper  e^l/bfn  vollkommen 
congruent  ist. 

Hieraus  entstehen,  aan  folgende  SdiUiflse: 

■ 

.    ^        .       Körper  Qcdilm^Kl}i^fifT<egh^pqf. 

Korper  ilmegk  :^  Körper  l/meflrA, 
Korper  acdega^^Kor^ef  ilmnpq ,  d.  h* 
Prisma  aöi<ej)pA=^  Prisma  ilmnpq  No.  L 

.Desgleichen  iat  aueh ! 

-/■      •  .       .     .    •    -  ..        ••       .i    .      • 

Ktkpto  bdakmil^KJoxi^ex  fheoqn, 

Körper  kmiflie  =  KOrper  kmifhe, 

K(h*per  6€2a/Ae = Körper  AhuV^ti,  iL  h. 

Prisma  ß£?a/Ai;= Prisma  Arminen  No.  11.    - 

Da  nvn,  nach  dem  l^Mne^^uen,  PriSndii  ^/iHn/i^  s=  Prtskna  kmioqn 
ist,  so  muss  auch  (nach  ^a.  1.  nnd  iL)  Prisma  a^^degh^sa  Prisma 
bdafke  sehi. 

Wenn  die  auf  den  Seitenflächen  des  gegebenen  schiefen  Pa- 
rall^lipmedums  lethrecht  stehende  Datohsohnitts-EbeAe  \lißM  mit 
mA  in  ii^>derin  dib  Grundfl&che  e^A/  eintreffen   mMiäti  ao'idurC 

6* 


t  • .  •       f 
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niui  nur  das  gegebene  PariJielap'ipedum  oberhatb'acrfA  luid  rnitet- 
ImUi  egifam  die  Grüsse  dei  Seite  fjc  ein-  oder  mefatmal  rcrilin- 
gero,  wo  denn  der  n£mliche  Beweis  geführt  werden  kann. 

17.  In  Frankreich  haben  die  Elemente  des  Euclides  an 
Peyrard  (BiUiothek&r  der  polytechnischen  Schule  zu  Paris)  einen 
sehr  thütigen  Debersetzer  und  gesdiicLten  Herausgeber  gefunden. 
Seine  Schrifl  führt  den  Titel :  Lea  Ei^mens.de  Geometrie  d'Eocüde 
traduits  litläralement,  et  suivjs  d'un  Trait^  du  Cercle,  du  Cylindre, 
du  Cdne  et  de  !a  Sphäre;  de  la  mesure  des  Surfaces  et  des 
Solides;  avee  des  Notes.  Par  V.  Peyrard.  A  Paris.  1804.  XV. 
und  576.  S.  8,  mit  S  Kupfertafeln.  Sie  enthält  eine  wohlgerathepe 
wurtliche  Uebersetzung  der  sechs  ersten  Biicber,  nebst  den 
eilfteD  und  zwölften  der  Elemente.  In  dem  Supplemente 
(S.  447—5.18)  hat  Peyrard  die  von  Kuclides  nicht  aufge- 
nommenen Sötze  vom  Kreise,  Cylinder,  Kegel,  von  der  Kugel, 
vom  Ausmessen  der  Oh  erfläch  en  und  der  Körper,  nach  rten^rtind- 
sSt^en  des  Archimedes,  aber  nach  Euclides  Methode 'abge- 
handelt. Die  Noten  endlich  (S.  559^576)  enthaKen  EfbläniDgeii 
Aber  einige  dunble  Stellen  der  Elemente,  und  vorzfiglich  eine 
Kritik  gegen  Robert  Simson  in  Bezug  ^f  die  X.  ErklSt^ng 
des  Xr  Bncbs> 

fürs 
-klärui 

wähl 
n  glei< 
tnnocfa 
Diese 
irelchi 

Funkt  annimmt,  durch  ihn  ein  beliebiges  Lotb  iii  dem  Innern 
der  Pyramide  darauf  «rriefetet,  dasselbe  «facn  so  freit  zur  andern 
Seite  def  GrnndfiSche' verlängert,  und  nun  von  jedem  Endpunkte 
dieser  Lothe  drei  gerade  Linien  nach  den  drei  Winkelpunkten  der 
Grandfläche  ziehet.  Man  sieht  leicht,  Aase  die  sich  hierdurch  bil- 
denden zwei  Körper,  von  welchen  der  eine  vier  auswürtsgehende, 
der  andere  aber  drei  answSrts-  und  einen  einwärtsgehenden  Kür- 
perwinkel bat,  von  gleich  vielen,  gleich  und  ähnlichen  Seiteoflächen 
eingeschlossen  werden,  ohne  dass  solche  weder  an  Grüsse,  noch 
an  Gestalt  übereinstimmen.  Da  nun  dieses  unwiderspreehlich 
wahr  ist,  so  müssen  wir  Robert  Simson's  Aeusserung  als  foIl> 
kommen  begründet  ansehen,  und  die  X.  Erklärung  deä  XI.  Buchs 
ist  somit  nicht  bestimmt  geoug  ausgedrückt.  Peyrard  sagt  zwar: 
„Ist  es  nicht  einleuchtend,  dass  Euclides  nur  roo  solchen  KSr- 
pern  sprach,  welche  keine  einwärts  -gehende  Winkel  haben?" 
Allein  hier  ist  nicht  die  Rede  von  dem  Sinne,  welchen  Eucli* 
des  mit  seinen  Worten  verbunden  haben  mag,  sondern  von  dem 
Sinne,,  welche  man  mit  klar  ansgesprochoen  Worten  verbinded 
miiss.  Und  darin  bat  Robert  Simson  offeabur  Recht  Was. 
sonst  noch  gegen  diese  X.  Erklärung  zu  bemerken  ist,  wurde  be- 
reits oben  (3.)  anseioandergesetzt. 

'   19.'    Ffirs  Zweite  entgeht  dem  scharfsinnigen  Pejrard'ifas 
Diunlibigtiche  in  dem  Beweise  von  Robert  Sim«on  nicht.     Er 
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banetkümil  Recht,  daM  der  XVIIL  nod  XL.  Sats  des  XI*  Buchs, 
00  ivie  avdi  der  III.  und  IV,  8atz  de«  XIL  Buchs  der  Elemente 
nidit  befriedigend  dargethan  sei ,  so  lange  die  fragliche  Behaup* 
tung«  nicht  scharf  erwiesen  wäre. 

20.  Aber  wie  verb&lt  sich  Peyrard  in  dieser  schwierigen 
Sache?  Er  steHt  drei  Lehrsätze  auf«  welche  mit  den  Ton 
Robert  Simson  ausgesprochenen  im  Wesentlichen  einerlei  sind. 
Bei  dem  zweiten  Lehrsatze  bemerkt  er  auch  richtig ,  dass  sich  die 
entsprechenden  Körperwinkel  nicht  immer  deckten,  soodem  bis- 
weilen als  symmetrische  erschienen.  Aber  nun  heisst  es: 
M Hieraus  schfiesse  ich,  dass  die  Congruenz  zweier  Kürper- 
wuikel,  welche  von  drei  ebenen,  einzeln  genommen,  gleicnen 
Winkeln  eingeschlossen  sind,  nicht  Statt  finde,  wenn,  nachdem 
man  zwei  gleiche  ebene  Winkel  d^rseibeo.  in  einander  gelebt  hat, 
ihre  beiden  andern  Winkel  nicht  imeti  den  nämlichen  Seiten 
hin  liegen.  In  diesem  Falle  mu^s  man  sich  also  begnügen,  zu 
sagen,  dass  zwei  Kurperwinkel,  deren  jeder  ,voo  drei  ebenen 
Winkeln,  welche  paarweise  einander  gleich  sind,  gebildet  wird,, 
auch  unter  sich  gleich  sind,  weil  ihre  bestimmenden 
Sitflcke,  d.  h.  ihre  ebenen  Winkel  und  ihre  Neigungen, 
gleiche  Grosse  haben.^' 

21.  Peyrard  hat  hierdurch  wohl  Robert  Simsons  Be- 
hauptung, dass  sich  die  fraglichen  Körnens inkel  deckten,  berich- 
tiget; allein,  dass  er  jene  KorperwiuKel  gleiche  nennt,  welche 
nicht  als  congment  erscheinen,  ist  gegen,  die  Natur  der  Sache, 
und  selbst  gegen  den  Sprachgebrauch,  da  solche  Kurperwinkel 
sehr  ^ohl  symmetrische  heissen.  Man  soU  nie  von  allgemein 
anerkannten  Begriffsbestimmungen  abweichen.  x\lle  Geometer  ver- 
stehen aber  unter  Gleichheit  die  Uebereinstimmung  in  der 
GrOsee;  unt^r  Aehnlichkeit  Uebereinstimmung  in  der  Gestalt, 
und  unter  Congruenz  die  Uebereinstimmung  in  Grösse  und  Ge- 
stalt zugleich.  Nach  diesem  ergiebt  sich  sogleich,  dass  die  frag-- 
liehen  Kirperwinkel  weder  gleiche,  noch  ähnliche,  noch  con- 
gruente  genannt  werden  diirfen.  Sie  sind  nämlich  zum  Tb  eil 
g^leich,  zum  Theil  ähnlich,  md  folglich  nicht  vollkommen 
übereinstimmend.  Die  Benennung:  symmetrische  Korper- 
Winkel  Ist  wohl  die  schicklichste«  Wie  durfte  sie  also  Pe^rrard 
.gleich  nenoen,  da  er  sich  selbst  des  Ausdrucks:  symmetrische 
K'urper  bedienet?  .  ,. 

'SS.  Der  drillte  Lehrsatz  von  Peyrard  ist  wörtlich  das 
Theofien  von  Robert  Simson,  welches  behauptet,  dass  die 
zivel ' dreieckigen  Prismen,  welche  aus  dem  Diagonalschnitte  des 
sohiefen  ParaUdlopipedums  entstehen^  g  1  e  i  ch  u  n d  ä h n  1  i  ch  s  e i en , 
o bschon  sie'nicnt  als  congruent  erscheinen*  Hier,  bemerkt 
er,  mußs  man  sich  wjeder  begnügen^  zu  sagen,  dass  diese  Kör- 
per deshalb  gleich  und  ähnlich  seien,  weil  ihre  bestimmenden 
Stifcke  gegenseitig  vollkommen  gleich  sind. 

23.  Zur  Prüfung  dieser  Ansicht  müssen  wir  unsere  vorigen 
Aeusserun^n  (21)  wiederholen.  Es  ist  fürs  Elrste  gegen  den 
scharfen  Sprachgebrauch,  zwei  Körper  gleich  und  ähnüch  zu  nen* 
nen,  welcne  doch  nickt  con^nient  sind,  niai  wofifr  Peyrard 
selbst  den  Ausdruck:   symmetrische B^^rp^r  ge^r<aucht-    Aber  fürs 


Z't*^4^Ue  katittindcfr  ftentger  ^ids'' i^iner  solchen  CSetohKrit 
A^hnlichikeit  die  VeliereliiäinmuD^  in  deip  -Gr^lais»  beider.  KUvper 
al|g«leit«t  werden^    Diese  Ut<^ietitiafar  garulcht  licbarfbeWieimiL 
Da  Peyrard  selbst  (a.  a.  O*  S.  564)  aof  dte;>  der  -Geometrie  «vcot 

I^egßjadre  b^igeiggten.  l^pten  verweiset  (33  u.  «f^^  -^P  ist  es  um 
fiW)  auuallender^.^  »yie  .ein  so  i^trenger.  Geouiefer  f^c6  hfer  cli^sea 
Mangel  an  i^cfaärfe  erlauben  konijte^  %x  b.a]tie  zuica  wenigsten  ^ie 
Be\veise,voii  Le'geadr.e  (l4)  seiniein, Vortrage  eioverleiben  ^sotlen» 

24.  Da  de^  6at^  Voti  delr  Gietlshbeif  der  zwei  drei«ckigeA 
Prismen,'  wM«he  tforch  deii  Dfeg0ftaf*dbnitt  ^oeÄ  sebiefen  Paral- 
iefl^ip^ums  entst^en,  ih'^dtn  niern^en  C^pändien  der  Eißn^n- 
targeometrie  nur' höcbst  unbefriedigend  ervvitestett'witd,  so  ist  tU 
:^eckmässi^y  bi^rnoch  dfen  *  fetrcn^n  Beweis  eihes  filtern ,  jedem 
detrtsclien    Göömelefr    rübYnttcbSt   bekttnnt^tt   Sifchriftstelier^; ,  de!s 

S rundlichen  Kafsteh»  bdz^bHtigen.  -  Maii  tnögte  sich  vrund^r^,: 
ass  diese  sihnrereb  aui§^^ac1)^  D^tfifi^Astration'  nicht  häufi^r  itf 
spMt^reti  Sehriffeft  aü%enofidki^^  worden  ist;  allein  wahrscbeittlich 
hat  rhan  sie  nicht  för  elemehtir  ^eniig  'g.eh;Bi!ttq,  uni  sdche  d^ 
er^teni  •AnfäDg^hi.'j^tztitbtell^.  Fn  dtei»^T bat  scheint  sie/audi- 
der  unserigen  (W.)'  in  <fieser' HiVisicht  'hiAChiz*i^e!heta. 

25.  Um  dieisfen  Beweis  von  Karsten  (Lehirbegriff  der  Mathe- 
matik»  .Geometrie^  ■§,  343.)  kennen  ^uTefneä.^  tb eilten  wir  ihn  hier, 
in  ei'neir  fasslicheteh  torm  init. 

Wenn  ^iS  (Taf.  IIL  Fie^  Ö»)  das  ^«^^dbene  «diiefe  Piurallelo-, 
pipedunii  GCMQ  aber  der.  DiftgonalschRitt  ist,  und  man  legt  dubcb 
die  Miete  E  !\mA  O  der  GrundMchen  AI  und  KS  die  Ebene 
HBLR  paraUel  mit  GAKQ,  tind  die  £b^ne  F/>iVP  ]pMdlel  jnit 
ÄCMK,  so  entetehen  vier  Patallelopipieden  t  AOy  FR,  BN  üaA 
ES.,  weiche  unter  ätich.coiigruent  sind,  und^  ddreii  jedes  {  des  ge- 
gebenen ist  Z^et  von  dieWn  Parallelopipeden  theilet  der  Diagor 
naJsobnitt  GCMQ  mchi\  (twei  a«dene  •  at»er .  werden  dnrch  ihn  in 
zwei  dreieckige  Pri«ii^en.  getheilt  Jene  sollein  die  äussereti, 
diese  die  mittiere<n  Parailelopripeden»  die  laus  letzte» -  ent* 
stehenden  >  dreieckigen  PHshuten  .Aiet.t&ie  :mittleren  Piistn^a 
heissen.  •  •  •.  rf  p,,,-  '<  \" 

Wird  nun  jedes  d^  mUflerenP^Tätfölbpipeden,  Wie  das.gege- 
ben*,  in  vier  kleine  ParaMelopIpeden  gefheflt,  so  entstehen  jii 
jedem  wieder  vier  congruente  Parailelopipeden ,  zvrei  mittlere 
und  z#ei  äussere^  oereri»  je4os  ^^  des.^efftbenien  ij^t.  Jedes 
dieser  mittleren  kiinnfte  niiii<  wieder  so  gethe«ti'H')ärden»  wnL  nuao 
wütde  in  jedem  vier  con^ueate  Pal'alleioMfedfM  •ehalten «  id^eo 
jedes  bV  des  g^gebcneil  l^äve.  i  Diesie  Tn^üuBgjdbtir  «ktaiB/  ivSe 
man.  leicht  sieht^  tos  Unendtiehie  fortgesetzt  .Werden.-.  :  m  'i-. 

•  •  •  '  *  '  '    -.  *  *5  '        I        '  /  !  '  '  I  *   '   '  r  '    I  ' 

t)a  Q^n  bei  jeder  l^^e^Iu/9g  di^  Surnine  devM^sseie^i  paralle- 
loplpedeii  die  Hälfle  des -ge gehe  neu,  i^trägt,  i^nd  somit  vo^n  letz- 
terem die  Hälfte,  von  dieser  Hälfte  wiederum  qie  Hälfte  u,  s.  f. 
ohne  Ende  hinw^ggenomihen  werden  kailn,  s6  tiiüss 'oier  Cmter- 
sdiied  ^tri^chcn  derSuinlne  alie'i*  ftv^i^eTen  Pärallelo'pij^y« 
d<en  Jdnd'  detti  gegebeti^n  i^himäl  kteiifeV  '  atjß'iibde  isn^lAmkie 
GiQss^  %v^rde«  (Elem.  X.  B.  I^Sl);  'Anm^  i^t  lJnterschie4  d^r 
^»sse^en  Prt^^n  GC»'Üäi' GCKkmü  itav  in  di^  C^ntettechied^ 
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allet»  mittlerei»  Pnftaem  liegen.  Da  nun  diese  mittlere»  Prismen 
sdUst  'fcleiddr  als  iede  «angebliche  GrSsse  werden  können «  i^o 
miiss  sich  'anob  ihr  Unteffsehied*  in  dem  Maasse  verkleinern.'  Da- 
her shid'  die'  grosseren  Prismen  Cr  CS  und  GCK  um  einen  Unter- 
schied Tersemeden^  der  kleiner  als  jede  angebliche  Grosse  ist^ 
d.  b«  diese-  Prismen  sind  gleich. 

26.  Bei  dem  Durchdenken  dieser  sinnreichen  Demonstration 
habe  leb  (olgenden  Bev^eis  gefunden,  fFcIcher,  ivie  es  mii:^cheint9 
sich  durcb  ^Kilrze  und  FassUchkeit  empfehlen  mogte. 

I. ,  Das  dreieckige  Prisma  GCS  (Taf.  III  Fig.  0.)  besteht  ans 
eignem  üussern  Parallelopipedum  ES»  welches  |  des  gegebenen 
>AS  ist,  aus  awei  äussern  Parallelopipedai,  welche  zusammen^«» 
d..lL  i  von  AS;  aus  vier  äussern»  welche  zusammen  b'V«  d.  h. 
A  TOB  AS^,  uns  acht  äussern,  Vrelche  zusammen  «fs,  dL  h.  jk 
von-  AS  betragen;  und  so  fort  obbe  Ende.  Die  Summe  äilev  die- 
ser äussern  Prismcfn  (sie  beisse  .S)  bildet  also^  in  Bezug  aaf  das. 
ParaUeiopipedum  ^&:;:1 ,  eine  «nendlicbe  Reihe  von  der  Form: 

IL  Aus  der  Arithmetik  ist  aber  bekannt,  dass,  wejiti  a  das 
erste  Glied,  e  4^r  Expöpent  und  Sdie  Summe  einer  unendlrchen 

Reihe  ausd^flokt^ider  W«rth  von  Szzz^^^  ««i-    Daher  ist,    für 

obige  Reibe,    .  .      !     " 

'  .11- 

lll.  Auf  gleiche,  Weis^  ist  aber  auch  die  Summe ^ailer  aus* 
serii  Parallelopipedeh  im  dneieckigeh  Prisma  GCK=^  iASp  weil 
siej  mit  ^er  in  il.  gefundn^nen  aus  gleicbvielen;  und  igegenseitig 
gleichgro$isen  Gliedern  besteht  Fxnlgiicti  i^t  Prisma  GCS=sPfi8m&, 
(;C£^|Para|lelopipedum  A^» 

'  "27.' a.  Der  bier  (iii  J6.)  gegebene  directe  Beweis  des  Lehr^ 
Satzes  hat  einen  n  iti e  n '-  i  n  di  r  e  c  t  e  n  veranlasst ,  welcher  eben- 
falM  F^s^fichippit  m^^geometrip»cb^  Strenge  vereinigt.  Er  ist  fol- 
ge^^n,;  Wen*  dtßi  Uft  »ig.  7.)  ABCDEFGH  das  gegebene 
fitßhtefe  PafalleiDpijpedi^  vnfi^^^SDHF  der  Diagonalscbpitt  in  dem- 
selben: ist.  so.  splf  gewiesen.. w^den,  dass  das  schiefe  dreieckige. 
Pmsm^  ADJSflHf' 4ßm  ßciiiefen  dreieckigen  Prlsm  BjPCFBG 
niebit  An^^ipb  M  Qrp^se  sein  kann ,  ohne  auf  ^inen  Widexfpruph 
sU\gelAngeipk5,„.«veU}h€ff  aus  der  Annahme  dieser  Ungleicbbeit  btfr: 
voi?gehen  fttfü^Mie.     :<ä  ,/• 

&.  Man  lel^e*  durch •>«>  (wobei,  der  Einfadihett  wegen,  dlö 
Winkel '/>/fJB' und  i4D^ als  rechte  angenommen  i^nQ)  eine  Ebene, 
weliihfe  Huf  J?CßF  lotbrecbt  steht,  so  bildet  dieser. Dürcbscbtntt 
das  Pat^lefcgf&mm  iiBiK/,  e^uf  dessen  Ebene  die  Seitepkantei) 
4E\  B^,  'JRF;^'G'*enkrec|it  sjnd.  Wird  nun  ebenso  durch  FG 
eine  Dntc^ä<^tafltVs^«fil^ ' lothtecbt  ^nS  AEHD  gelegt,  so  entsteht 
ein 'PirallfelograÄirti"F<iJ)lfli,  welche*  dem  PäTaJMogrdttihie  i4Z>KJ 
con^uent  tst  üttd  äüi  vriekh^m  die  KantenliiiiieB  ZrJ,    MD,    FB, 
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GC  ebenfalU  Senkrecht  sind,  ilemottch  bildet  sich  Im  Innern  des 
schiefen  Parallelopipedums  ABCDEFGH ein  senkreohtes  Paralle« 
lopipedum  AJHDLFGM,  welches  dnrcb  die  Dia^dsalebene  AJJPilf 
In  die  beiden  vollkommen,  ediigraenten  dreieekigen  >PrlsmeA' 
ADJLMF  und  jDJKIUFG  getbeiit  wird,  wie  dieses  aüa» •  Taf.  UL 
Fiff.  1.  hervorgeht»  indem  das  vordere  dreieckige  Piisma  derge« 
statt  in  das  hintere  gestellt  werden  kann,  dass  beide  nur  ein 
einziges  bilden. 

0.  Das  schiefe  dreieckige  Prisma  (Taf.  Hl  Fiff.  7.)  ADBEWP 
besteht  daher  aus  dem  senkrechten  Prisma  ADjLJuFf  aus  der 
dreiseitigen  Pyramide^  deren  GrundMcbe  das  Dreieck  ADJ  und 
deren  Spitze  m  B  ist,  und  ans  der  vierseitigen  Pyramide,  deren 
Grundfläche  das  Paralielogn^mm  LMfiE  und  deren  Spitze  in  F 
liegt.  —  Ebenso  besteht  das  schiefe  dreieckige  Prisma  BDCFHO 
aus  dem  senkrechten  Prisma  DJKMFG,  aus  der  viereckigen 
Pyramide,  deren  Grundfläche  BCKJ  und  deren  Spitze  Ü  ist,  und 
aas  der  dreiseitigen  Pyramide,  deren  Basis  das  Dreieck  FHG 
und  deren  Spitze  iwM  ist.  Man  ttberzeugt  sieh  leicht,  dass  die 
ebengenannten  beiden  viereckigen,  so  wie  auch  die  zwei  dreisei- 
tigen Pyramiden  keine  eongruente,  wohl  aber  symmetrische 
(d.)  Körper  seien. 

d.  Sollten  nun  diese  beiden  schiefen  dreieckigen  Prismen 
ADBEHF  und  DBCHFG  (welche  mit  P  und  Q  bezeichnet  wer- 
den sollen)  an  Grösse  verschieden  sein,  so  kahn  dieser  Unter- 
schied (da  beide  die  einander,  congruenten  dreieckigen  Prismen 
als  Bestandtheii  gemein  haben)  nur  in  der  Verschiedenheit 
der  Körpersummen  ADJB  +  LEHMF  und  FGHM  +  KCBJD 
begründet  sein. 

e.  Wäre  nun  (hypothetisch  angenommen)  P'^  Q,  so  setze 
man  P---  Q=:d,  und  es  ist  klar,  dass  nunmehr  2P~2Q  =  2d, 
3P— 3QÄ=;3rf  und  Überhaupt  nP — nQ  =;  nd  sein  müsste.  Wenn 
aber  gezeigt  werden  kann,  dass  bei  P—Q,  bei  2P^2Q,  bei 
3P— BQ,  und.  Im  Allgemeinen,  bei  nP-^nQ  stets  eine  und  dle- 
selbige  Differenz  stattfinden  müsste,  wenn  bei  P —  Q  irgend 
eine  Differenz  bestände,  so  ist  dieses  nur  dadurch  mOglich,  dass 
diese  Differenz  =0  ist,  d.  h.  dass  P=Q  sein  muss* 

f.  Denkt  man  sich  die  Seltenkanten  EA»  FE,  HD,  GC 
über  An  Bj  Di  C  so  verlängert,  bis  Aa  (welche  man  in  einer 
Zeichnung  wirklich  ziehen  kann)  zxEA;  Bb=^FB,  Dd  =  HD, 
CczszGC\at,  verbindet  die  Endpunkte  a,  b,,^J*c  durch  vier  ge- 
rade Linien  und  betrachtet  den  Diagonalschnitt  dbFH,  so  ist 
klar^  dass  in  dem  schiefen  ParallelopipeduAd  äbcdEFGH  zwei 
schiefe  dreieckige  Prismen  entstehen,  von  beleben  abdEFH 
=  iABDEFH  mA  dbcHFG=iDBCffFG  ist.  Wird  nun  durch 
ad  eine  mit  AJKD  parallele  Ebene  gelegt  y  so  entsteht  ein  Vier- 
eck aikd^  welches  mit  abcd  einen  Körper  abcdik  bestimmt ^  der 
dem  Körper  ABCDJK  vollkommen  congruent  Ist,  und  die  onen 
(in  c)  bemerkten  Tbeile  dieser  Körper  bilden  den  Uebersehu^s 
aer  beiden  grpssen  schiefen  dreieckigen  Prismen  (2Pund2Q)  üb^r 
die  zwei  in  ihrem  Innern  entstehenden  cpngruenten  4reiecki« 
gen  Prismen.  Bestände  nun  zwischen  P  ,nniL  Q  eir^e  Differenz 
:;std„   so  müsaie  hier  bei  2P  und  2Q  einc^  Differenz  :^2d  statt- 
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finden.  Da  aber  aucli  bei  nP  und  nQ  (wie  die  fortgesetzte  Con- 
stmctioo  der  eleich  viel  fach  grOssern  schiefen  dreieckigen 
Prismen  P  and  Q  dentlich  zeiget)  diese  Differenz  zwischen  P 
und  Q  nie  grösser  wird»  so  kann  zwischen  P  und  Q  gar  kein 
Unterschied  bestehen »  d.  h.  es  muss  P=Q  sein. 

ff.  Wäre  der  Winkel  ADH  ein  stumpfer,  so  würde  durch  D 
eine  Ebene  gelegt ,  auf  welcher  die  vier  Seitenkanten  DH,  AE, 
BF,  CG  lothrecht  stehen,  und  der  Beweis  wäre  der  nämliche, 
da  nim  :attch  durch  F^  eine  Durchsct^pittsebene  gelegt  würde^ 
worauf  eben  mese  Kanten  -senkrecht  sind. 

h,  0e^  atügemeifie  Satz,  worauf  sich  dieser  indirecte  Beweis 
gründe^^UI^  deo^naob  feigftndßr:  Wenn  zwei  Grossen  P  und  Q, 
von  wefeheii  man  nicht  weiss',  ob  sie  einander  gleich  oder  un- 
gleich sind,  gegeben  werden,  und  man  kann  überzeugend  bewei- 
sen, dass,  wenn  ;cwischen  ihnen  ein  Unterschied  stattfände,  eben- 
derselbe auch  bei  Ihren  Doppelten,  Dreifachen  und  überhaupt 
bei  ihren  nfaehed  statt6nden  müsste,  so  muss  nothwendig  auch 
P=zQ  sein. 

t.  In  der  früher  erschienenen  Abhandlung:  Der  28.  Satz  des 
XI,  Buchs  der  Elemente  des  Euclides  u.  s.  w.  S.  4.  mit 
einer  Steintafel  (40  Kr.),  ist  sowohl  das  Geschichtliche,  ab  das 
Kritische  dieses  Satzes  ausführlicher  dargestellt  worden. 
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ITebei*  zwei  Kiii^eiL,  4(ie  toii  ileir  llllli^se; 

aJbireleitet  sind.   Bereetaimiifir  der  yon 

AenseR^eii  uiiiisclilosseiiein  Fllleliei 
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die  Gleichung  einer  Ellipse,  (x' ,  y*)  ein  Punkt  derselben.  Auf  diesen 
Punkt  ziehe  man  yom  Mittelpunkte  einen  Radius  vector  und  Ter- 
längere  diesen  um  die  Grösse  h.    Die  Gleichung  des  Rad.  vect. 

ist  y  =^07,  und  die  Koordinaten  des  Endpunktes  (des  verlängerten 

Rad.  V.) :  a;'  +^ ,  y'  +  ^ ,  wo  r'  =  Var'^+ya.  fo  diesem  End- 
punkte errichte  man  eine  Senkrechte  auf  den  Rad.  v.^  so  ist  die 
trleichung  dieser  Linie: 

Das,  was  bisher  mit'  einem  einzigen  Rad.  vect.  vorgenommen 
wurde,  nehme  man  mit  allen  vor,  und  suche  sodann  die  Gleichung 
der  Kurve,  die  von  allen  den  auf  den  verschiedenen  Rad.  vect 
senkrecht  stehenden  Geraden  berührt  wird.  Zu  diesem  Ende  muss 
man  die  Gleichung  (1),    t^elche  auch  so  dargestellt  werden  kann: 

nach  01^  differenziren,  indem  man  ^  als  Funktion  von  y,  bedingt 
durch  die  Gleichung 

ansieht,  und  zwischen  der  erhaltenen  Differenzialgleichung  und  der 
Gleichung  (1),  x'  und  y'  eliminiren.    Nun  giebt  Jf)  : 
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wahrend  aas  (ri)  fplst^ 

,  ;•  ^y', 6>y 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (3),  so  erhält  man : 

Eliminlrt  man  htm  ans  <1);  (2),  (4)  die  Cki^seii  x* ,  %f ,  S(i  erMlt 
man  die  Gleichung  der  gesuchten  Knrve. 
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Hieraus  folgt: 


Diese  Gleichungen  gehen  för  jeden  Punkt  {x'  ^y^)  der  El- 
lipse den  entsprechenden  Punkt  der  gesachten  Kurve  an. 

Man  setze  in  (5)  a7'=:acos  q>j  y  =  &sin  tp,  so  genügen  oc^, 
y'  der  Gleicfani^  \2^,  wälfrend  ^  ein  Winkel  i^t,.  der  in^em  Punkte 
0  ist 4  in  weipii^m  \i\^  Axe  ^er  x  die  Ellipse  schneidet;  durch 
diese  Substitution,  findet  §ich:  «... 

»  « 

j:  =  (l+e*sin'>y)acosy+  ^  .  ^^  * 

L  •        \  yl,  — e*sm*9 

fta^tfi^ces«^  .  ÄAsin^)  ^^ 


9.  *  Y* 


wenn  «*= § — •     Die  Gleichungen  (6),  wenn  man  in  ihnen  <p 

Ton  0  bis  29C  gehen  lässt,  drucken  die  gesuchte  l^rve  aus.  Durch 
Elimination  von  9  zwischen  ihi^en  erhidtenan  dleyCileichung  der- 
selben in  gewuhniicheA  rechtwinkllchen  Koordinaten'^v  Für  den  Fall 
A=0  erhält  man  als  gesuchte  Gleichung  (siehe  Creile's^  Journal. 
Bd.  33.  Sw  90  ff^a-;  >  > .  -  -•••  r     -    ^ 

[6ii«6a~2(26«-a«)  (2a«-ft«)— 3(a»jr*+,A«y2)]»^ 


In  «uwerm  Falle  wirde  dte  Endgieiefanng  oleiAar  iiodi  ver- 
wickelter ausfallen;  da  es  aber  für  den  Zweck,  der  hier  verfolgt 
wird,  nicht  nothig  ist,  dieselbe  ca  haben,  so  begnügen  wir  uns 
mit  den  Gleichungen  (6). 
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Die  gesochCe    Kurv^  besteht   offenbar  aus  vier  koDgruenten 
TheileD,  von  q^=U  bis  ^> 9  =  ^  bis  n,  ^=9B  bis  ^5  ysr-^"    bis 

2;r.  Der  erste  dieser  Quadranten  ist  von  den  positiven  Tbeilen 
der  Axen  der  x  und  y  begränzt:  er  beginnt  an  der  Axe  deror. 
Suchen  wir  nun  die  Fläche  zwischen  der  Axe  der  x,  der  Kurve 
und  der  Ordinate  y.  Da  die  Ordinate  y  den  Quadranten  in  zwei 
Theile  theilt,  so  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  derjenige  dieser 
beiden  Theile  gemeint  ist,  der  vom  Mittelpunkte  entfernter  ist. 

Die  Formel  fär  die  Quadrirung  ist  4:  /  ^^9  j^  nachdem  a;  mit 

wachsend.er  Fläche  zu-  oder  abnimmt.  In  un'serm  Falle  ist  das 
untere  Zeichen  änzuwendeQ.  I  >a  aber  x  und  ^  als  Funktionen  von 
9  gje^eben  sind^  sp^.ist  der  Ausdruck  fär  die  gesi^chte;  Fläche 

Setzt  man  hier  die  obigen  Werthe  (6)  von  x  und  y,  so  erhält  mau 
als  Ausdruck  des  gesuchten  Flächenstücks  : 

ab  I     sin  ^(p  Bq>  —  '^T'l     sin*y  cos'gpS^ 

+  2  abe^  /     8\n^<pcoB^Bq>'{-abe^  /     8in^dq> 
t/  0  t/  0 

,  2a»e^  /"^  .  «         4   Q 
+  — T —  #     sin'9  cos  ^q>dg> 

—     V  7      8in*a>cos''g)oqp+  -—5-/      -T^ri J— .--«-Tif 

kk  «/^^  sinVcos^fly    .  ^^  P9        sin *y 8y 
"''^^Vo  V(l-e«sin»»+^Ve     V(l-6«sinV 

^hKr^P"^    singycosVy 
~^^'^Vo     V(l^e*siitV) 

J.ÄA  ^/*y      sinV8y  h^b^  09       sinV8y 

"^     Vo  V(l-e«sinV)"*"   «»t/ 0  V(l-««sinV)** 
Nun  ist  aber : 


/ 

t/i  0 


9^1  -    - 

sin%0OD=:  —  ft  sincp COS 09  +  J  to, 

10' 


/    sin^cos^9d9==isin'9cos9— isin^cos^-frl^,   •• 
/    sin*989=— Jsin'gjcosg)  — Jsinycos^  +  i^, 

/8iD^9)cos^89:=:  isln'^cos'g^^'i  sin'^cos^  —  ^^mtpco^tp 
n 

-         •  •    t  ,  •       • 
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/»y         sioV«!?? f;(y,e)  e'a'mycoay 

F(g),e)  — £(y.c)         sinycogy 


/ 


„    V(l-e«sin'VP  ~     *"**         (1— e«)  Vl-easin»y 

(2  -  e«)  £(y ,  <)  .  „  (1  -  e")  F(y .  <)  ,  (1  -  e^gin  ycoa  y 
+  ^  "*■  e*  +  e«Vi_«4gin^' 


y9     sin*g)3<p 
0  Vi- ««sin «^ 


F(9)  ,g)— jg(y ,  e) 


eT 


y^»       sin^ 8y       __  Vi— e'sin'ysiny  cosy  _  2(1+ g»)A'(y ,  c) 
0  Vl-««8iii«9  .3««  •     .  ,  3«* 

.  .(2+e«)F(y,g) 
+ "^^i ' 

yf  sm*acos*wh<p        (2—^E(g>,e).     2(1?-«») F(^»,«) 
o    Vl_;i8m>  '  3e*  3e* 

__'  Vi  —  c'sin'yBin  ycosy  .    . 

.•..(-•■  '"^ 

wenn       '  ■         '.  ■  \  '  J 

Fenier  ist 

^0     I— e"8m*99       vi— c* 

Dtfferenzirt  man  ^iese  C^eichnDg  nach  e,  und  tfaeilt  beiderseite 
durch  2e,  so  ei^iebt  sich 

yyy     8in«yay        _         ^^  .._  ft»  —  VrTp.teo») 

-W^'T+(i^Wi  =  2V(^  ""^*8=''^^-*«''^ 

1  ■  sipycosy 

"-  -2(1—««)     '  1— 6«sin*9  * 

Setzt  man  diese  Werthe»  so  eihält  man  das  fragliche  Flächenstuclu 
Um  den  Quadraoten  zu  erhalten^  muss  man  9»= -3- setzen.  Der < 
selbe  ist  also : 


y 
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y  .  •  ^__  '  ». 

,,.!*#*')        (2-c»)£;(|.c)     2(l-e«)/'(|,c) 

-**«*  (itr:>-. —^ +— —  u- 


F(j-.e)^g(|,g)| 


+  A6, 


_26*e»  j?z!^z?i!z^!:i!^! 


I    * 


(2(l  +  c«)F(|,c)    2(l  +  c>)£(f.e)j  ',         . 

Mithin    der    ganze,    von   der  fraglichen  Kurve  umschlossene 
Raum: 

(üeber  die  Hefllpitune  obiger  Ausdraefceseb^am'ail  u.  ^..Pr^les 
Journffil.  Bd*  31.  S,  S{5  ff)  ^ 

§.2. 
Sei  wied^ir  ''  •      ^-^  * 


v~      t 


Gleichung  des  Radius  vector  in  diesem  Punkte  Ist  y^'^ar,  im^  diö 
Gleichung  ..der.  auf  seinem  Endpunkte  Senkrechten  :•  y -f  *ibir' =^ 
ar'a+y«  Die  Gleichung  der  Noröiale  Im  Punkte  {x' ,  y')\si  *  ^(^^') 

^gst*^""^')»  A^^  Gleichung, der  mit  der  ]^orm^ejp9rÄl|«Jien,{AlP'ch 

den  Mittelpunkt  geheiiden  Geraden  aUio-|ä^== -2^-  Heissen  nun 

or,  y  die  Koordin^teii  des  Punktes;  in  dem  diese  letztere  Gerade 
Äö  W  fekii  yrwähirte  Senkrechte  trifft;  sd  ist     * 


...     i; 
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Setzt  man  nun  ;r'=r'cos9)',  y^r'sin^i',  so  dass 


,,/cosV  .  «!nV"\_| 
■•   -.M. :.-,  ;   .,'■•     .'V.     ««••■■*■•   :6»'  y~^'  •.    ! 

- 1*  .'    •  r     •    -  .'•  •     .        •  _.     .     •  ,1   -...•  -  .  \    . 

und  elimioirt  aus   den  drei  letzten  Gleichungen  r',  q>'  y  so  erhält 

man  .  /  r  ,    '   I 

blr.  Öliekhüpe  ;der  düich  atie  jene  Fusspunkte  gehenden  Kurve. 

Man  ziehe  in  einen  Punkt  (x' ,  y')  dieser  Kurve  (8)  einen 
Radiusvector,  und  verlängere  denselben  um  die  Grosse  A ,  so  sind 
die:Koordi|railen:,4i;eines.Eodpnhktes.  :»;;..:. 

,  ,  nx'  .  hy' 

« 

Man  suche  nun  die  Cfletühung  der  Kunve,  die  durch  die  Endpunkte 
aller  so  verlängerten 'H&dldn  gi^ht«  Setait  man  x'=:rcosq>,  y' 
^TBintpy  so  hat  nfab  T,;q>  z«..  eKn^iren  jaus 

,.ar.;=:rcoag?-^Äcos9==:^^:Ä)cos9,   i* 
*'''^"y==i^sWi9+'Aisin^^i=tti(r+  , 

r«(a2cosf^*  lß^?(p)fiKz  (a*c(|«?^^*sin  V)*. 
Hieraus  folgt  (r+A)2:^i«  +  y2,  nnV^^S+^^^A; 

D^nn^cli  «Vtiäit^'iiiail  a(fi»  OMobinig /dbr  fraglidten  neocaiiHlitte  : 


•  ••-    -♦       I  .\, 


welche  Gleichung  tur  A=Ö  in  (8>  "(Aefgeht.  V 

^iesd^  IK'uWe'feWiteh^t '  äu6  'irlef  kongrueert^tt-^TÄlÄlöÄi  'ö6'  dass 
die  Betrachtung  eines  Quadranten  genagt.  Man  sef^ein  |{^it££: 
T  C0&  €p 9  y^=^re\u(pi  so  ist  .    ^ 

(r— Ä)2(o^'cos^9  +  ft«siii>)«=^Cö*^^«V+  Ä^sin^y)«, 


:  %Vy< 


o^cos^y  +  6*  sin  *g? 

.    ''=='^+(^«HiiV+'*?sinM**.. 

Für  den  Flächeninhalt  de^  Quadranten  findet  läich  : 


H:'  *  I 
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""  2  7  ö  V   ■*"/     (aacoß  V  +  A^sioV)*  "^  (a«  cos  »94- 6« sin "V)^  ^^ 


^» 


TT 

/^  (q^  cos  *yrf  6^810  ^y)*  ^^^ 
"t/o  (a^cosV  +  ft^sinW^ 


Setzt  man  — a-=e«,  so  ista«eofeV+WslnVuaMlr^^n*9), 


demnach 
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^  r   «  •  • 


'",..  ■ .'.    Vii^^t'^^"^^!'''^!        .7  ..- 


aT^ — 'T—T^i r-j.? 


)  f 


y^f         8  n^y8y  ;^ Jl_  /*|     s!nV8y 


Ferner  ist 

:    DUÜrebzbt  man  dk&ie  Oleiehiing  mch  ß^  j^nd  theilt  alsdann 
durch  —  2a,  60  findet  sich 


■  w 


TT 


TT 

C0B^q>B(p  __  n    1^ n     1 

cös«»y+62«inay)*  ""2"'  2a»6  ""^'a^Ä' 


:,,.0ifferen9iirt  roi^fi  abermals  n^ch  a,und  dividirt  dm:ch  — .4fi,  so 
erg^dit /liehst M,.     ,  '  .       • 

/*ä"  cos^ySy _jr    _^    ^ 

Jo,  (a*cos«y+6«sinV)'7"16""5?6' 

Durch  ähnliche  Verfahrungsweisen  ergiebt  sich : 


7t 

J7 


■ 


»T 


Ä 


n 

2  sm^<pdq>  fc       3 


Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergiebtsich  für  den  Quadranten: 


n       .         ^  .7t 


+  16  T" +  !««*+ 16-^  / 

~32  L  ^ ^J 

Die  ganze,  von  der  fraglichen  Kurve  umschlossene  Fläche  Ist 
8  L Tb ^J  +  ^        a.  ^F(-ö,e) 

Für  A=0  erbüt  mao  hieraus 

»r  3(o4  +  //4)  +2«86aT 

sL^        H* ^J'  (10') 

ab  Werth  des  von  der  Kurve  (8)  umschlossenen  Raumes. 
a+labeT^  ^*''*  ^^  ^"'■''*  ^^^  •"  «'"«"  '^•^  ''•"  Halbmesser 


Tlieil  X. 


m 


\ 


/ 


ITelier  einigte  Sfttvie  der  hSlteren  Arith< 

metik. 

.•  Von 

Herrn  Wilhelm  Müsta, 

<   ~  ^^  tiehratpts-Candidateti  za  Cassel. 


Es  muss  gewiss  einem  jeden,  freunde  der  ^ah|enlehre  eine 
erfreuliche  Erscheinung  sein ,  \  wenn  in  neuerer  Zeit-  immer  mehr 
ein  Band  zwischen  den  vereinzelten  Lehren  der  huhern  Arithmetik 
und  den  übrigen  Branchen  der  Mathematik  geknüpft  wird;  umso- 
mehr,  da  auf  viele  der  hierher  gehörigen  Probleme  ihrer  Natur 
nach  insbesondere  von  den  Annäherungsmethoden  der  Analysis 
gar  leicht  i^nwendung  gemacht  werdet  kann.  In  dieser  Beziehung 
haben  die  Forschungen  des  Herrn  Libri  (Memoires  de  l'Academie 
de  Sciences,  savans  4trfttiger8,  Totn!  VI)  Vortreffliches  geleistet» 
indem  durch  sie  die  L($sung  der  Congruenzen  von  beliebigen  Graden 
aus  einem  allgemeinen  Princip  hergeleitet,  so  wie  die  der  vom 
1.  und  2^  Grade.  4MrcbL; Formeln  gegeben  werden,  deren  Werthi 
sich  in  jedem  besondern  Falle  durch  Hülfe  der  Analysis  ermitteln 
lässt.  Hiernach  schien  es  niir  vielleicht  der  Mühe  we.rth,x  die 
von  Herrn  Eisenstein  (Grelle  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik«  J3d.  27.  pag.  281.)  aufgestellten  Sätze, 
von  denen  meines  Wissens  noch  keine  Beweise  gegeben  sind, 
auf  die  obige  Auflosungsmethode' der  Congruenzen  zurückzuführen. 

Ich  schicke  die  folgenden  bekannten  Sätze  voraus. 

Ist n  eine  Primzahl,  so  sind  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung 

gegeben  durch : 

cos  ic \-y  — IsinA; — » 

n  n 

wo  k  alle  Werthe  0,  1,  2,...,w— 1  durchläuft. 


«9 

Bildet  man  die  Somine  der  m-Potemen  dieser  Wurzeln ,  so 
wird  dieseifoe=n oder =0/jeDadi dem  m  eiki  Vielfaches  von  n  ist, 
oder  nicht;  d.  h.  mit  anderen  Worten»  es  ist: 

i 

-|(cosO— +  V^lsinO— )«  + (cos  — +  V-lsin— )-  +  ... 

+  (cos  (n— 1)  —  +  V31  gin  (n  - 1)  — )«• 

=^loder=r:0^ 

t 

Diese  Cigetischaft  der  Wixtzeln  oUgp  Gleichung  hat  nun 
Herr  Libri  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  aer  Congrueaz 

g>(x,y,t...)^(^  (mod?!) 

benutzt.  <'  \ 

Betrachtet  man  nämlich  für 

a:  die  \\erthe  1/  2,  3...a; 
9  „  „  1,  2,  3... 6; 
z     „        „        l,  2,  3...C; 

so  hat  man  nach  dem  Vorhersehenden  unmittelbar  fär  die  Summe 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  Uongruenz  den  Ausdruck : 

+  (cos  —  4- V^sin  — )9'Ksfe«— )+     ' 

r 

2«        . 2« 

+  (cos  (w— 1) h  V— 1  sin  (w— 1)  — )9  ('» »» «••••) 

*  «y  Vi-         2?!?.     A/— 'T'  •     2?r^    . 

=--^(a?,  y,  2.,..)(cosö —  +  V— Isinö — )»>(*>»»»—), 

wo  sich  das  Snmmenzeichen  über  die  für  x,  y,  z....  aufgestellten 
Werthe  und  über  die  Werthe  a=0,  1,  2....,n~l  erstreckt. 

tteducirt  sich  die  vorgelegte  Congruenz  auf  eine  solche  vom 
ersten  Grade  mit  einer  Unoekannten»  deren  allgemeine  Form 

aar +6^0  (modn); 

so  ist  die  Summe  ihrer  Wurzeln »  wenp  man  noch  berücksichtigt, 
dass  es  zur  Auffindung  aller  Wurzeln  der  Cougruenz  genügt ,  rar 
X  die  Werthe : 


1,  2 ;  o . . .  .1^ 


zu  betrachten,  und  man  die  Potenzen  der  Sinus  und  Cosinus  in 
vielfache  Bugen  verwandelt,  gegeben  durch 
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«*=i    6=0  {  n  n 

»«=1      ft=o 

Nun  ist  aber  :  ^ 


=  i    :s        £      a-coseiaüc  +  b)  ^ 


2  xco8d(ax  +  b)  — 

ar=l  ^ 

n 

ex    /an  +  b—a\  ^    ,,       ^  ^ 

cos26( jjr  — cos2ö(6— a)  - 

.  \        n        /  , ^        ^n 

2;r 
«sin6(6— ia)  — 

—  — — —  > 

2«in6  — 

-'  •  •  n 

daher  ist  die  Summe  der  Wurzeln  obiger  Congruenz 

—  -2:        J?     a:cos6(aar  +  6)— =-5       2? !!_ 

.Wjr=l     6  =  0  ^         ^     6=0  .    >•«« 


sin  6 
n 


sinö(6~4a)  — 


ö=<>       smö  — 

n 


•  •    > 

Sind  a  und  w  relative  Primzahien,  so  bat  bekanntlich  diö  Goii- 
o^ruenz  €uc  +  b=0  (mod  w)  nur  eine  positive  Wurzel,  kleiner 
als  M,  und  man  hat  ^desshalb  für  diese  den  Ausdruck 


27Ü 


2    ^2   ß^^  _,_.«« 


sid6 


(        > 


n 


Versteht  man  nun  anter  G(Sl)  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl  als 

j^J),  woilf  und  2V relative  Primzahlen  sind, 
zu  bestimmen  suchen. 
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Ist.  der  bei  der  DivisioD  desr  Zahl  M  durch  N  bleibende  Rest 
=;r,  so  wird  G  Ij^J  sofort  bekannt  sein,  wenn  j?  beisannt  ist. 

Zur  Bestiinmung  des  Werthes  von  j:  hat  man  aber  nur  die  kleinste 
Auflfisung  der  Congruenz 

M-a:=0  (modiV) 

zu  suchen.    Diese  ist  aber  nach  der  obigen  Formel 

In 

-r-+2    ^ 


«=i      sia 


H~w) 


27t 

JV~1        lö=A'-t  sin6(Jlf+i)  jy 


oder 9  da 


und 


2it 

sinO(ilf+i)-y  2^^  2^^ 

=smö-2y^cot6-^+cosö— ^ 

sinö^y^ 


d=jv^-i  2üfn:  , 

2;     cos6-jy— ==— 1, 

6^1 


auch: 


"rt"— "2      -^      sin6— ^cotöjy.  (I) 

Alsdann  ergibt  sich  aber  unmittelbar  aus  der  Congruenz 

ilf— a:=0  (mod  N) 

(U) 

.   .       .  ' 

Die  Formel  I.  stellt  den^kieinsten  Rest  von  M  för  den  Modakis 
NvoT  und  I.  und  IL  bilden  die  beiden  ersten  am  angeführte^  Orte 
aufgestellten  Sätze. 

Ich  föge  noch  folgende  Bemerkung  bei. 

.  Sind  M  qnd  N  relative  Primzahlen  und  überdies  JV,  eine  un- 
gerade .Zahlj  so  genügt»  die  Summe  zwischen  den  (i^cnzen  0=1 


im 

und  ö  =  — ö — zu  nehmen.*  Dehn  dai  sämmt^clie  Zahlen  3f,  2M, 

3ilf,...5  (iV— 1)  üf  nach  dem  Modalus  iV  iinglmche  Reste  lassen 

und  ..•....•:'..,  •    .     .     f 

—2 — ^ — -o — (mod-^  » 

so  bleibt  das  Product  d,e.r  beiden  Functionen  unter  ^em^Summen- 
zeichen  durch  Einführung  der  negativen  Werthe  von  6  ungeändert, 
und  man  hat  desshalb  auch  für  d^n  kleinsten  Rest  von  ^fSrden 

Mod.  jV  den  Ausdruck;  '.  ,        ,       .  - 

•  i 

/»\iV— ^ 


und  damit  auch 


2   ~ 

£     slnö-j^cotö^. 

JV 

1.1         v"     _._.2^« 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stelieri  ; 


zu  entwickeln,  wobei  wir  wieder  üf  und  iV  als  relative  Primzahlen 
voraussetzen. 

Zunächst  ist  klar»  dass  man  für  die  kleinste  Wurzel  der  Con* 
gruenz 

v.M^üT^O  (modA)>woD<iV 

nach  dem  Obigen  erhS^t: 

Setzt  man  für  v  nach  einander  die  Werthe : 

1,     2»     3.  ..  •     Vy 

so  wird  man  durch  Summation  diese^  verschiedenen  W|ert1ie\  d^e 
Summe  der  kleinsten  Reste  erhalten,  welche  durch  DiVisfoo^aer 
Zahlen  M,  2M,  SM,.„vM  durch  iV  hervorgehen.  Bezeichnen  wir 
diese  Summe  durch  jS$,  so  ist :  :    i     <^ 

...  ?  I     .   . 

Diese  Reste  i^ind.äftmmtlich  von  einander  verschieden^  ubd  wenn 
vzzzJV-^l,  so 'falten  selbige  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,....,ff-— l/ehne 


\ 
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RQek^leht  auf  Ihie  SieUttog ,  zu«Mnmeo.    Wen«  wir  desshalb  die 


PfiB>»|U4 


l,|g  ^--^^Z::la5u  nehmep,  um  die  Sumnie  aller  von  einander  ver- 
schiedeneo  Reste  zu  erhalten,  so  da^s- 

Ä    ■         ^      0  =  1  k=  1  ^' 

Die  angezeigte  Summation  nach  <f  iMußt  sich  jetzt  nach  dem 
Princip  der  doppelten  Summation  ausfuhren ;  denn  es  ist ; 

I  ■ 

Ist  nuD  iJf  eine  gerade  Zahl,   so  ist  für   alle  Werthe  von  k. 
cos  Si«=l7 .^«1  winn  man  noch  bedenkt,  da^s  allgemein 


^         '■ 


cosecj:  — tg2  +cotj:, 
so  ergibt  sich :  \  ,* 

AT^lf  1.  *=iV-l        '  \   n   ,     ^  Mtc- ' 

t 

Hiemach  ergibt  sich  aber  unmittelbar 

_10-litf_i^_      1      -^-^  cos*  Jtg*^. 

Ist  aber  ilf  eittfe'  ungerade  Zahl,  so  zerlegen  wir  den  Ausdruck 
unter  dem  Sumraenzeichen  so,  das's 

-S      cos*  -1^  )  cotÄ   -^^ n^jj^i 

*  =  1  i  sin  Ä.-jY^  I 


«  .2«  \     ^,2ilfjr       co»2Mk7tl 


*=  ^- ' 


2 


,(2A-l)-y 
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Unter  dieser  Form  erkennt  maii  sofort,  dass  der  Wertb  des 
Cosinus  im  ersten  «Gliede  der  rechten  Seite  l&r  jeden  Werth  von  ky 
=b<f  1  mxA,  dagegen  im  ziveiten  Gliederz— 1.  Da  nun  attg«mein 

cosee  ar  =  tg  rt  +  cot  o; = cot  x  —  cot  ar, 

60  ergibt  sich  nach  einer  einfacheo  .Reduction : 

*=r^-i          n  (     ,,Mn      cos  JUkjc 
'  2.      cotA;-sj  \  cotk  -j^ üf- 


sin£ 


N 


«  »    • 


=it-    ^^^  cot*-j^tg--^+     S^    cotCiX— l)^cot(2A— l)^., 

4 

\ 

Erwägen  wir  nun,    dass 

cot<2^-l)^=  -cotf ^ '-Jtc 

und 

cot(2Ä  - 1)^ = tg  (mN^  -  (2*  - 1)^) = tg(iV-(2X^l))f  J 
80  sehen  wir,  dass  ... 


und  damit : 


\ 


*=^-^     xf«'{       *r^^        COsiltt» 

,f,  cotÄ^      cotA-^--— ^ 

sin  Ä  -2y" 

=r-2        /    C0tÄ!?tg*^, 


it=i  N 

i 
so  wie:  \  f 

*      * 


k=: 

■ 

Alsdann  resultirt  sqrgleibh  der  3.  angeführten  Orts  aufgestellte 
Satz : 


/ 


IM 


*s 


iV—> 


iv«-i  iif  iv-1     1"— :? 


*8*7r 


Von  den  vorhergehenden  Formeln  können  wir  jetzt  Anwendung  in 
der  Lehre  von  den  quadratischen  Resten  machen.  Ist  nämlich  a 
eine  beliebige  Zahl»  p  eine  Primzahl,  so  ist  *),  wenn  wir  uns 
des  Legendr  eschen  Zeichens  bedienen, 

(^)=(-l)/'  (modp), 
wo  fi  die  Anzahl  der  Reste  der  Zahlen: 

a,  ^,  3a....  — T) — »a, 

■\ 

nach  dem  modulas/i,  welcher  >  Ip,  bezeichnet. 

Ob  a  quadratischer  Rest  oder  I^iclitrest  ist,  hängt  bekannt- 
lich nur  davon  ab»  ob  p  gerade  oder,  ungerade  ist»  und  unter  die- 
ser Voraussetzung  kann  man  setzen: 

Die  Zahlen  a  und  p  haben  aber  dieselbcA  Eigenschaften  wie  die 
obigen  M  und  iV;    nnd  es  Ist  desshalb : 

Daher  haben  wir  den  merkwürdigen  Ausdruck: 

(IV.) 


tgife— 


f),CUmpP9  Pi»t<il*l(l<HM»  arithmelicae,  Secl«  IV. 


'  I ' 


IM 

t 

Aus  Formel  Hl.  können  wir  jetzt  ohne  grosse  Mühe  ein  merk* 
würdiges  Theorem  herleiten 5  welches > Hehr  Eiseni^te^in  in  dem* 
sef^en  Band^  pag..  282.  aufstellt.  T 

Sind  joSmlich  p  und  q  zwei  ungerade  Zahlen  ohne  gemein« 
schaftlichen  Tlieiler.9  so  hanen  wir.  •    *. 


/ 


fei  ^    p'    :  8P  5^     te»      .   ,jj^      / 

und  hieraus  durch  Addition 

tgÄ-  tgÄ- 

Die  .heiden  ersten   Terme   auf  der  rechten  Seite, der  Gleichung 
lassen  steh  nun  auF<foIgepde  yü^eiiäegeben^;,  / 


Daher  ist: 


-.fc!.  fc^3rJ 


yJT  *     r  P*"^] 


1  r=*^-^>*?^is'    *=i(9-i)  *8*"5"/ 


tgA—  tgA- 

^    p  9 


E^  ißt' aber  hinlänglich  bekannt,  dask  Summationen  von  der  Fdrm 

2G(k9^) 
P 

zuerst  von  Gauss  %um  Beweise  des  Reciprbcitilsg^eti^s'flir  die 


quadratischen  Reste  benutzt  worden  sind  und  dass  seine  Ubier- 
suchungen  auf  einem  von  dem  obigen  ganz  verschiedenen  Wege 
ergeben  haben  *) : 

■ '  ■    • . 

?— 1 


I 


Fähren  wir  diesen  Werthin  unsere  letskte  Fbrmel  ein»  so  ergibt  sich : 


Bez^eichnen  wir  'der  lUirze  wegen  i  >    h 


:       t'.r 


■  I 


^    ;•■/'■•  i .  i  ;».  I       '       .   '  : 


(      « 


^P  ^  P  ^  P  :    .   .!         iP;     ; 


'I 


durch  FCos/jh,,  Ä9  lässt  sich  dieac^ ,  «/^nd^pbare  Eigenschaft  der 
Function  F  (^'jp)  ??***  zy^ei  Variabein,  wo'o  und/?  irgend  zwei  unge- 
rade ZafaleAohpe  g^eirischafUiclien  Theiler  bedeuten  j.  auch  kurz 
geben  durch:  -^ 


I 


• 


Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Iiebrer  ^n  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sili^feim  liei  midelftvi'g. 

Setzt  man  .  ,,      -' 

,  a-a:r)(l-a6x) (l-«fe'j;) .,..  in  |hf. ^=  .  v       -     ,  . 
(1  -  ex)  (1  — c6.r)  (1  -  cb^x) ....  iD  inf.     ^^'^'' 


*)  Ebendaselbst. 


SQ  ,lißff         I..»  i  .:..    .  'T    .'  .    . 

•      ^  — ^ ' .  f      •, 

J    '  V      ' 

(J -2^3  l^^3 '12+5 '122-fl2»  +  9'124'"—J 


V3 


l^     3  •  49  +  5  V W       7  V4{iy  "**  9  MV      '  •'^" 


Man  denke  sich  anf  einer  Ebene  eine  Senkrechte  errichtet; 
um  den  Fu^spiinkt  derselben  als  <  Mittelponkt  sMie  man  lo  der 
Ebene  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen  a,  6  seien.  Man  nehme  nun 
eine  gerade  Linie  und  in  ihr  zwjbi  feste  Endpunkte,  deren  Ent* 
feniung  c  sei  (d.  h.  konstant  ist):  d6n  einen  Endpunkt  lasse  mau 
auf  der  Ellipse  sich  bewegen)  wal^rend  der  andere  immer  auf  der 
Senkrechten  bleibt;  so  ist  die  Gleichung  der  durch  diese  Bevre- 
gimg  erzeugten  Oberfläche: 

*  ,  * 


7t 


j=sina:'fisinär-f  v^inSor-f-  ....  in  inf. 
für  j;>0  und  <tny 


Wenn  man  in  allen  Punkten  einer  Parabel  Tangenten  zieht 
und  voi|^^l9^i|pi^)kte  mf  eine  jede  eine  Senkrechte  AUt,  so 
trifft  efne  lede  aiieser  Senkrechten  die  zu  ihr  gehurige  Tangente 
in  einem  Funkte ,  der  in  einer  geraden .  Linie  liegt,  welche  die 
Parabel  an  ihrer  Spitze  berührt 


Wem  ,mau  in   dem   Dreieck  ABC   in  der  Seite  ^C  einen 

1 

Punkt  D  annimmt,  so  dass  AD=:—AC,  und  in  BC  einen  Punkt 

cc 

BC  ^  •'•    '  ••* 

E,  so  dass  BE=^  -—,  ferner  die  Linien  AE,  BD  zieht,  so  schnei- 

den  sieb  diese  .letztern  rechtwinklich ,  wenn 


^C*+ JBC*=(2««  -  2«+ l)^Äa. 
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Le^  man  durch  einen. senkrechten  Zylindet  mit  kreisH»miiger 
Basis  eine  Ebene  schief  gegen  diese,  so  ist  der  Durchschnitt 
eine  Ellipse.  80II  nun  diese  Ellipse  die  Fläche  p  umschliessen, 
so  hat  man  die  genannte  schiefe  Ebene  so  zu  legen: 

Man' ziehe  io  der  Basis  einen  Durchmesser;  an  seinem  einen 
Endpunkte    errichte   man    eine   Senkrechte  auf  die  Basis ,   deren 

Länge  =  j;^  Vp*~r*»*,   wenn  r  der  Halbmesser  der  Basis  ist. 

Den  Endpunkt  dieser  Senkrechten  verbinde  man  mit  dem  andern 
Endpunkte  des  ^Durchmessers,  durch  den  man,  m  der  Basis,  eine 
Senkrechte    auf  den    Durchmesser   zieht.     Legt  man   oun   durch  ^^ 

diese  letztere  Senkrechte  und  durch  die  so  eben  gezogene  Linie 
(nach  dem  Endpunkte  d^r  ersten  Senkrechten)  erae  Ebene,  so 
schneidet  diese  den  Zylinder  in  der  verlangten  Ellipse. 


.^2 äT3  unendlich  gross,  wenn/'(ar)  eine 

ganze  Funktion  von  x  ist. 


»■■■ «— i 


i  /»«>Wifl.    •v^'"«^-«>f^ 


Für  a=l  folgt  daraus   /       |  ,      ,    g=z=^w-g-,  .wie  bekannt ^ 

t  .....    « 

V    , 


Ueber  die  Summe  ^    s^iox^+bx^y. 

•      ••       •  •         "   '  ■■  .    . 

Setzt  man  in 

für  y  die  Werthe  ^i,  x^^.^^.Xm»  so  ergiebt  sich  durch  Sumniining: 


y=fn 


wenn  man,   wie  gewöhnlich, 

< 

setzt^.. 

iS^tzt  man  bieiin  abermals  it?f=7ari,  x^9..,.Xm  und  summirt,  so 
ergiebt  sich 


HO 


1 1 


I 
I 


Nimmt  man  die  Summe  im  ersten  älieide  so,  dass  man  den'  Fall 
wnsmer  ans^qUie^stj  indam.o&r:^  .wird,  ä^.findet\sich:        - '  *  ^^ 


.  t 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  fiir  a;=zj6=:li 


.  1 


•  I  • 


-----  •...»!- 


lit  i .  --^- ^ >^f l(Sry 


Der  aiiveite  Tkeil  hört  auf  mit  i .  — rr- — ^^= ^(5r)«  oder 

r(r  — 1), — '\T/ 


2 


\>  I 


i$r-|  5r-f  19  jebachdem  r  gerade  oder  ungerade 


1.2....  ^_j  .        2 

ist 

Einen  ähnlichen  Satz  leitet  man  ah  /ur.a= — 6=1. 

Bekanntlich  kaiin  nian  S^,  S^^,...Sr  durch  die  Koeffizienten 
der  Gleichung 

a:"»  +  01^:»»-^+ «a^»?*-«  + .... -f- am  =0, 

wenn  ihre  Wurzeln  ari/a:^,....,Xm  sind,    ausdrucken ,    vermittelst 
der  ^rQ^Rieln:;   ,  .-.      .       .'■•,.  ...,•..•.■•■    •^   .1. 

«1-1:^1=0, 

Ist  r^m,  so  ist  Or  und  überhaupt  alle  Koeffizienten  dp^  tUt 
dle9>iny.gl6ichNaUzu  i^etzen,  und  es  wird  ^letit^'didr  obigen 
Gleichungen:  »  ♦•'   -  '*  i  »• 


'.    I       . 
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Da  die  Gleichung  <    .     :  .  . 

auf 


•   t 


I. 


faroausläuft,  so  sind  also  Oiy..«. am  bekannt^  tnithio  auch  Sit.,»,Sr, 
und  SQinU  kauD  die  obige  Doppel^umme  berechnet  werden. 


Vpn  dem  ., 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch  '     ' 

an  der  UniTersität  zu  Jena. 


Lässt  sich  auf  elementarem  Wege  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

1.1 

Ifl 


T*  T  ^  T  •>  T"  ••♦..•  +  ^^ 


1  1^1  J    1 

worin  nit,  tn^,.,.*  wie  gewöhnlich,  die  Binomialkoeffizienten  bedeu- 
ten,  nachweisen? 


.  Eine  der  interessantesten  Kurven  höherer  Grade  ist  diejenige^ 
welche  durch  die  Gleichung  ^    / 


»  •  •    • 


cbairakterisir^  wird.     Sie. besteht  aus  vier  Zweigen  und  kann. unter. 
%     Umst|lnileA\gan;E  in  einem  endlichen  :tlaume  enthalten  sein.,     Die' 
Fläche  eines  Quadranten  von  ihr  ist 


4 


und  MuU.  im  Gegenfalle.     Man   wünscht   eine   Diskusfaion  jener 
Gleichung  und  Begründung  der.  angeführten  Quadraturf.., 


*        • 


Eine    Curve   sei    auf  rechtwihkliche   Coordinaten   bezogen '*)! 
OM=X9  'MP=y\   im  Punkte  P  sei  an  dieselbe  ein6  Tangente 


*)    Die  entipcechfode  Figur  wird   oifta  »eh.  «ehr  leicht  eelbst  ent.-. 
vcrfcn  kdanen. 


■i  ♦ 
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ST  gelegt,  H^etcbe  'die  AbsciBseoaclis^  ui^^  ^cfanetd^n  muge. 
Zwisäen  den  beiden  Winkeln  MOP=:zo}  und  MSP=za  wird  nun 
immer  eine  gewisse  Relation  statt  finden ,  die  ßlr  jede  Cunre  eine 
besondere  ist;  ken»t  m^n  aber  umgekehrt  diese  Helation,  so 
muss  sich  daraus  die  Gleicliuns  der  Curve  bestimmen  lassen; 
man  soll  nun  einß  allgemeine  Methode  angeben »  mittelst  deren 
aus  der  Gleibung 

jederzeit  die  unbekannte  Gleichung  der  Curve  abgeleitet  werden 
kann.    Für  /l[(ii>)  =  4(0  findet  man  z.  B* 

wobei  r  eine  willkührlicfae  Constante  bezeichnet ,  als  Gleichung 
der  Curve>  und  die  letztere  ist  demnach  ein  Kreis^ .  wie  sich  vor- 
her sehen  Hess. 


.i 


m  i  s  c  e  1 1  ie  D. 


,  .\  . 


'äteiuheil's  PÄs^sagen-Prisma. 

(Aus  C.  L.  V.  Littrow't  Kalender  für  alle  Stände  1847.)' 

Plossl  hat  dem  Passagen -Prisma  die  hier  mit  den  halben, 
Dimensionen  der  Wirklichkeit  ersichtliche  Gp^talfgfgeben:  (Siehe 
Taf.  n.  Fig.  6.) 

Das  Prisma  a  liegt  mit.  seinen  ..^aqien  .  fj3r  mittlere  Breiten 
nahezu  der  Weltaxe  parallel,  und  desieü  Befle6Lion^fläche  steht  im 
Meridiane  oder  demjeiiis^eii  Vertikalkreiäe/  in  ^^Ichem  man  zu  be- 
obachten beabsichtigt.  Das. drei-  bis  viermi^l  ve^grussen^de  ,Feri|- 
rohr  b  bewegt  sicl^  m(tteUf,des  Bügels  c  in  der  Reflexicinisebene 
des  Prisma  aur  utid  ab.  Zuviel qh  ist  dieto  Reflextonsebene|paraI- 
lel  zur  Säule  rf,  welche  wieder  senkrecht  auf  der  ^  oberen  Flilche 
des  Gestelles  e  befestigt  wird,  so  dass  das  Horizontalstellen  die- 
ser Fläche  e  sofort  auch  dem  Prisma  die  richtige  Lage  in  einer 
Richtung  ertheilt;  zu  diesem  Behufe  ist  das  eine  der  beiden  Füss- 
chen  f  auf  der  Ocularseite  des  Instrumentes  zum  Höher-  und  Nie- 
derschrauben eingerichtet.  In  der  anderen,  auf  lene*  e^ste  per^ 
pendikulären  Ricntung  wird  das  Instrument  zuerst  durch  VeHäclile- 
oen  auf  den  Ffisschen  /  rectificirt,    und,    wenn  auf  diese  Art  die 

fewünschte  Lage  bereits  beiläufig  hergestellt  ist,  werden  diese 
usschen  in.das.^d^zu  bestimmte  Piedestal  unverän^4^r)iclj  eioge- 
Ifuisen.  o^ex  sonst  fii;irt,  und  die  nun  noch  nuthlge  C^^ectioii  mit- 
telst der  Schräubchen'^,  die  einander  entgegen  wirken,  bewerk- 
stelligt. Die  Bilder  sind  bei  der  Vollkommenheit,  durch  welche 
sich  alle  Arbeiten  des  Herrn  Plussl  auszeichnen,  ausserordent- 
lich rein ,  und  ihre  Berührung  mit  grosser  Sicherh^t  zu  beobach- 
ten. Der  Preis  des  Instrumentchens  ist  der  des  Dipleidoskopes : 
25  fl.  C.  M. 


•  : 


treber  das  Blektron  der  Alten  imd  die 

prakUsdieBedeiitiiiiir  alteitliltiiillclier 

Haturwisseiischiiflt,  namenlliclt  der  . 

symbollsclten  Hieroirlyplie,  für  die    ' 

neuere  Zeit* 

,.  •  .,  •         ■ 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  S.,  C.  Schweiggar 

an  der  UnWenität  sa  Halle. 
'     'i    -  Fof  taetsuag  vod  Band  IX.  S.  m--*i48. 


III.    Uebejr  die  praktische  Bedeutung  des  bisher 

Di^rgelegten. 

<  Wer  das  Mitgetbeilte  mit  Aufmerksamkeit  gelesen  hat«  sieht 
si^gleich,  dass  es  sich  wirklich  hier  nicht  blos  handelte  vom  Elek- 
Ufoh  der  Alten.  Das  Dargelegte  i^  Tielmehr  ganz  geeignet*  mit 
Beziehuiiff  auf  dte  Mysterien  und  die  damit  zusammenhängende 
Svbst  und  Poesie' des  Altertfiums,  zu  deren  Musterbildern  fovt«' 
während  unsere  Schulen  aufblicken«  neue  Gesichtspunkte  dantU' 
bieten»  welche  sehr  verschieden  sind  von  den  bisher  aliein  geltend 
gewordenen  Ansichten.  Denn  wir  sahen  (Note  19),  dass  wenig* 
stens  einige  Mysterien  (worüber  beiden  samothraciscben  nur  eine 
Stimme  im,  Alterthum)  offenbar  von  naturwissenschaftlicher  Be- 
-dentung  womn  und  mit  symbolischen  Hieroglyphen  vorhistorischer 
Zcfit'OAiirii.  zu  II.  3.1  und*  Note  23)  zusammenhingen.  Diese  sym>- 
hdlsohen.  Hieroglyphen  (analog  der  geometrischen  Zeichen* 
•prac^e)  bieten  durch  ihren  streng  wissenschaftlichen  Gharaktet 
eunen  Faden  der  Ariadne  dar,  welcher  mit  Sicherheit  leitet  durch 
das  mysteriöse  Fabellabyrlnth.  Dagegen,  wenn  man  bisher  bei 
allen  alterthfimlichen  «Studien  allein  sich  verliess  auf  die  'schrift- 
lichen Ueberlieferuiigen».  und  sogar*.  Im  Sinrie  der  grammatischen 
£x^gesev  wörtlich'  auffassen  zu  messen '  glaubte ,  was*  räthsel hält 
(eiaeii -Ausdrucke 'S  trab  o*s  gemäss)  gesprochen  war:  so  musff- 
4en  Vitium  Gegentheii-  uns  tiberzeugen  (Note  3.  '6.  12.  23  und  24), 
dMs  äieiBe  aclmftKchen  Ueberlieferungen  in' allen  mysteriusen  Dtn- 

Theii  JL.  8 
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en  (denen,  wie  allgemein  zugegeben  wird,  die  alterthOmliche 
kunst  und  Poesie  sich  anschloss)  ^ar  keine  Erkenutnissoaelle 
sind.  Was  von  dem  in  den  Mysterien  kreis  hineingezogenen  Elek- 
tron und  von  der  zur  Verschleierung  der  Art  seines  Vorkommens 
ihm  angereihten  Fabeidiasse  gesagt  wurde,  das  vermehrte  blos 
die  Beweise  für  diesen  Satz,  der  schon  früher  durch  eine  Reihe 
von  Thatsachen  nachgewiesen  war  in  meiner  Denkschrift  zur 
Säcularfeier  der  Universität  Erlangen,  welche  umständlich 
handelt  vom  Verhältnisse  naturwissenschaftlicher  Myste- 
rien zur  Litteratur  des  Alterthumes.  Je  durchgreifender 
aber  die  Bedeutung  ist  Jena  rt»iflhec  zu  ivenig  beachteten  alter- 
diümlicheu,  von  den  MystelrfeiT  ausgegangenen  Beschränkung  der 
Schrifhy räche,    desf^  jrmehr  ist  ^  es  ai|(T4llepdg|.  dass,  bisher  Kein« 

m  gte^s  *hi*  Ä|M^ .  bIo||  <äi|«Jm«m.  p|f  f  ^p^ 
Daher  mag;  es  nun  gut  sem,  einige  Worte  von  oem  tortaauern- 
deii  Ein  ansa^^s«  spteÜkeii ,  urädieli  }feiA^M^fiemä  »i^'iMer- 
thumft  mit  ihrer  üierogjlypk^nsprache  (ich  jaahHS.jtrchtrdA«  J^one- 
tische,  weldier  allein  man  gewonnt  Ist  AdtmefßsÄmkert  zu  schenken) 
noch  auf  die  neuere  null  Uail^st^  Zett:.  ildlen.  Und  dazu  fordert 
mich  der  Charakter  der  vorliegenden,  die  höhern  Lehranstalten 
and  namentlich  die  Bedürfnisse  der  gelehrten  philologischen  Schu- 
len unsers  Vaterlandes  ssnnächst  Ins  Auge  fassenden  mathematisch 
physikatisdheii  Zeitschrift   noch   ganz    besonders  auf. 

1.  Nur  einen  Blick  darf  man  werfen  auf  die  Geschichte 
der  Mathematik^  um  sidk  zu üben^eogen^  ilaws  Pfta^to  und  seine 
Schule  auch  in  mathematischer  Beziehung  einen  bedeutenden  Ruf 
habe,  und  zwar  durch  Lehren,  wovon  nichts  vorkommt  in  den 
Platonischen  Schriften «  welche  vielmehr  zu  denen  gehörtep,  wofiiber 
er,  nach  seiner  ausdrücklichen^,  Erklärung^  irie  ^bbreiben  trollte, 
eben  weil  sie  akroamatlsch  '(nacbMeni  Ausdrucke  der  Myste- 
rim),  d.  H.  nur.  zur  mfindliekai'  FtirtpflanBiiBiff  htfsiamml  .%»iiren; 
utid  worauf  lAch  also  offenbar  Platd's  so  vM.hesBfBAmnßi  offf^^fif 
doyu^ja  bezogen»  deren  Aristoteles  in  seiner  Physik  «iIvfiM^ 
uQd  zwar  da,  wo  er  vom  Raum  redet.  Eb^n  mit  jMiJcheiiiBduroH^ 
joatisehen  Lehren' hing  diese  ganze  Physik  des  Arlstotdi^^ 
am^aiimen,  von  wefeker  er  selbst  sagt»  dasis  sie  eiim  heranagiiser 
heue  und  zugleich  nicht  herausgegebene,  in  absichlficiM«  Uwwei 
gehüUte,  nur  seinen -Zuhörern  verständliche  Schrift  seL  Und.d^ 
auch  die  Metaphysik  des  Aristoteles  (der  Physik  erlch  anscUieisk- 
send)  einen  äoiDiieheii  Charakter  hat:  «o  muss  ei^.mit  Wehmuth 
erfiillen,  zu  sehen,  wie  eine  neuere PhHosophie  die  AristQteliüefae 
dunkle  Schreibart  nachahmt,  zu  welche^  der  griecfaiache  Philosoph» 
weil  er  ledi^litb  för  Mysterienkundig^>  auf  ^ne  nur  andetiteMe 
Weise  schreiben  woUte  und  durfte,  ^emilthi^wardureh  de^Dimk 
der  Zeit.  —  Man  i^lehtnun  ^bon>  dacts  d»  Sache  hedle«lfMän 
wird  gerade  för  unsere  in  mehr  alaiwiner  fiei^hung  durch  eisMni 
zweideutigen  Charakter  sieh  auszelbhnendeJSeitpertode.  Und  daito 
reihte  sich  in  jeder  Denkschrift  folgehMie , ,  mBäefast  Ar  eine  nalutf- 
wissenschaftlicfae  Zeitschrift  geeignete  ^eilracktniig:  „Im  Altei^ 
tfaume  trat  jener  mysteriosefi  »cfareibart  4heß  fihrwiliseiie  Diagtij^ 
dereh  die  gan2e  Pytbaff^oreische  Sdiuler  und" laeren  audi  Pinie 
und  Aristoteles  sich  bedienten,    die   den  Myaterien-  veifhMwte 
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wovr  ammem,  me  neaeuieooscen  in  tue  iTiywsriea  aoetgagaoi 
mtm  Satunkabibtätva  mit  den  alltäglichstert  Dlagen  bo  vernidnf 
mdi  ri*  daveb.eiBe.  pltnripe  mechsnUüfae  Außaasavgaweü)«  su  ^ 
fcninn.     Ünvark«nnfaar  tht  t.  &.  du  Baatreben  d«B  Lucrez,  c 


EpikoratedraSelHila  «itgcfce»  i^t.jfareK  atomüitiacheu  Syctm, 
ilfdvf  Afaieht,  dio  bedfeuteodsten  in  die  My«t8rtea  übe^flgange- 
M...     L_i__L^i_-  _.i  .1         ii.„_i._t^-^     !,__._    _^   verni«nf(en 

.  _,  den 

Mlb«t  in  IfnrptluheD  Tanpebi  {man   leiw  Claadian's  ldylle,wtf 
d*n  MapMt)    eiae  Isn  bedeutende' Rolle  spielenden  Munet  berabr 
auiflbea  and  MJnel  .wDnderv'oMen  WitbtiMpen,  Atien  Bedeutsamkrit 
er  gar  it-ohl  f{lUte>(wie  eeiiie    itrbriiien    »of   die  SantothraciMbaB 
«iseriMa  lUage  eicb  beziebeBdeii  Veree  betreisen),  anziir4äb«A  u 
die  trivillaten  Dinge.     Ja,   sein   Haa«    KCRen   die   Tyrannei,  .dar 
Mysterien  ging  an  weit,  das»  er  ihn,  durch  feidensckädllichc  Vst- 
blendune  verleitet,  selbst  auf  die  damit  zueammeiihSngende  Astro- 
nomie abertruff,  und  im  C 
aus    atomis tischen    Feuer 
einen  neuen  Mond   an    >e 
2Uä am menfli essen  lassen, 
bämpfenden  Standpunlcte 
arge  Geistlosigheit  des  al 
dazu  sa^eu,   wenn  neuer 
namentlieh  unsere    Tfunde 
thuo»" 

Dei^leichen  IKnge  aber  will  man  niebt  aem  2Mt  Spracb«  )c*tft- 
mca  busen,  weil  daran,  mit  Beübung  auf  neuere  Cbemie,  mnIi 
•!■  viel  sdilrferer  Tadel  der  Impietfit'')  gegen  den   Bt^cander 


■■)  iil^a  tibi  *(i  w«lt,  diH  Ann  tellol  dik  OMchtik*  ni  entiHtlM 
««TMChl.  EIMm  Jnillnder  >llti«,  -wl*  Baoia*  (ihr  ftbrl^a*  kl«  cialgei(t>- 
rcickir  Blum  da*  aMmiiliMhp  8^roai  veiliölul)  luiui  •*  anf  Bn iif li»l Jlp»^ 
^r#cfce*.  irtwi  n-  imgilcitst  im  kIo»  YArlreSliwhcti  Fhilotopliie  d«|r 
Chemie,  £.  181.  aai  tSS.,  in  der  Art  (ich  übet  ßichier  audritkli 
„Hlckiai,  ein  Chsniker  zu  Berlin,  warf  dadarch,  Jaw  er  anaeimachic 
Facta  mit  nUreichrn  lliearatiichen  Itrlhamern  itrmiichlt ,  vi«!  Dankel  anf 
die  Fragen,  welche  Wenaet  aarznklären  btgaimrn  IiatI«,  Man  bann  da* 
Baoplrnultat  meinet  Ualsriuchun^a  In  WenigWolIs  XosammearHitea :  «■ 
iai  daitelhe,  zn  dem  Weniel  gelangt  war."  —  So  lange  Waniel  and 
Richter  lebten,  i*t  et  keiaem  Memchen  einKerallen  xn  behanptea ,  dau 
•t*terar  ntn  «ine  AiiBnagiler  Hlch  le  riehen  itSchiomelriKhan  GeteK«  ftdiahl 
kabSf  am  veni^eB  wiirc  lulches  dem  ahrlichen  iind  KAniMCaliHflaDiWaB- 
>al  Mlbit  tängefaUcil.  Wa*  darüber  »  aogen  rar  Rrchl fertig aog  Ricblei>a, 
hat  ichon  Haaa  laf  eine  der  Wkhrheit  geirtve  Weia«  nu^ei|>TOch*n  im 
cinn  ^nz  iw^tkniX»)^  (aut  Beödiiiog  auf  die  angeführt*  Pltilotopbie  dw 
Chemie  -vaa  Db^ai)  frauüaiich  geaehriahencn  AbkaDdlBn«:  SaK  lea  tn». 
Tiux  de  J^ri.Mis  Banjaitil*  Richter  par  G.  H.  Hett,  diacourt  prv- 
■•■cj  i  W  ■BBQ«e  ^uHiqaa  de  l'Aoadamie  den  Science*  de  St.  Peterabnarf  tm 

80.   De«.    IJHOi    >roTan«,    Kehrend  c*  *tch  um  Kbremrettani;   ainc*   Ifc * 

wie,  Richter  kaudflle,  dock  nar  ia~  einer  einxlgea  deutaobea  Zelliclirtn,  im 
isMrs.  r.  prakr.  Chan.  1841.  Tot.  Si.  p.  430—438,  ein  Anaan.:;  -ülg«- 
ikeill  iat,  if  >U«hl  einmal  bciäekjichtigl  ward«  loa  nauerdinga  bei  dm 
ar*cbieneB(D  Lehtbüchcra  de«  G4tiil>icli(e  der  Clitmi*  und  Slöchionuitii*, 
«c«ia  die  tdo  He»*  iride)le|[tea  Un«alirKcatga  wledcrkall  dnd.  '  Aber  aoeh 
>ieU*  ist  ar  Ehre  Aich,ler>i  Atta  belanCÜKaa,.  wa*  Bea*  aaF  eiae  bSslul 
.•OhlbMa  Wci*»  aaagu^oclaaa  hM.  Die  *«rbargeo»n  and,  wie  *ehoa  Wal- 
l«a|BB^enronhob,.  Mit  den  äUartii  cheaiiieikea'  Analj*n  aatercäibaraa  and 
daher  T«a  niemanden  anch  nni    geahnelen  Wahihailen,  wetahe  dteaer  badea- 
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&n  StlicMMWtrle',  g«(M  dm  «bm  n  gewtiMhikaftni  Eiperiasn' 
tator  «Ib vrahren  Nätorphilosspheo ,  ^gen  Richtet  sieb  ~~"~'^" — ' 


iMlcher,  Kfthreiid  die  Pyttagoceer  ( wie  es  sdi^t  vorbiatorteclMf 
"  la)  blos  in  dnikeln  AnsdrüdDen  von!  der  Gon 
-,,  lörper-  .  - 

€erreepooden£  wiitUcb  irtreng  aachgewiesen  ;    dabei   «uofa  whon 


UeberHirfenins  cemSsa) 

reapondenc  cfer&Grper-  and  Zatiiea- Welt  iiprKchM,  dne  c 
€erreepooden£  wiitUcb  irtreng  aachgewiesen  ;  dabei  «uofa  i  . 
Reihen  anfziifinden  bemSfat  (trie  man  »ie  immer  Tonuubetsen 
■US,  wo  von  Natiirzahlen  die  Rede  ist)  olme  liei  «einer  «trang 
iiBthemati sehen  Behandlung  der  Sache  jene«  atomistiachen  System« 
MH  hedOrfeit,  welcbea,  wie  gesatrt.  im  Altorthuiiie^u  entschnidinn, 
r  Zeit  aber  blos  eine  Erfioduns  der  Eitelkeit  war   (siebe 


.  _    (siebe 

J»sr».  t:  Ch.  u.  Phys.  B.  53.  S.  09.  Note). 

ich  einfluBsreichere  Dinge  auf  Xieben  nnd  Wisaen- 
;h  dar  bei  Gelegenheit  meiner  ersten   kurzen  Mit- 
'    Elektron    im    Journal    FSr    praktische    Cbemle. 
nlich  in  seiner  auf  den  Bernstein  sich  beziehenden 
idlung    (im  zweiten  Theile  seines  Mythologus) 
ondeTbarkeit  zn  erklären ,  wie  eine  Metallmiacnung 
Silber    im    Altertbume    denselben    Namen   erhalten 
1  man  dem  Bernstein  gab,  ganz  im  Sinne  des  to^- 
;n  grammatiscb  exegetischen  Princips:    „Der  Bern: 
stein  und  das  ihm  ähnlich   glänzende  Metall  kCunen,    so   wider- 
•innig  nns  aneh  das  klingen   mag,    für   einerlei  gegolten  haben. 
NSmIich    in    jener    Zeit    'einfacher    ErfahrnngskenntRlsss 
konnten  Dinge  ftir  einerlei  eelten,  die  in  gewissen,  f^  die  Siboc 
und  den    GebTauch    wesentlicheren    Eigenschaften    übereinkamen, 
wihrend  sie  in  andern,    die  dann   lilr  Neb  enumstfinde  galten, 
«ehr  Terscbieden  sind."    Wie  weit  Bnttmanu  mit  Bezishi^g  anf 
die  hier  bezeichneten  „Nebenumstfinite"  geht,   zeigt  die  dem 
^rerigen  Abschnitte  vorliegender  Abhandlung  angereihte  Note  21.  — 
Er  wnndert  sieb  selbst  darüber,  das»  ein,  was  er  mit  Recht  her- 
vorhebt,   „sehr  sachkundiger  Mann",    wie   Pansanias   (dessen 
gknz  klare  Stelle  Ober  Elektron   er  misWeutet) ,    babe    festhalten 
können  an  Annahmen,  die  er  als  „uns  tvidersinnig  klingende" 
bezeichriet.   .Wäre  es  möglich,  dass  ein  Buttmann  ineinerwirk- 


Intde  ArcanlK  in  dw  Bnliaar  FunelUnfAbTlk  (nra*  erio  andrarBcilclHiag 
Mlli*t  fei  dis  Akadmii«  der  HiBplaUdl  war,  woria  er  Ithu)  aaagetpTOchaa, 
w^nlcs  i^orirl  t*H  vihrcnd  teiuer  fanKo  Lehcinpeiiode.  Um  M  graatev 
U(  die  lüplel»,  w«fiii  lelB  hohe«  Verdiert«!  nrkannt,  oder  anr  i;ii>f  vug»- 
rächte  ATelae  geatbralltri  wird  «o^ar  nach  aelnam  Tode.  Victitithb  jollte. 
••Ihtt  di4,  «a>  der  aliMam  Siehcnd*  wohl  feahnel  nad  htfonaoa:,'  ^ati«t  tÄ^ 
«oUendct  galauea,  gehörig  gswürdi^l  wirdea.  Und  dazu  gAürt  a^Me'titliÄ' 
4er  ZnianmgDhang'der  Chemie  mit  kotmiKhen  Baiiriia^;an ,    iitd*m<4<gt)Mer 

-dia  Reih«  dea  Ahetandea  der  Plsneien  von  iei  »oDse'  all  «ioan  Ata«ii««»V  dW- 

.Wahlaniiehfliig  HaffaBale,  iIibd  daram  Khallelia  ReUieaguaise  dar  \\iiktiA' 
(ietanng  nnrer  irditcheu  K<>r|iera  Batiu finde a,  und  dadoTcb  aofhat  noac  Vm~ 
aohuiiger.  in  gcwiaten  Kraiaen  herbeicurnhreii  hemüht.  I4a«aBlUch  ia  npsaaii 
'ra(;aa,  wo  jene»  Relhengeaeii  onter  den  Plaatien  (da«  «flt  alkrdlaga  an  die 
!■  ihamiachao  Zahlenreihen  ao  oft  vorkommende n   M«ltlfU  tölt  ilrei  «e1b<- 

.■•rt)  nn*  üliw  den  Oraain  hlnanaseruhrt  hat,  geiieait  ai  »tch,  totchw  (o  ar- 
wühneu,    waa    gtas   in   VargaMtaheil  (ekortnaa,    aber  uÜUM  alt   «Uri   dar 

<ga)>mlGlUten  Idaen  lianidiiat  wntilelin  Jo^th.  d.  Oken.-v.  I'lik«.' tSSS^ 
n  .nA     A    oaa   'a— ^  .      .  '.  . 
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lidi  liiit  grottner  SpnrMt  und  6«lehr«ltnikeit  gesebriebeften  Ab- 
hiodliiiig  un8'8ol4:be  Diiige  sagen  kooDte,  weoo  nicht,  diene  Be- 
frewkbing  mit  d^m  .Widerninmgen  einigermasneA  wenigsteiM.  der 
Tendenz  entapräcbe  einer  gewissen  Art  phlldloeischer  Vorbildunf^? 
D^n  ganz  specieU  gab  die  gewöhnliche  Ansicht  der  Mytholwie 
Veranlassung,. dass  man  die  edelsten  Geister  des  AltOTtbums  be- 
tangpn  glaubte  in  lauter  Unsinn»  und  gerade  diese  Befangenheit 
als  den  Charakter  beseichnete  der  Rainen  Nataransohauung  jener 
als  Vorbild  fflr  alle  Zeiten  geltenden  alten  Poesie.  So  z«  %.  entr 
halten  die  so  sahireichen  ^llen  der  Dichter  von  den  Dioskuren 
noidi  der  gewöhnlichen  (keine  Notiz  von  ihrem  Zusammenhange 
mit  «JrmboUschen  Hieroglyphen  nehmenden)  AuffiMsungsweise  der- 
selben» nichts  als  Widersinnigkelten,  welche  man  dennoch  lange 
cenQ|;  als  klassische  bewundert  und  zur  Einimpfung  einer  äbnlicbev 
klassischen  Bildung  benutzt.  Solches  ist  durch  eine  Reihe  vo^ 
Bc&5|Nelen  nachgewiesen  in  einem  ganzen  Capitel  meiner  Einlei- 
tung In  dIeMythologie  auf  dem  Stanapunkte  der  Natur- 
wissenschaft S.  286— -326,  und  dergleichen  Beispiele  kann  ich 
leicht  um  das  Zehnfache  vermehren»  umdarzuthun»  welche  Wid^r- 
sinnlgkeiten  entstehn ,  wenn  sich  die  Philologie  von  der  Naturwis^ 
sensdiaft  trennt.  Selbst  die  vorhergehende  Abhandlung  über  das 
Elektron  der  Alten  vermehrt  die  Beweise  daftir.  Und  doch  ist 
leider  diese  Abtrennung  der  Philologie  von  der  Naturwissenschaft 
neuerdings  zur  ailgenieio«n  Sitte  geworden.  •—  Wirklich  aber  war 
bei  der  specietl  in  einsehen  Zeitperioden  sich  geltend  machenden 
gelehrten  Bildung  die  vorh<Srrsdnend  werdende  Kälte  und  Abnei- 
gung gegen  Naturwissenschaft  stets  das  charakteristische  Merk- 
mal obscuräntiseher  Zeiten«  Anerkannt  auch  giebt  es  eine  Auf- 
CBMSuo^wietse  der  Mythologie»  welche  mit  dem  Obscuraotismus 
Hand  m  Hand  geht  ( das  Heidenthnm  christianisireod  und  da^ 
Christenthum  ethnisitend)»  und  welcher  eben  darum  eine  tationa^ 
listis^he»  d.  fa«  wissenschaftliche»  an  streng  physikalische . Hie- 
roglyphen sieh  ataschliessende  Be^achtungsweise  der  Mythologie 
besonder^  veihasst  sein  moss. 

Zeitgemässi  würde  es  daher  ^ein»  wenn  nun  endlich  ctmnal 
znnftchst  wenigstens  dib  Physiker. 'und  dann  auch  die  Philologen 
mit  deir  alteh  8ymh4>lis€hen  (d.  b.-  streng  physikalischen)  Hiero- 
glyphe sich  befreunden  mochten,  nachdem  man  zwanzig  Jahre 
umg  die  Sache  (welche  man  mit  Gründen  hätte  bekämpfen  müs- 
sen, wenn  sie  gefllbriich  lidiien  fiir  den  Ruhm  der  neuern  Zeit) 
nieht  eimhal  zur  Prüfung  gelangen  lassen  wollte.  Nur  das  Studinm 
der  phonetischen  Hieroglyphe  schien  Aufmerksamkeit»  Untet^ 
Stütsung»  Forderung  zu  verdienen»  obwohl  diese  phonetische  Hie- 
tMljrpM»  ihrer  Natur  nach»  ungeeignet  ist  zur  Darlegung  eines 
WMsensehaftlieben  Satzes,  dergleichen  man  auch  darin  nodi  nicht 
an%^^^^  ^^'  Vielmehr  liegt  offenbar  etwas  erkünsteltes  In 
einer  Hieroglyphe  )•  weicher  eine  Wortsprache  zur  Grundlage  dient» 
und  deren  Sunst  allein  in  schwerfälliger  Bezeichnung  von  Buch- 
slaben besteht.  Dagegen  konnten  wir  in  einer  lediglich  auf  die 
Bedeutung  des.  Wortes  electrum  sich  beziehenden  Abhandlung 
selbst  philplckgiseh .  eine  symbolische  HieroglTOhe  benutzen.  Denn 
der  aut  dem  gewöhnlichen  Standpunkte  der  Philologie  gani;  wider- 
sinnig scheinende  Satz:    electrum  appellatum  quoniam  S6l  vöca- 
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his  Sit  el^etor  (irelchen  PlMiiis  rcUit<  alMrichtticfa  iMrvortebt  ifaif 
BeEldbuDg  auf  eineRdhe  namhaft' gemachter  «nd  als  dieAVo^lrite^ 
hehsten  bezeicfhnetefi  DIehter  des  Anerthuais) ,  dieser  <Sata  bMNnir 
iD  0€f)ner  itaturi«^}i(s«iMeliaftMchen  Bedeutsamkeit  verstandlich  Mniaeht 
irerden  durch  ein#  alte  sirnivolle  symbolische  Hier<>gHphe»  n  deneti 
Oeist  jene"  Dichter  sich  aiisdiräcicteD  (II.  6.  und  ß.  Ann«)«.  >Sfi 
weit  9&et  ffin^  tn  dsh  phiisi^gisdieii  Schulen  dtcr  Befreundnnr 
inil  Jenem  Widersfiini^en'^  worron  Bnttmann  red«t/  und  weioheiB' 
allerdings  die  phonetische  Hieroglyphe  sich  nafae^eedug  anschUessl^^ 
dass  man  getadeeu  die  Hingehang  an  dM  TramtloAelle  imd  <dft0 
kladlich  glättfolge  Nacherz^hinng  alter  sinnloser  Fabeln  ^  als  4«« 
Charakter  der  piMkiitasveretchsten ,  ^tM^ernttm  Poesie  beMicbneii«; 
Biese  Ansicht  empfahl  sich  durch  ihre  Pomdarit&t  und  ksnnte*  da^ 
her  leicht  allgemeinen  Beifatl  finden.  Ja,  sie  fand  ihn  in  so  luphewi 
€^äde,  dass  sie  wesentlich  mit  beitrug  zur  H6rbeifülkriin||i"der 
Wiiren  unserer  Zfelt.  —  Denn  nur  allsn  willkommen  ist  es;  dei^ 
EStfelkeit^  ^fetrel<!h  und  poetisch^  sich  anzustellen  bei  dem  Ana- 
sprechen  von  Unsinn,  womit  man  TornehmthneDd  sieh  dem  tlassi« 
sehen  Alterthura  anzuschliessen  glaubt.  Ans  dem  in  Yorheree4eDN 
der  •  Abhandlung  dber  Elektron  Dargelegten  geht  aber  tMaMfe». 
hervor,  dass  die  altertHmfichen  Schrirtsteder  mit  der  Vy^amei 
der.  Mysterien  zu  kämpfen  halten^  welche*  (wie  wir  iKilielies  nobH 
heut  zu  Tage  bei  der  Astronomie  derBrahminen  Indiens  rwr  Axtäem 
haben)  die  bedeutendsten  Dinge  blos  akroamaitisdi,  d.  h.^ndmmeh 
den  Eingereihten  mittheitten  -mit '  Ausselrkiss  der  iSebrifhiprlNshei^ 
damit  sie  ja  nicht  volksthitmll^^h  werden  mOehten-^).'  Schon  idarhi 
also  musste  eine  Quelle  der  Begeisievnngi  Heg«»^  in  derPoesHi 
ein  Mittel  zu  haben;  im  Sinne  symboliseher  flferogiypben  sohM» 
ben  und  die  Wahrheit  bei  Er^hlung  ehner  Fabel  dtirehbiidKart 
lassen  zu  kdnnen^  Nicht  stiäubige  Nachbeter  alter  'heUiger  Sa^^ 
waren  daher  die  ▼orzüglichsteii  Dichter  des  Attevtbums;  slewima 
vielmehr,  gleich  dem  seiner  ganzen  Natur  nach  poetisehen  Plaiio^ 
weichem  aber  selbst-  die  Klrcheiivftier  -  clirlstlieli«  Denkweise  >zu<' 
schreiben,  geistreiche  Protestanten  grgisn  das  Heiden-* 
thum.  Darüber  wäre  sehr  viel  zu  sagen ^  oesonders  um  den  spe- 
^iki»,  höchst  benchtungsvrcrthen  Grund  zu  isrlfitttemv'wariiiii  aen 
Sambthracisehen :  naturwli^selischaftliehen'  M^^leri^ln  «idr  dia  ivor« 
zöglicfasten  attco  Dichter  aagesihlnsse« ;  wä4<*iilii^jedot(iilnBr  fiel 
au.  weit  filhren  würde  (rergL>Note^>.       •    '  :-      i »  •       '»•  'uiij/^. 

.  .>8.f!  Sfa«  sieht  «^n:aj^,  dass  der  Katapf  gegen  dJ^^/heidAb 
«di4n  Mysterien  (worin  ein  herrlicher  Ruhm  des  ClhfiflWttWli|/l 
liegt,  den  alleiu  Nattnrrorsehel*.$^ehdrt9  zu  würdigen  v^n»ugtfa|)  .4fe 
der  That  noch  nicht  beöndi(|t  ist,  indem  diese  iMysl^r^fii:  wmb 
jetzt  eben  diidareh,  dass  ihe  Fabelire»^  die  Duo  veilternii>ipj><yto 
Atisicht  der -alterüamllehen  Pdesie  und  Kunst  herkeig^lMifc^;.y|>J9 
grosoerem  Einflüsse  sind  .ftnf  die  notiere  Zätt  als  mali  if^9kMi^ 

^^  Man  deiike  an  eleu  entsetzlichen  AnM^ruck  ohscuranrischer  Cclste«'- 
l«s))uiie,  walJKer  Mlhsi  in  dem  kleinen  AmMi  Herans^he  der  PliysSk  d«s 
Arlstoteiet  ▼eraaUftsteri  ffrief  eiius  Alexander  li«gt,  tvyi^bft  die  Red«  ttw 
ia  der  Bsnkfldirilk  sar  eäeminrCeicr  der  UniTer&ität  Erlnagfttf. 
S.  U.  15.  46. 


4kh  jogsUML .  Eine  amUine  und  bewere  Ansicht  der  Kunst  und 
Poesie*  des«  Attlirtliuins  kann  wkktich  nur  durch  die  symbolisch«, 
4*  ib.  '.tMitowissg»stthafttiche  Hieroglyphe  der  eben  gepannten  Sa* 
AotbrlMawoben  Mysterien  (s.  Note  14  und  28)  gewonnen  werden. 
Ulid  darin  Hegt  eta  hedeutendet  Aufruf»  auf  Mittel  zu  denken,  die 
PbilaliSgea  und  Theologen  wieder  io  ShnUebes  Interesse  fOr 
]Naturwissett«chaft  su  aieho,  wie  es  allgemein  verbreitet  war  in 
der  Periode'  freier  Stadien,  welcbe  io  der  letzten  Hälfte  des  vor* 
he^eheaden  und«  noch  au  Anfang  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  ' 
iMrtaiid,  wovon  torhin  in  der  auiGesner  sich  beziehenden  Note 9. 
flla  Rede  gewesen»  Dean  diese  allgemeine  Hinrichtung  der  Auf- 
aierksflUnkeit  auf  die  fortdauernden  Offenbaningen  Gottes  in  der 
Neltir  drangle  aarfick  die  für  Geist»  Hera  und  Gemüth  gleich  ver- 
«leriiHebea  tbeologiseben  Streitbändel  und  trua  eben  dadurch  wesentr 
üeli  bot  aar  Anregaog  Wahrhaft  poetischer  Begeisterung  ond  Hei^ 
t#rräfung  des  achönatau  Zeitalters  unserer  deutschea  Litteratar. 

Anmerkung^  Um  hieran  nebenbei  einige  ganz  praktigehep 
mmmUeUfor  ins  Leben  eingreifende  Bemerkungen  (wozu  mich  der 
Geißi  vorliegender  ZeiUchriJTt  besondere  aufruft)  anztureihen, 
Mfihliesee  ich  mich  einer  Stelle  an,  womit  mein  varmaliqer^  nu»  ^ 
nach  Dorpot  abgegangener  achtungswerther  College,  Üerr  Pror 
feseifr  \KämtZi  Hie  kftrze  Geschichte  der  Pilysik  schliessi, 
welche  er  KiAr  Anhang  beifugte  seinem,  im- Jahr  1839  erschienenen 
Ztehrbufihe  der  Phgsik.  £s  heisst  daselbst;  „England  machte 
den^  Anfang  mit  Belehrung  der  gewerb  treibenden  Klauen; 
etst  später. folgten  andere  Länder*  Es  entstand  ein  edler  Wett- 
eifer 9  sogenannte  Gew erbschulen  zu  stiften,  deren  Früchte 
sich  ieiii  schon  melfacfi  %u  erkennen  geben.  Wälirend  jedoch 
die  Aenntnisse  des  Volks  auf  diese  Art  erweitert  'weriien,  zeigt 
sieh  auf  vielen  deutschen  Imicersitäten  aerade  das  GegentheiL 
Demn  früher.  g^hj&He, es.  zur  allgetneinen  Bildung,  ilass  ein  jeder 
Siudirende  an  ä^u  Vorlesuttgen  über  einige  Theile  der  Jfatur' 
eeisseneehafl .  Th^  nahm;  jeUl  bekivnmerh  sich  die  Theologen 
mnd  Juristen  darum  fast  gar  nicH»,  ^fid  die  Medianer  nur  zur 
h^cksteßi.NothdMrfl,  Wohin  da^Jühre%  mag  die  Zukunft  teh 
ten,'*'  —  Diese  hbehu  räihselhafie..  Her  zur  Sfyrcck^  gehrachtet 
fjitt  unsere-  Zeitganx,  char^hteri^iisfih^  Erscheinung  hat  besonders 
ihrem  Grun^d  «M  .der  Anticinft(io9f,  des  .naturwissenschaftlichen 
(Xnterrichis  M  den^ieiden  höl^^m  JKJUtssen  gelekrt^K  Schuhn* 
VüSd  diess  verdient  hervprgehohen^  zu  werden  in  einer  mit  Rück" 
sieht  auf  diese  hohlen  'Unterrichtsanstalten  herausgegebenen 
nlMKtfmiUischen  und  tiatm^dssenschi^ichen  Zeitschrift,  Denn 
obwohl  bei  der  Prüfung,  vont^Cßndidaten  für  das  mathematische 
lehrfaeh  an  Qnnmasie^*  specixllcy  über  aen  mechanischen  TheU 
hinamjfjßikende'jkeW'tMsse  der  ^Naturwissenschaft  darum  nicht 
ff^rlmngt  Sperden,,^fMdMsren9  ßshr  zweckmässigen  Bestimmungen 
aetnäu,  der  gelehrte  Schulunterricht,  soweit  er  auf  Physik  sich 
bezieht,  stets  einen  mathematischen  Charakter  haben  soll:  so 
hat  man  doch  besonders  in  den  letzten  zwölf ^  Jahren,  gleichsam 
um  mit  den  Realschulen  zu  wetteifern,  sich  in  den  höhern  Klas- 
sen der  Gymnasien  das ,  Ziel  gesetzt ,  den  aanzen  Kreis  der  Phy- 
sik umfassen  zu  wollen  durch  Mittheilung  der  sQgenqnnt^n  Haupt- 
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remltäie^.  Daher  kormnen  die  jftmmn  JSiudirend^'"  mtf  Mb 
Uinversität  gewöhnlieh  mit  dem  Zeugnuie,  ,,6ekännt  zu  seik 
mit  den  Mauptlehren  der  Phgtik^^i  uehmek  die$en  iiw- 
druck  in  jugendlicher  EiieUceit  tiel  ermter  als  er  gmneini  isii, 
mnd  glauben  die  Naturwinenschaft,  gleich  hUt-  Phiioiome,  det 
Hauptsache  nach ,  schäm  abgemacht  iu  haben  amf  Sekuien,^  Br^ 
fällt  ton  dieser  traurigen  Eitelkeit  wenden  sie  ihre  Blinke  ab  von 
der  fort  dauern  de7i  Offenbarung  Gottes  in  der  Notar,  was 
doppelt  2u  beklagen  in  einer  Zeit  theologischer ,- durch  dergleichen 
Eitelkeit  zum  Theil  herbeigeführter  nirren.  Diese  fortdauern^ 
den  Offenbarungen  Gottes  in  der  Natur  geben  namentlich  der 
Lehre  von  Licht  und  Wärme ^  Elektrieiiät  und  Maßne^ 
tismus  einen  eigenth^kmlichen j  im  edelsten  Sinne  geheimnuseol' 
len  Charakter,  DanmiMlen  diese  im  rasehen  Fortschritte  sieh 
beständig  weiter-  entwickelnden  Lehren  im  strengen  Zusaekmen^ 
hange  (nicht  aphoristisch ,  wie- es  allein  auf  Schulen  möglich), 
sondern  ?nit  der  Tendenz  vorgetragen  sein,  den  Forschungs* 
geist  zu  wecken,  teotlureh  gerade  diese  Abschnitte  der  Phgsik 
Sö  wichtig  werden  für  den  Jungen  Mediciner.  Blas  einige  Sütxe 
daraus,  sogenannte  Hauptresultate,  schulmässig  '  eingelernt  zu 
haben  macht  eitel  und  hemmt  den  Forschungsaetst  —  Bei  Real" 
öder  Gewerbschulen,  mi  denen  Mathematik  aenselben  Rang  be- 
haupten soll,  wie  die  Latinität  auf  gelehrten  Schulen,  ^ist  man 
ichon  darum  torzugsuyeise  auf  mathematische  Physik  hinf^ewitsen. 
Ausserdem  kommt  noch  dazu  das  technische  Elemeftt,  worin  ^ne 
höchst  wichtige  Quelle  der  schönsten  neuen  Entdeckungen  liegt, 
während  eben  darum  dieses  technische  Element  beständig  'den 
Forschungsgeist  weckt  Darum  müssen,  wenn  die  Naturwissen' 
Schaft  glücklich  fortschreiten  soll,  Techniker  Und  Theoretiker 
sich  gegenseitig  me  Hand  bieten.  Im  höchsten  Grad  ein fiussreich 
shtd  aus  diesem  Grunde  die  sagenannten  Institntions ,  d,  h. 
naturwissenschaftliche  Bürgergesellsehaften,  weichenden 
geistigen  Mittelpunkt  der  'Gewerbthätigkeii  Englands 
bflden.  Der  Royal  Institution  verdanken  wir,  ahaesehn  wm 
ihrem  technischen  Einfluss,  auch  einen  Davg,  einen  f'aradng, 
welche^  sonst  wahrscheinlich  nur  beschränktere  Kreise  der  Wirk- 
samkeit würden  gefunden  haben.  Was  auf  di^em  Wege  zu  lei- 
sten sei,  hat  der  den  Senkenbergischen  SHftumfert  sieh 'anschUes- 
sende,  von  den  Aertten  in  Frankfurt  a.M,  hegrüitdete  phy- 
sikalische Verein  gezeigt,  welcher  unserhi  erfindunffsreithen 
und  mannigfach  auf  das  technische  Leben  'ein^Sreiehen  Ihn* 
fessor  Dr.  Böftger  einen  schönen  Wtrknnijftkreis  eröffhete. 
Möchten  die  Lehrer  an  Gymnasien  und  Reahchulen,  in  rerbkS' 
düng  mit  den  Aerzten  und  Pharmaceuten  der  Stadt,  ähnHeke 
Gesellschaften  recht  zahlreich  begründen  keifen.  Denn  fltr 
Erwachsene,  die  mit  gereiftem  Geist  undmH  tonischen  Zwecken 
im  Auge  kommen,  sind  naturwtssenseMiftHche,    nst  Erweekung 
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^^)  Dikg^geii  habe  ick.,  selbst  angestellt  als  Professor  der  Mathematik 
and  l^hjsik  am  Gymnasium  in  Bayreuth,  im  Jahr  1808  ein  Programm  ge- 
sehrieben, wörfil  dasselbe,  wa^  ich  hier  sftke;  nqth.  ans  andern  Gesichts- 
punkten entwickelt  und  dargelegt  wurde',  wahrend  es  ^ch  nur-  aU^usekr 
bewährt  hat  in  neuerer  Zeit. 


1» 

At  FonchtMotiftiMteM  beMnMiU  Vorträge  eortugtwtUe  getwnet 
Dia  ist  der'GetickUpUtikt,  drr  allffentein  in  England  anerfannl 
lick  herrHr-h  irtwäkrt.  Wir  ht  Deutschland  haben,  ausser  der 
auf  Belebung  und  Erweiterung  der  Technik  sieh  berieheiiden 
Veranlattung ,  noch  eine  besondere  äritUche  lur  ßegründuna 
solcher  naütrwissenseAafÜirher  BUrgergestlhchaften ,  am  nicM 
auch  in  der  Homöoonthie  (welche  naturwitientchaftlich  aufgefasst 
IM  einem  Studium  des  polaren  Gegensatxes  der  Krankheiten  hin- 
führen  mMtste)  dem  aller  Naturwissenschaft  feindlichen,  herrschend 
gewordenen  falschen  Mytüiritmut  sogleich  gewonnenes  Spiel  zu 
geben.     Ein  grosser  Aufruf  für  verständige  Aerite  und  Ph 


ceuten,  soteie  für  Lehrer  an  Gymnasien  und  Realschulen,  dem 
con  Freunden  der  Naturwistentckaft  in  Frankfurt  a.  M.  gege- 
benen rühmlichen  Beispiele  nachiu folge». 


4;  Noch  eine  auf  die  praktische  Bedeutung  der  in  vorliegep* 
der  Abhandlung  zur  Sprache  gebrachten  Gegenstände  sich  beziehende 
BenierLung  will  Ich  anreihen.  Die  Tech 
Hand  gegangen  mit  schöner  Kunst,  und  el 
ben  worden.  Entschieden  aber  haben  die 
thnins  einen  eroftsen  Einfluss  gehabt  auf  . 
Ären  Haltpunlit  fand  ah  der  in  syiabolisch 
genen  Wahrheit.  Und  da  es  sich,  bei  dies« 
glyphen  ron  einer  natnrwisseNSchaftJicheu  i 
welche  (was  darzuthun  die  Hi>upttendenz  ii 
die  M^holngie)  wir  noch  jetzt  nicht  entbe 
durch  I^atuTnolhwendiRlfelt  gegeben,  i 

wbsensc haftlichen  Hieroglyphensprache  die  FShigkeit  absprechen, 
sich  teitgemüss  noch  weiter  zu  entwickeln  und  auszubilden?  Blao 
siebt  also,  dass  dieselbe  auch  noch  in  neuerer  Zeit  einflussreich 
werden  kann  atf  zeichnende  und  bildende  Kunst.  Die  gewühn- 
liche  Behandlung  der  Mythologie  hat  der  neueren  Kunst  mehr  ge- 
schadet als  genützt,  indem  sie  keine  festen  naturgemässen  Anhalt- 
punkte  darbot,  deren  die  so  leicht  sich  verirrende  dicbttri«cli« 
Phaotasie  vorzugsweise  bedarf.  Doppelt  wichtig  muas  es  uds  alco 
scheinen,  das  grössere  gebildete  Publicum  mit  deDJeniges 
Theilea  der  NAtarwissensäiait  zu  beheunden,  durch  Ivelch»  wir- 
zn  einer  phyaikaliscben  Zeichensprache  darum  hingefflhrt 
werden,  weil  wir  derselben  zur  VerstSadtgung  schlechterdings  be- 
dfirfen.  Deim  diese'  nnenttiehrliefae  Zeichensprache  Ist  es  eben, 
welche  mit  der  altertfaltintichen  symbolischen  Hieroglyphe  zuttam- 
menatinlmt. '  IVenn  nun  also  in  den  Oberbldssen  auf  gelehrten 
philologischen  Schulen  schlechterdings  Physik  im  ganzen  Umfange 
nebenbei  vorgetragen  und  sogar  zum  Gegenstande  der,  Einlernerei, 
(des  Examinationswesens)  gemacht  werden  soll:  so  kann  jene' 
symbolische  Hieroglyphe  wesentlich  dazu  mitwirken,  den  gewfibä' 
heb  isoÜrt  stehenden  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  aüFtiym- 
UBien  mit  den  Philologen  zu  befreunden  und  nach  vnd  nach  den 
herrschend  gewordenen  Sinn  zu  verdrfingeni  vsrzugffweise  nnr  iit 
i&tischer  und   bUtorischer  ^)  Beziehung   die   Schriften   Sei 

■*)  AImt  tob  'wvlthtaloriiclier  Biittttaag  find    die    so    aiilflnHreicbga, 
iL  4U  Sohittl*yr«che  «qiKliliMMndM  M^i(art«a.     Und  n  Auen  H^tla- 
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AltfiftltfUna  t«Mn  ^u  woUenu    H  meArvals.eineF.BiiisiBlrt  mMs.M 

ww  «Ifio  wichtig  wli«ineii>  auiwicfaäi  w*nig«tebB  die  Physik«! 
In«  Int^resee  ZU';!!«)!»  für  synkbojisch«  Hief oglyphik. 
[^  schflQ  in, der  woAawbeudea  Abbaitdiurig,  wozu  hier  C^acb- 
tctoi  XIL  Iie(eF|].eiBd,.  Iisb«  ich  deo  Weg  ftngegeben,  wie  solches 
g^Jwgew.krinne*.  und  neid«  dientn  pud  »eiter  Terfbigea. 

IV.,  (JiebeT  mt>  .veTwiokcIt&s,  nur  duioh  die.  eben  bv^ 
t-eitihnete  symboJiscl^«  Bildeisprache  mit  Klarheit  »itr- 
..niirsseeKdes  .etektromagoetisches  PiiXiioa«n. 
In  i^er  Klterim  Abliäiidlung,  woran  diese  neuere  sieh  anschiiesst, 
Macht«  ich  (1™  Jpurn.  fflr  prakt  CheraieL  B  34.  S.  4)6.)  auf 
eilt  Phänomen  Uufiiierkeam,  wodurch  es  vIeUeicht  nun  gelingen 
könnte,    endlich  einmal  j[nach   zwanzig  Jahren)    die  Aufmerkeam- 

ir   phonetische;]    Hiproelyphe 

auf  die  dem  Inhalte  nach  viel  interes^ 
D g ly p  h e.  Es  handelt  sich  von 
io  dieses  Jahrhunderts  wahrgenom- 
lennoch  fortwährend  verkannt ,  und 
die  symbolische  Hieroglyphe,  d,  h. 
[Sprache  verschmäht,  wodurch  es 
iie  der  Cbemiei^und  Physik  von 
lohen  Gesetzmässigkeit  und  wuoder- 
ist.  Mit  so,  grfisserem  Dank  httbe 
er  der  vorzOgticbsten  Alitarbeiter  an 
)hy^^li(5chen'>Vfirterhupbe"),  det; 


if  19  geh&rtea  (Kc  bdcIi  bei  Gri^Ii4B  und  nüaiera ünUilniUobCfi  MahscLbhi 
oiifar,  wie  Ii>cl(nlini  (de  taU«  »U^oot  Üb,  I.  c«p>  31.)  aolthu  jg«»- 
di'zn  aoMprlFlü,  wodurch  miu  soEleich.  Tartteh-I,.  wiirn^  10  ipanan  oin^e^na 
dine 'Meträrticiiopt^t' belrelEeadc  NdiImii  nach,  uod  nacll  ct>(  durcbgedrdn^n 
sM.ar.'Ks  !■!  >clir  äankenawerrb ,  data  1.  Lai'aolx  (welcher  in  der  TV«1i- 
iWirilHeHl«  dtto  $«>l(i  dii  per  hontinci  uctil'und  In  ao  fern  änt  tltiätä- 
Oai»  Brif >IK»iritHg' tfaf  das  Giriiltnll)um  gtcUtrauin 'typologUch  anrta»)') 
■h  groiMr^-Gelchraaaibtrii  dUnt-MritreBlCB  Noltt^ä  geaamaclt  in  Mucr  Ah- 
linMlWs'  ühe/  die  SbKaoprer  dar  Rrlieeken  tia4  Rän  ■*  «.oä  ihr 
V4r)iJiitriiBai^a  dga  Bine«  tut  G-elgalka.  Wb^War«  IUI.  fc«i<ikt 
hin»  *',,'i*  gr  Mbli.  19a  A«grp(*a  apraoh,  ir»  d«  &aga  lugch  Htrltal*« 
dfjo  ^cniijtefiiiprcr  abttalUe.,  adfrncHuam  ir«rdn>'  Iuinn4|ii  daw  nicht  lluh 
kylrii,  jonikrn  die  M^alerien  dei  H ir  akUi:  {,i|in  .«in^«).  Aa)i4rack  :4Bf 
l>yd«S'ZD'  gcbranchen)  'gemeint  >ei«a.  Ebeit  tu  ist  luit.dea  O^p^if  cbeii 
HyalErien  id  Terslehan,  ^a»  in  ähnlicher  Be^ielLang  dein  Orphtna 
aachj^erlillall  nint  Daaielbe  Uiit  tlcU  lOn  den  anmolhracUchcn  (auf  Herku- 
iMenivd'dle  Oietkqran  »ich  beiiehcndta)  njlnr^lisCDichatlhchen  Uaslerien 
»MttirtlMit;  «slbtl 'MnaTchtlith  iinr  Rnin.  na  df^  .VralBltsche  C!i|ftni  niit 
ikabH'miaMiHenbni^:  Gn'nd  gan*^,  am  Dichter  rn  VWMMnqten,  »Irb  illthwa 
•dlvriAi.  Jtytiwliii' »iaMckllTCMaj  '  Wir  efhricken  kil  dteien  amnalkPadiMlLcM 
H;ti>e(«ca.iidl>M  ffn  der>aUeT«ltBi(en"Zail  di«  NMt4niril.««  natbafl  !■> 
R^aa.^fa.Mli«  4-a.m 'Oh<a«<Lraa|i*maa,  mtcksr 'iktk  i«.  ilMMrtt  Z«ii 
CnfUi  4*14^ '"■<  *!>■  Anlodaru  ai^  an  die  llciiai)prnieite).:Mtn)t4Mm||^:iJf" 
nug  harbeigcliihTl.  —  Ver^l.   Nota  36.  uud  14. 

■■)  Dictts  pbyaikaliiche  WSrIerhnch  blieb  aimlleb  ganz  ulreng  hia 
^«B  5ijUliMM  ,<lea  Warkei,  dem  S<  M.  S.  41S.  4m  lantmß^l»  filriprak- 
liickl    ^hawi«     crwähn^a  iPr^iaip   B«>r4Pi     nicht*  W^iHinaB  mb  laM», 
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ebnrtirdige  Pfaff  (B»  8.  ,S.  78.)  «renigateos  £e  AbbHdmngen  mt^ 
tiieiile,  wekhe  ;ieli  ivnter  Be^chreilivos,  der  elektromagpeti^cbeii 
Bescidmun&eil  voa  dmem  PhSnoineii  im  Jahrb.  d.  Cb.  und  Ph. 
182&  B.  *  (d.  g.  fi.  B.  48 )  Tat  I.  Fig.  13---15;  loid  18S».  B.  3. 
(d.  g.;  R.  B:  54.)  TaC;  1.  Fig.  4.  gegdi)QQ  hatt^.  Besond^fs  die  Jp 
letzterer  ZeichnUBg  zaerst  gesetamäasig  dargestellten  Tiei  Wirb^- 
drebungen  acheineD  auf  jeneo  acharfsinuigeo  und  gründlich^D 
Physiker,  weloher  aAon  frfiher  aua  diesen  Erscheinungen  ein  be* 
aonderes  Studium  gemacht,  atn  günstigsten  gewirkt  zu  baben^.um 
ihn  geneigt  lu  niaebeti>  .zu.  meiner  Ansicht  fiberzutreten.  Und 
gewiss,  er  wärde  die  unklare  Idee  von  »»g^lTanisch^elektri« 
sehen  Strömungen  äJs  Ursache  merk  würdiger  Bewegun- 
g^en  im  Quecksilber  und  verscbiedeneA  ;Flüsaigke:it;ßnf' 
gänzlich  aufgegeben  haben,  wenn  ihm  schon  die  v.ier  :gesetzmä>- 
sig  sich  dreiienden  Quecksilbermagnete  bekannt  gewesen 
wären,  worüber  erst  in  demselben  Jahr,  in  welchem  jener  achte 
Band  des  physikalischen  Wörterbuches  erschienen,  eine  Verstän- 
digung möglich  gemacht  wurde  durch  die  auf  Taf.  2.  Fig.  8.  meiner 


'«ras   sich   auf   Urgeschichte   der    Physik   beziehr.      Darum  wurde  auch 
keine  Notiz    genommeu   tou   einer   obwohl  zur   Yerstaudi^ung    (wenn   nicht 
Unklarheit  der   DaniteUung   auch    in  der   Physik,     wie   in    einigen  anderen 
Disciplinen,  znm  Princip  erhoben  werden  soll)  absolut  unentbehrlichen  phy- 
sikalischen   Zeichensprache,    welcher    man    jedoch    abhold    zu    sein 
schien,    weil   sie  an  die  alte   symbolische  Hieroglyphe  erinnerte.      Und  das- 
selbe Princip  stillschweigender  Beseitigung  wurde  ausgedehnt  auf  alles  Natur- 
wissenschaftlich«) 'nnssifilgeiheiU  ist  in  'aie&ner,    «Ken   Jener  .sjritb^Uschen 
lli^^gly|»hik  st^h  aiii(chU4s(»ffnden  Einieitungin  die  Mythologie  .««f 
d.    S  t  a  A  4  p«  -  d  f^ f ,   N  a  t  u  r  w*  t  —  .  Dennoch    musste    dasselbe    pb  ysik^Usche 
l/Vörterbnch  der  asironomisühen  Zeichensprache  einen  besoudern  Ar- 
tikel widmen/   obwohl  /sie  mit   einpr  mytbologischen  Bilderwelr   zusammen* 
bÜn^t.     Weichet  Ornnd'  War '  mite   TOthandeti ,    dl«'  p  h  y  s  i  k  e  1  i  •  oh  e   Z  ei  - 
che  n  s  pr  a  ch e  ■  bl6^ '  darnm  zn  proscribiren ,    Q: ' iu •  ledcr  Erwähnung  uuwerth 
z«  hahen,   well  'sie  ^eidilalls  an  Mythologit  "erimierti,  >d«  eie  doch 'mäh-* 
küiigig 'von  derselben   KfinrorgcM   ans   d«f   Nntur^diir  .Saohel     Nebeubei:  ^ 
»i^t  liier  bocK  fblgcttdeBeffierkfuig'  erlK^bt.)    J«^s  -Piiinvip.  das   l^ß^^ven^ 
fr4rde|af|9U;:$b*rgetfji^u  auf  (ineinf  Ab^ndl^ng  üh.er  d^ielÜi^tar  der  (mil 
l9Ag^eti,8fj^eq»  .Polat Uo^l«  JeucJikindcn  )  ^  p  i^p  e ,    y«lclf «    Hpa    Thatsach^ 
zusammcASlcl^^.  c)^rc^'Bedeyls'aii'}kei|,  im  bolzen  Gra<l?  -vermehrt   wird  dureh 
die  iieuesten  Fortüchritio  der  Physik^  •—  und  dasNelbe  Sclücksäl  traf  die  da- 
mit zusammenklangen  (de  ältere '  AbJianitlung  über  W  e  llmagnelismus.     Neu- 
erdings haben   aber  einem   damals  (im    Jahre  1814)    unbeachtet   gebliebenen, 
•heil' in- di^snrAbMndliiB^  aa.Hgesprochenca  Satze  <,««ber  die  Natu#  dies  Sa- 
turn usrlstg^es'^^die  ^  terneuhnuppeinsvihwiRrm'e,  wie  < ei  sehciul«  aUg«rr 
meine' Anerkrnnung^  !iepso]iafPl.'<  Es 'Wiinle    nämlich   dieser  SatnrnnsffiAgr  aH 
ei«  keiA^>»wetg«s  Isoiirt -irtii]l'eii(le<^>  Anter4ndeni  oder   MMeorannssenrfng 
anfgefasst.      ^itgemües«  also    möoht«   mm  •  did    Prüfung   der    nm^^ndlicii  im 
Jahrb.  d.  Cli.  n.  Phys.  |BH.  ^.  10.  S. SM,  98.  7 K  62.  imd  B;  12.  S. ^1& 
419.  dargelegted  Orihide  -  sein ,  w«lcb-e  'scImMi  tonr  89  Jahren  auf  diese  Ansichit 
des'Satnniuseinges  bnalott^fen;/  Ati»  Ohladitl^s   Schrift   über   Feiierjneteone 
8;  398^*^409.^scMa«|  dbiispedieile<^>^i%N>a«t^l^tf(rnng^«iolit|an)'   WAichtc  JM^ 
^eichK«t  ist  in  det  A>Midnd4ulig  «tbnr'  Urgetidkich  te   der   Ph'«sik>(B..  81^ 
8.  895;  deeselben  Jotirm).  >    Uml  da  die- ''inaHaft tischen  ^ariatioilsbeobachlnft*- 
gen  «o  grosse  Ausdehnindg  rings  um'  dmi  Brdkreis  gewonnen  haben ;    so  wür- 
den  wohl  die   damals    gewünschten   rigeUMjissigen^Som«enhtobaclttnngen-   in 
angemessener  Ausdehnung  sich  nebenbei  nuu  anreibeiii  lassnn. 
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fiitil.  tn  d.  MyChoi.  mltgelheilte^  cur  Ularen  AufEuHiüng  der  f^m* 
ä^ttmäa\f;en  t>rehungefi  dibser vier  Queckailbef ma^nete sctiiechv 
terdiDgs  uoentbehrllcbe  synibotische  Hierog^he» '  0a  diese  ^let* 
faqhen  Wirbeldrehtingeo  (me  icb  schon  im  Jahr  1826  kervorJiob) 
als  djas  GrundphSnomen  bei  jenen  so  manni^faehen  lind  verwickel- 
ten Erscheinungen/ von  vrelcnen'  es  sich  hier  handelt,  za  betraeh« 
ten  sind,  und  St  uhrer 's  aus  drei  magnetischen  Magazinen  za^ 
sämmengesetzter  elektromagnetischer  Apparat  in; so  hohem  Grade 
eeeigtiet  ist,  anf  die  bequemste  Weise  diese  vierfachen  Wirbel 
in  schönster  Ausbildung  darzustellen :  so  willlch. die  eben  erwähnte 
Zeichnung  dieses  Grundphänomens  darnm  hieher  setsen,  weil  es 
sehr  wenige  noch  zu  kennen  seheinen,  tiidem  nicht  In  einem  «in» 
zigen  Lehrbuche  der  Physik  davon  die  Rede  Ist»  oder  die  Abbil-: 

dnng  i^egebeh  M'ird.  ^  • 

■  •      ■ ■         •    '  ,  .  .  •      ..  ..    ' 
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An '  diese  AbbMdung  ^>  reiht  steh  nun  folgende  espe^hnentelle 
Bemerkting.*  Denn  daraufkömmt  es  zunächst  an,  dasÄ  dss  Phfi-' 
nbinen  voti  experimenteller  Seite  gehUrig  bekannt  w^rde. ' 

1.  Ich  setze  voraus,  dass  man  votlkommeo  gereinigtes.  Queck- 
silber anwende  9 .  welches  zuvor  noch  eine  Zeit  lang  untier  verdünn- 
ter Salpetersäure^  gestanden.  Wird  nun  dieses  von  der  Salpeter-, 
sfture  (wie  gewuhntich  vermittelst  eines  Trichters)  getrennte  Queck-: 
süber  mit  gemeinem  kohlensauren  Kali  übergössen,  und  werden 
In  diese  Kalilosnng  die  Platin polardrähte  getaucht,  ohne  da« 
Quecksilber  vorher  berührt  zu  haoen ,  so  werden  gewöhnlich  (bei 
denk  Gebrauche  der  langen  Drahtleitung  in  Stohrer's  magneto- 
elektrischem Apparate)  sogleich  die  vier  Wirbel  sich  darstellei^ 
welche  man  am  besten  sichtbar  macht,    indem  man   von   einem 


*o)  Dia  Abbildang  erkUrI  siofai  lelchl  -voa  «elbst.  IM«  pnnklirt«  Uni« 
beseiehnet  die  Grunze  der  in  getue  daaner  Lage  auiPgegoMeiien  JLehieniiaarea 
Relildsimg,  worein  die  Platin  drahte  P  und  Q  taachen  ohne  das  Qaeek* 
«illier  KU  bernkren ,  welches  bei  der  Eintanchnng  die  Gestalt  ^mprqno  an- 
Bitnmt.  Blektromagneliscken  Gesetzten  gemäss  ist  nimlich  flN  die  nord- 
magnetliche,  SS  die  sftdmagnetitohe  Quecksilber  -  Ober f.iü  oke, 
Während  an  der  nntereti  Fläehe-  der  entgegenges«t)Ele  JMagnelisflUns 
auftritt.  Daraus  enistehn,  iadem'Jich'  das  Quecksilber'  in  ein«  ««nJF  Zone 
mtmo  und  cibe  -{-E  Zont  mprgmn  th^ilt,  Tier  sieh  gesetzml««^ig  dre- 
h4nde  •Qaecksilbermagneleb  Die  •  anKMenlete  Oxydahhaufnligt  luml  p^r  isl, 
ebenso  Wie  die  Zonengrenze  iOIII«  theUs  Teründerlioh',  theils  ntehr  lodto  we« 
niger  in  die  Angen  fallend;  so  wie  auch  die  Wirbel  in  dtfr  kohUasanren 
KaUlösang  «n  der  —  ^  Zone,  nach  Umständen  znr  Seite  sich  haUtfOt  oder 
in  die  Zone  hinein  rächen. 
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Stfiekcben  Scheffel  (odtr  Koble»  oder  ron  beiden  sugielcb)  kleine 
Staubtheilcben  darauf  abacbabt.  Wendet  man  S 1 0  h  r  e  r  * »  grusigere 
Maeehine  an  (mit  drei  Hagn^en«  ?on  denen  jeder  aus  aech«  La- 
mellen anaammenge^eUt) :  ao  kann  ea  nOtbig  werden,  daaa  man 
wenigstena  awei  Magneto  mit  dem  Anker  acblieaaen,  aueb  die 
Raschbeit  4er  Beivegong  mäsaigen  musst  um  die  vier  Wirbel- 
drebungen,  wie  aie  bier  ge^^eicbnet,  recbt  auagebildet  und  schön 
darzustellen.  '—  Alan  siebt  daraas,  dasa  Stvbrer*s  miu^netoelefcr 
triscber  Apparat  viel  kräftiger  wirkt  ala  die  Voltaiscbe  SäuljBj  wo- 
init  Pfaff  arbeitete  im  Jabr  1826,  weil  dieser  (nach  d.  Jahrb.  d. 
Cb.  u.  *Pb.  B.  48.  S.  202.  und  2'27.)  unter  den  eben  angezeigten 
Bedingungen  9  nach  seinem  Ausdrucke,  »minder  PlOssigkeit  keine 
ijpur  von  6^öm«ng  bemerken"  konnte.  Üa  ich  in  demselben 
Jahre»  vfo  Pfaff  seine  Versuche  publicirte»  mit  einer  viel  stlkkem 
Voltaiscben  Säule  diese  Versuche  angeatellt»  so  erinnerte  ich 
schon  damals  (a«  a«  O.  8.  331):  »» nicht  selten  sieht  man»  wenn 
man  Queckailber  zwischen  Flüssigkeiten  elektrisirt  (welches  sieb 
dabei  in  zwei  Zonen  tbeilt)»  an  beiden  Zonen  entgegengesetzte 
elektroroi^netiscbe  Drehungen  aufboten,  woraus  eben  die  entge^ 
vengeaetaten  Ströme  bervorgehn,  wovoii  Herscbel  redet.  Dieser 
Fall  des  Gleichgewichts  aber  ist  j  wie  leicht  begreiflicb »  seltener 
als  der,  wo  die  eii|e  Art  der  Drehung  die  andere  flberwlegt,  ja 
ganz  io  sich  verschlingt  und  unwahrnehmbar  macht,  wennnäiulicb 
entweder  die  positive  oder  die  negative  Zone  des  Quecksilbers 
vorherrschend  geworden  ist  durch  die  Natur  der  leitenden  Flüssiff- 
keiten*  oder  durch  andere  (nun  soigle^b  darzulegende])  Üwstänae 
bMj&astigt".  —  Ebenso  bemerkte  ien  auch  scbqn  in  eii^em  Tlach- 
sweUien  au  Nobili*s  Abhandlung  über  dieaea  merket ürdige,  auch 
von  diesem  auscezeichneteo  Physucer  gänzlich  verkannte  Phäno- 
men (Jahrb.  d.  Cb.  vl  P,b.  B«  5d.  S.  66.),  dass^  um  die  vier 
Wirbel  tu  sehen,,  alles  von  der  Natur  up4  der  Stärke  des  elektro- 
magnetischen Apparates  abhänge,,  dat^s  ich  sie  bei  Anwendung 
des  schwefelsauren  Natrons  oder,  schwefelsauren  Kalis  u.  s.  w., 
aber  besonders  schCn  und  lang  ausdauernd  bei  einer  Lusung  voii 
gemeinem  kohlensauren  Kali  eesehn  habe.  Zugleich  gab  ich  dann 
die  vorstehende  Abbildung  aieser  vierfachen  Wirbeldrebungen. 
Um  so  erfreulicher  war  es  für  mich,  dass  Stohrer's  magnetö- 
elektrische  Maschine  so  vorzugsweise  geeignet  ist,  gerade  das 
schönste  elektromagnetische  Phänomen  auf  die  leichteste  urid  be- 

2uemste  Art  darzustellen,  eben  weil  man  dabei  so  ganz  in  seiner 
iewalt  den  elektrischen  Strom  hat,  auf  dessen  angemessene 
Kraft  es  ankommt,  wenn  die  positive  und  negative  Zone  des 
Quecksilbers  sich  das  Gleichgewicht  halten  soll.  Hat  dieses  alle 
Elektromagnetische  Drehungen  in  sich  vereinende  Phänomen  sich 
nur  eadliä  Eingang  in  unsere  Lehrbücher  der  Physik  verschaift: 
so  wird  auch  die  zur  Erläuterung  desselben  unentbehr- 
liche^-eiektromagnetiscbe  Zeichensprache  unmuglicli  län- 
ger versehmtiit  werden  kOnneu,  sondern  unwillkärlich  |iich  an*, 
scbliessen.    , 

2.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  das  reinste  mit  einer 
dünnen  Schielet  kohlepsauren  Kalis  bedeckte  Quecksilber  sei  bei 
dem  Durchgänge  des  elektrischen  Stromes  weder  vom  positiven 
noeh  vom  negativen  Platlnadrahte  berührt  worden.  V^ird  aber  der 
negative  Piaanadraht  in  dasselbe  eingetaucht,  so  ist  eben  dadurch 
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die  gäfuse  Maalke  den  Qtfecksilbers  n^gBLÜf'ekktiMfii  und  <e»  h«^* 
ded  also  die  fUt  die  negative  Zone  önmö  in  utf^K^rer  Figar  gesteidh* 
neteif  Wirbeldrehimgen  tinn  sieb  fiber  die  gange  ^^eksitbtet^gefce 
Vj^i^breHen.  'Zieht  man  nach  einiger  Zeil  dM  Ptatifiaidf abl  ans  deai 
^ecit)iilber  süHldtf  Ao  VrerdeYi'  dieselben  «esath^n  Drehwig«n 
^en^sten«  noch  c^ine  Zeit  iaitg^  ja;  liuv^t^tten  mk  m  firnrfidiiiig 
Ung^sieb  über  die  ganze  Fladhe  des  Oneckcrilbers  attsdebheM. 
Bie  negative  Ladung  datiert  afso  fort.  '  Und  dfee»  Kar  &IHH  ek^tftge 
Phäjioi^iBiT,  welches  Pfaff  bet  der  yöttaiseben  'Sfeiile»  die  er  an- 
V^andt^;  '-wabtnehihea  kennte,  ab^ehn  von  den  Modifieaftiene«, 
"^elcb«  durch  Anwendung  anderer  iPIffseigkeiten,  als  dei»  kohtenf- 
sauren  I^ali,  herbeigeführt'  werden.  i.An  jene  negative  Ladung 
aber  lässt,  wie  naebgewt^eri  #urd^  (im  Jour».  Hli"  prakt. '  Chemie 
fif.  34.  IS.  415.' ff.),  ^neifftietWsatrt^  Um  dreh  Bit  ^^d«r  •  Wirbel« 
bi^weguurgbii-^sich  anreifien,  ivodcrreh  dte  Biedeutsanikett*  d^r 
iilektrischen  Ladung,  'anf  welche  zueret  Ritte i«  di^ 'Aofnierksatit^ 
keit  hingelenkt,  in  leidht^ter  und  schfmsler  *  Weise  dargeÜMMi 
werden  kann.  Afan  ihochte  i^icli  wunden» ^  das»  dieses-  seM'ffie 
Ladui^g^phSnoTt^en^  nicht  längst  beobachtet  nutäe.  Aber  #elb^ 
die  Inhalten  'Ziickungen  des  QueksHbers';' ' welche  General  von 
Hel1\Vigbatd  Meh  Cobsti'ercfion  der  SSnfe  VoltaU  beobaobtet 
firie  s'r^  umständlich  im  Jahtb.'d.  Ch.^u.  Phys.  182&  ß'.  4^ 
S.  341.;  beschrieben  u>nd  nun  teidrt' äbleitMgsßMg' sind  aiis  dieft 
Di'ehiingen  der  Vorhin  in  Note  30.  etwähnten  QcretksUbefme^^sISp) 
diese  lebhaften  Beweg;nngen  der  ^anzlsn  ^i>äek»ilb^i'iniisge  *  awlgs- 
t^n  nicht' selteii  diäti  gehoifgi^.'Cirad'd^r  Ladung  •  der  0n^ckllilbei^ 

3berflädi0  unmüiglich  mächet.  Bef  St f^h fe i's  Maschine- ist  eer Mebi 
urch'Anle^og  d^f  Anke^,  an  die'Magnete,  öde^iaagipaittei^  Dt^ 
hüng,  die  19«fH^kMt  der  QneckäilbeHyewegungeir'  ira  •rtermindem. 
l>iännoch  wdrde  sich  dieses  übemschende  Ladiiros^hindmclHL  sebofi 
längst  auch  1)ei  dem^bräubfae  der  g^wdhnhcben  Vettaiscben 
Säule  dargestellt^^  %aben,  wenn  hian  si<ib=  dazu  eingerichtet 
hätte,  sogleich  naich  Aufhebung  der  primitiven  Kette  die  seeon* 
däre  scbUessen  zu  kOnuen.  Zu  dl^scfm'Zweck  ist  es'bloe  nöthig, 
Quecksilbergel^lsse  einzuschieben,  wbza  am  fciested  «twas  gros^ 
sere  Korkstöpsel  geeignet,  in  denM  man  m)t  Queckl^ber  gefuHte 


^1)  Wirklich  l<it.  die ,  I^adang^ketU  als.,!«^  rortdaueriidaii  Kampfe  mit 
dar  .'p?imitiyen  Kette  anxntehen  (wa«,  'w:uKl  erwpj^ea,  allein  sehon  d^n  wun- 
dfrUifil&en  Streit  der  Contact  -  Theorie  niit  der'  themittchert  Theorie  hei  d^ 
Yoitaiacheit  Säaliei  liätte  beseitigea  miisseui  woToä  uinstätidlicher  die  i^edie 
war  in  meiner  Ein  f.  iu  d.  Mythöl.  S.  217  —  279.);  nnd  als  Aqidrhek 
diese»  Kampfes,  hei  dem  sogar  niomen tan  die  «lecündäre  Ketlel  sivgtii  IcMitf, 
ist  wahrscheinlich  .eia  hei  jeAen*  «lektromagneii^KeA  DrehnngiH  «ich  d«r«> 
itelUndes  PhXnomenzn  hetriidhtett',  ^^UhtHf  im'  Jahrb..  d.  Ch.  a«  Pk.4l888. 
B;  3.'  odH:  d.-  g.  R.  B.  54.  3»  SBl  .Noie  mit  folfpenden  :AY#fiHi  Von.  mir 
beceidliiJt  wurde:  ^Man  niekt  xhwei^en  ndter  gewlAseo  ^^dv^gilui^e^  {M^pn- 
drifs  «ih  ^cliUilRM  sehr  aehön.  hei«  dem  Gebrauche,  des  , ff  hfrfefels#ur^i|  ^  Kali) 
in  gesetzmässigen  kürzeren  oder  längeren  Perioden  die  ganze  Q,uecksii)|er- 
masae  sieli.  umwälzen,  nachdem  die  positive  Zone  ganz  vorgerückt  ist  and 
die  negative  verdrängt  hat,  ^Während  tikc^  der  UmwRlMtij^  M^Ve  negative 
Zone'  wieder  znm  Vorschtdh  koinIfii^  ''Soklte*  lfrs«^heinui%«tt' kSMb^'iWftia 
Teräiilassimg ;  das^'Heiseher  «ml  >N^bili  •  AUe»  >Mo«)Ytf«  lAvntkn»  ^ 
QneGksllhenr  abieitl^n  «#^11««^  widovek  teit]ViriiS(ber  l«di«liitk  mi^  f  jrifo- 
riAseii 'We#d«;*i       *  ••■•.:      .,   >      .!.-.,;)      ;  '  '  .   l'l  -5 /•":•:  --n 
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Vertlkfaiqfeii  aalwhigt,  wM'der  'K«#k  be^prem  augleloli  zur^Hiü'* 
toi^  der  eiafiesteokteii  Leitinuiidräble  diesen  kaim.  Jed4ieli'4le#e 
specieMe  Emnobtimg,  «m  nitok  Uoterbrachung  des  «I^Etrischeii 
Strome«  sogleich  die  seoBDdare  Kette  eohli^sfien  eu  kCniieA  (wo^ 
zn  ailch  Mos  der  Gekranch  Toii  Urahtscbnuren^  stirtt  der'  gefiObn^ 
liehen  SdilieMttn^sdrähte,   hätte  hfilfreich  werd#n'  klinttea),    diese 

rieHe'GIlirtditoiig  hatte  man  'Versäiiint  Wirklich  koonte  ick 
mit  S^tÖhret  •s-magoetoeieklriseher  Maschine  d^n<ndtHimy 
Grad  d^r  negpativen  Lndnng'  der  Quecicsilberoberflilohe '  schneiRer 
herrorbniigeo,  >  als  mit  drei  (nach  ebigem  Gebraaohe  zu  anderen- 
Zwecken  imta^r  nach  sehr  lebhafte  Funken  und  lebhafte  Wasser« 
zer8etzanrbeifirheiMlen)Kehlenö)rlfnderh  TOd  Bunsen.  I>enB  lätt« 
ger  als  ich  erfi^artet  hatte  y  iMUst«!  ich  iwit  dieser  kleiniernKMibleii^ 
Batterie  das  QuecloBiiUiei!  fiegatiTelektrinireh,  bevor  dks  l>egcbfiebeiie 
sdione  Ladnnksphänofenen ,  ivdclies.  durch  umgekehrte-  ^Wlrbelw 
dtebun^'.sieb  darsteilt,'.anf  :  eine' dedtllcflie;  "and  lehhifte  'Wisise 
bervibtiat  ' '  Alierdiri^s.  atacb  mit  8iühr«r's  tiiagflet^lektriscber 
Maschiilei:'\f«rd  .  aiän.  diese  (^bn^k4hnteb>tWirbeiBiiehungeii!  •dioM 
aegieich  sehni  ifeebn^  man  turor  .das.  QiiecksilberjMsili?  'elektrisiri' 
hat  nrid  dann.  nacliiZu^ückziehung- des  positiven  Imktes  den  ne^a^^ 
ti?en  nur  kuibe  Zeit{  eiswirlcen  üess^  Denn*  ofen bar -eifad  geH^isS€^ 
Stjurke  der  nc^ivea  Lädung  (wobeie  Wie- «eben  fr<tter>«m^&hnt, 
aüdi  der  Kdliiiaigehalt  des  im  kohiensadiren -Kali  D^ffatir  elektri« 
sirten  l^necksilbersi  in  Bellracht  kommen  kann)  ist!notnH>ieiidig  luM 
ersten  Auftreten  der  Erschehmi^^  di^  Aery  n^iMa'ble  einoM  ein^ 
getreten^  sich  leicht  wiederholt,  so  dass  alsdann,  wie  gleichfalls 
schon  von  nur  hervorgehoben  wurde,  die  entgegeugesetztei)  Wir- 
beldrehungen der  Ladungskette  zwei  bis  drei  Minuten  lang  fort- 
dauern können,  wenn  das  Quecksilber  auch  nur  etwa  zehn  iSecun- 
den  lang  elektrisirt  wurde. 

3«  Mit  solchem  negativ  geladenen  Quecksilber  wird  man  aber 
nicht  sogleich  die  vier  Wirbeldrehangen  hervorbringen  kOnnen. 
Erst  wenn  man  dieses  negativ  geladeive  Quecksilber  eine  Zeit  lang 
zwischeb'  ^rileiner  kohlensaurer  Kalilauge  elektrisirt  hat,  wird 
dem  negativen  Platindrahte  gegenüber  die  positive  Zone,  mit  den 
ihr  entsprechenden  VTirbeln  wieder  zum  Vorschein  kommep  .(früher 
oder  später  in  Abhängigkeit  von. .  de'  Stärke  des  elektrischeni 
Stroms);  während  dann  diese  Wirbel  sich  immer  weiter  .und  wei^ 
tsr  ausdehnen.  Um  schneller  zum  Ziele  zu  gelangen^  vermindert 
man.  dieau  iStarke  negative  Ladung  des  Qiiecksilbers  durch  posi- 
tive Ladung  von  so  kurzer  (nur  auf  wenige  Secunden  beschränk« 
ter)  Bauer,  dass  noch  keine  Oxydation  SeH  Quecksilbers  eidtritt. 
Man  wird  sich  dabei  leicht  überzeugeil ;  däss  eS  auf  eine  Art  von 
Abstimmung  ankommt,  damit  weder ,  die  Ausdehnung  derpositiyeg 
Zone,  nocn  dije  der  negativen  zu  gross  sei,  sondern  beide  sich 
mehr  oder  weniger  das  Gleic^cewicbt  halten,  wie  z«  JB.  .  yor- 
stehende  Zeichnung  es  zeigt,  welche,  wie  gesagt,  auf  die  AafluT 
sung  des  gemeinen  kohlensauren  Kali  sich  bezieht  Denn  hikdist 
mannigfach  und  verwickelt  kann  die  Erscheinung  diirch  Anwendung 
verschiedener  Flüssigkeiten  gemaeht  werden.  Umständlich  sind 
die  Gesetze,  denen .  fferoäss  sie  bei  verschiedenen  sauren,  oder 
alkalischen^  oder  sabi^en  AnflOsuAgen  erfolgt,  schon  im  Jahr  1826 
m  jener  vnrhln  aogeßffirten  Abhändlnng  von  mir  entwickelt  worden! 
Aber  davon  w9l  'reh  eben  so  wenig  etwas  wfederholeti,    als  ich 
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von .  SiUätfalig  des  darch  Mgt  AbbHdaoe  dargesteUten  iS^d«^ 
ahyi»iKen>  etwas  •  sagao  kaoB»  ohne'  HWe  der  physikalischen 
ZeiebeBsMsche,  d.  h.  der  symbolischen  Ifieroglyphcospniciie»  wo- 
dareb  ich  in  der  MytboL  a.  d.  Staodp#  d«  Natnrw.  8.  28t. 
eben  so  hutz  .als  klar  jenes  Grrandphäaomenefläatertey  welches 
allerdings  ie  den  Drehangea  det  vier  sieh  aasbildendeD'Qoedfa* 
silbermagnete  besteht  Diese  vier  QaecksHbermafmci«  siM  e^ 
welche,  nicht  sowohl  die  d^tfiber  ansgeossseae  FlfisSigfcelt  nut 
aidb  £6rtreissen»  aU  vielmehr  die  (wie  nangewiesiSB  ab.a.  O.)  nach 
analogem  elektromagaetiscben  Gesetz  erfolgenden .  adeidiartigen 
Wirbeldrebsngte  dieser  Flüssigkeit' erleichtern  «nd^lmtodem»  nad 
zi^ar,;  wie  man  leicht  sieht,  oothweadHi;  in  dem.  Grade  fördern, 
dasa  unmöglich  aussen  (nach  Hersdiel's  Welse)  hingehaltene 
Magnete  iraend  eine  wahrnehmbare  *  ModilicutSon  in  den.Drdina- 
gpn  herbeimhren  können »  Selbst  abgesehn  daToa,  dasiden  vier, 
äeils.mit  dem  Nordpol,  tbeils  mit  dem  S'Odpol  an  der  Obert 
fläche  sich  drehenden,  und  zwat  mit  jedem  Pole  theils  rechts, 
Äelis  links  sich  drehfendeD'Qaechsiibennagnetea,  wo  nicht  Tier, 
doch  wenigstens  zwei  Stablmagnete<  entgegenanhalten  wfiren,  nm 
denkbarer  Weise,  eine  Modificatioo  tu  den  Drehungen  herbeiza« 
fiihren.  Ich  sage  „denkbarer  Weise :^;  den»  praktisch  nnausföhr« 
bar '  bliebe  der  Versuch  schon  darum,  weil-  die  so  nahe  gebalteneR 
entgegengesetzten  Pole  der- Stahlmagnete  sich  im  hck^häten' Grade 
schwächen  #Grden,  was  nicht  der  FaM  Ist.  bei  den  imtier  aut 
neuer  iüraft  aofblitaendaa. Polen  der  Quecksilbermagnote.  /.    > 

Anmerkung.  Zufälitgerweise  befindeich  mich  in  der  tage,  tber  eine 
AmaM Exemplare  des  Jtßhrbuche  d.  Chemie  a,  ^hpsikfOriSÜff^*) 


**)  DjiMclbe  bildet  mit  dem  eben  hezeieliiieleit  Titel  naa  '  int  f^egoo- 
derln  Eegivter  Tersehe«  ,eiii'/«r.'»»eh.  bi^slbhendfl  Ganz«  Toti  drei  («chttKup- 
f^rtafelnienthaLtenden)  Bändeii,  weich«  «ocU  jetf  t.  iqn  herubgeteuiea  L^dei)- 
preise  lechl  Thaler  kosten.  In  der  Art  in  sich  ^«beschlossen  «rse^ieuen 
damals  einige  Jahrgänge  des  Journals  für  (^h.  u«;  Ph.  als  eine  ZeitschriCt 
des  im  Leibni t'zischen  Sinne  gcslifleten  Vcreim«  znr  Y^rbrei-* 
tnng  von  'Nafurkennlniss  und  höKcrer  Wahrheit,  i^ugleidi  zeigt 
jtenes  Journal  d.  €h.  n.  Ph.  fiir  1^6.  B.  2.  Si  132 — 135,',  auf  tr eiche  höchst 
AcKttsktv  iVeise  «ich  di«  kaiserliche'  Aka'^feihl«  der  W tssenschaf- 
t«n  zu  Fleier S'buffr  für  jetic^ii  Verein  inlefeMxrte,  indem  sie  beschloss,  den 
tSBi  Fetaesborg  aus  nach  Peking  von  Zeit  zii  Zeit  abgehenden  tb«blM[i'schen 
Miasipnetai  im  I^eibniizirsQh^it  Oeiste  naKnrwisseuschaftlieii  gebildet«- aläiBStr 
aacareahen^  -wie.sqlAlU«  «eiliger  ;£<eit  iwirkliok  gesduih.  mit  OeWJmA  ^ftr 
n^annigf^c^e  'Wissenschaft licü«  «nul  ahdere  gnH  ^w^cke»  J>ir  erste :.6|chritt 
ist  also  geschehen  zu 'einer  wissenschaf  tiich-en  Pr4>pag«iA4<^\«  ^MS 
Seetzen  von  ^ei^ypten  aus  i^U^  Europäischen  un4  Amerikanischen  Akaf|<^ 
Min  aufrief  (s.  Litt!  Bl.  d.  Hämb.  Börsenh.  t..  13.  Mai  184o,,o4ei: 
Jillg.'AAz*  A.  Deutsth.  Vom  20.  und  21»  Mai  (840).  Im  gleichen' Leih- 
nitzlschtn  Geiste  umrde  nenerdin;;s  .eine  iJedical'Missionary  Society' 
oflQ^in^nrgh  begründet ,'  -wälirend  (nafch  Frbrlep^  Notizen  »April  1815. 
BbtiMi*  d#ISB;)  di^s«  mediclnis^she  Missionsgesellichäfr  in  Edln* 
Irwgbident  ZWaok  •Halv'  SV^n  ^Be^ehojng'  auf  >m«dicinls€h<tf  Mivs^idllaft 
lUmitn^s#.  rn  tarhriiten^  idinliohe  InetitntionaiSb-imteritüifeett  and  die  thfto* 
logischen.  Misuon an,, |iU^i(i9tüi#4iLrn: Agenten  a»  versQrgani  isowatev^diaüdlspo* 
Bibeln. jQ^eidmittel  es  veratati»!!/'  In.maimer  Danka^jrif t.«utV(9le«ifw|Br 
feiar  4er  Vniv.  Erlai^jB^en.  Ajudet  sidi  eialeitnatnTraisa/.d^e^,  "Vfi^,  «•- 
saheiat,   -wenig  bekannt  gewordene   Notiz,    dasa.  die.  BarHfiejif,  Ü|i(7afs)l^ 


4iip0Uren  f&u  können,  warin  »uentjene  eben  eru>ähntephp$ikaHsche 
Zeichensprache,  eniwickeit  aus  der  Natur  der  Sache,  dargelegt 
wurde.  Und  unmittelbar  führte  diese  Spmbolsprae^e  dann  hin  zur  ge- 
wet%mässigen  Auffassung  jenes  verwickelten,  alle  Arten  elektro- 
magnetischer Drehungen  in  sich  vereinenden  Phänomens, 
wovon  so  eben. die  Rede  war.  Abgesehn  aber  von  allen  in  demselben 
Jahrgänge  1826  mitgetheHten  dieser  Zeitschrift  efgenthUmtichen  physi- 
kalischen Abhandinngen  ^  ist  ohnehin  es  bekannt  genug,  däss  wohl  Com- 
pendien  veraltem  ^  nicht  aber  die  Zeitschtiften ,  worin  ^  die  driginalab- 


das  Vermoosen  jenps  am  Grabe  meines   Bruders  zur  Begründung  naturwissen* 
scUaftUcker  PRaazsclialeu  im   Leihoilzisclieii   Sinne   geslifreten  Vereins  üher- 
nommen  habe,    und   die^  Universitätsquäslur   in   Berlin    bereit   sei,    Beiträge 
snr  Yermehrang  des  kleinen  Stiftangscapitals  anzanelimen ,  nm  spMterhin  ein 
Aeis es tipendinm  anreihen  zn  können;     (VergL  Hitzig'»  Anualen  etc. 
furtjs.  von  Seilet t er,  jB.  35.  8.  176-^170,    wo  ein  in  letzterer  Beziehung 
sehr  beachtuugswerrhes  i^clenstiick  milgetfaeili.)  ■    Zu   Göttingeirs  Ruhm 
aber  gereicht  es,    dai^s  wirklich  ein  Aeisestipendium-  für   Natnrfor» 
scher  dort  begründet  und»    nach  Bin  menbauJt  U  Namen  genannt,    nüt  der 
Universität  in  Verbindung  gebracht  .wurde.  .    Uehrigcns   stammt   die  grossar- 
tigste Stiftung  der  Art  scfaou^aus  der  ersten  HälfliC  des  vorisren  Jahrhunderts, 
angereiht  der  Oxford  er  Universität.      Denn    die    Kadcliffe's   Tra^cl- 
iing  Fellowships  aind  für.  zwei  voa  der  sUwiversität  Oxford  amsznwöh- 
lende,  mit  Natur«  und  Hellkunde  -vcrtraale  junge  •  Gelehrta  bestimmt.     Jeder 
von    ihn.eif  erhält    )ähriich  300  Pfd.  Sterl. ,'  und   zwar    zehn    Jahre    lang, 
unter  der  Bedingung ,    wenigsten«  fünf  Jahre   in  einem   fremden  Läiide  jen- 
seits d^  See  zu  "verweilen ,    iiVodorch  offenbar  die   Anlegung  naturwis- 
senschaftlicher  Pflanzschuien  eingeleitet  ist.      Auch   An  der  UniTcr. 
sität  Cambridge  sind  seit/ dem  Jahr  1767  zwei  Reisestipendien  beerundet, 
jedes  zu  100  Pfd.  Sterl.  jährlich,  welche  drei  Jahre  lang  bewilligt  werden 
unter    der    ausdrücklichen    Verpflichtung^    mii    der    Universität    durch 
Reiseberichte  in  Verbindung  zu  bleiben.  —  Ohnehin  binden  meh- 
rere englische  l'ellowships  (Vlie  überhaupt  vergleichbar  den  in  Leipzig  so- 
genannten Collegia  tureu)   nicht  geradezu  an  den  Aufenthalt  auf  der  Uni- 
Tersität,  und   können   sonach   als  Relsestipeudien  benutzt  werden.      Offenbar 
also  w^ürde  es  gut  sein,  auch  den  deutschen  Universitären  (na r^h- manchen  be- 
trübenden Ereignissen)    wieder    einen   neuen    geistigen  Aufschwung  zu  geben 
durch  Anreihung  von   Reisestipendien    mannigfacher    Art.     Solches 
wäre  angemessen  unserer  Zeit,  zu  deren  grösstem  Ruhm  es  gehört,  die  Ver. 
hindung  der  Menschen    durch  Dampfschiffe   und   Eisenhahnen  mehr  gefördert 
zu  haben,  als   die  Vorzeit  solches  nur   zu  ahnen  vermocht.  —  Da  über  diese 
und  verwandte  Gegenstände  mancherlei  zur  Sprache  gebracht  im  Jahr  buche 
d.  Ch.  n.  Ph.  für  1826 ,  namentlich  auch  in  einem  auf  oben(;euannten  Ver- 
ein sich  beziehenden  AnJianpe  zu  demselben !    so   kann   die    Vertheiiung  von 
100-— 150  Exemplaren  dieses  Jahrbuchs  an  öffentliche  Bibliotheken  vielleicht 
auf  mehr  als  eine  Weise  dazu  beitragen,    mich  mit  glelchgesinuten  Männern 
in  Verbindung  zu  bringen ,  welche  sich  für  Wahrheiten  interessiren  ,  die  ich 
um  so  weniger  blos    stillschweigend    möchte    beseitigen    lassen, 
je  beächtungswerther   sie   mir   scheinen  "gerade    in    der    gegenwärtigen  Zeit. 
Wenigstens  dazu,"  dass   sie   endlich    zur    Sprache   kommen    und  zur  Prüfnug 
gelangen  mögen ,  Vünsöhe  ich  am  Schlüsse  meines  Lcheus  noch  etwas  beige- 
tragen zu  haben  (vcrgl.  die  ältere  Abhandlung,  woran  die  gegenwärtige  sicli 
aöschliessl,    im  Journ.  für    prakt.  Chemie    B.  34.  S.  414.  Note  3.).  — 
Für  dieselbe  Sache,    wovon   hier    die  Rede   Ist,    bieten    noch   ganz    andere 
hipchst    beachlungswerthe   Gesichtspunkte   sich    dar  bei   näherer   BetracJitung 
der  in  der.R^cension  von  Schubert's    Spiegel   der  Natur  in  der  All- 
gem.  Litt.  3eit.    1846..  Mai.   No,  99.  und  %W.   zusammengestellten  That- 
sachcn.  :         '        * 

TheU  X.  ^         9 


im 

^..^.iuj4i/eik  sick  äeßmien^  worauf  Jme  sich  öetiektk  iMer  -dieten 
.  H^^iuiiäefi  s€Aeüa  SM  mir  %we€kmä$^,  dem  gemäss,  was  im  dritten 

tu^ihidcie  mrüegemier  AtlUmdiung  %ur  Sprache  kam,  jene  eben  erwähn* 
.tiiA  Sxe^upiare  des  Jahrb.  d.  Ch.  u.  Ph,  ais  ein  Geschenk  %u  vertheiien 
OJA  äiiiioiheken  flir  Gymnasien ,  oder  Realschulen,  oder  natnrwisseu* 
H'J^iiiche  Vereime,  wie  sie  vorhin  mit  Befdehung  auf  das  nachahn 
luuHifmara^  ßeis^ei  der  Institutions  Bnglands  erwähnt  wurden,  und 
:^  deren  %ahlr eicher  Entstehung  auch  hei  uns  es.  mir  sehr  Heb  sein 
tifäiäcy  etwas  beitragen  %u  können.  Zum  Zwecke  der  angebotenen  Yer^ 
:keUuHg  von  iOO-^iSO  Exemplaren  Jenes  Jahrbuchs  ist  es  bios  nöthig, 
äiiss  die  Vorsteher  solcher  Anstalten^  welche  irgendwo  in  unserm  deut- 
^he^  Vaterlande  geneigt  sind,  vtm  diesem  Anerbieten  Gebrauch  %u 
machen,  mir  den  Weg  der  Zusendung  in  portofreien  Briefen  be%eichnen, 
Zugfeieh  .  aber  ist  von  der  mit  der  Anstalt  in  Verbindung  stehenden 
Buchhandlung  eine  unserer  Buchhandtungen  hier  in  Halle  durch  einige 
heiliegende  Zeiten  %u  beauftragen,  dass  sie  die  Verpackung  und  lieber^ 
Sendung  besorgen  möge.  «^  Ein  erfreuliches  Zeichen  der  Zeit  ist  der 
^nntar  1401  tung  Heiner  Königlichen-  Hdheit  des  Kronprin-- 
zen  SiasplmHian  von  Baiern  stehende  Verein  auf  Verbrei* 
tung  nützlicher  Kenntnisse  durch  gemein  fassliche  Schrift 
ten",  wodurch  so  eben  eine  neue  Ausgabe  van  Runge' s  Grundriss 
der  Chemie  (wie  der  Titel  des  Buches  solches  ausspricht)  veranlasst 
wurde.  Hoffentlich  werden  im  Bunde  mit  diesem  wohtthdtigen  Vereine 
angemessene  Regenerationen  der  allen  Stadtbibliotheken  und  andere 
auf  Technologie  und  Naturwissenschaft  sieh  beziehende  städtische 
Sammtungen  wirken,  wie  sie  ohnehin  %um  Gedeihen  der  sogenannten 
polfßtechnischen  Gesellschaften  unentbehrlich  sind.  .Ein  neuer  Aufruf 
liegt  zugleich  darin,  wenigstens  die  an  Gymnasien  und  Realsehuten 
scJion  vorhandenen  Sammlungen  %u  bemitzen  im  Geiste  Jener  oben  er- 
wähnen nicht  bios  das  Bedarf niss  der  Jugend^  sondern  vorzugsweise 
der  Erwachsenen  ins  Auge  fassenden  Institutions  Englands.  Und  in 
dieser  Beziehung  kann  in  unserm  Vaterlande  als  Vorbild  dienen  der 
von  den  Aerzten  in  Frankfurt  am  Main  begründete  physikalische  Ver- 
ein, von  welchem  vorhin  (Anmerkung  zu  Ul.  3.J  die  Bede  war. 
Da  ich  stets  zur  Förderung  solcher  Zwecke  in  meinem  engem  Kreise 
zu  wirken  ,bemuht  war:  so  wurde  es  mir  erfreulich  sein,  im  Geiste 
des  obigen  Vereins  zur  Beförelerung  derselben  Zwecke  auf  dem  soeben 
bezeicJImeten  Wege  mitwirken  zu  können. 


Anhang. 

Die  vorliegende  Abhandlung  war^  wie  schoin  in  der  Ehileitung 
gesagt,  ursprunglich  als  Nachtrag  geschrieben  zu  der  ,,ilber  Pfa-^ 
tina.  Altes  und  Neues^S  welche  im  Journ.  für  prakt.  Chem. 
B.  34.  8.  385 — 420.  erschienen.  Unter  dem  Titel  ,, nachträg- 
liche Bemerkungen  über  Platina^  Elektron  und  ver- 
wandte Gegenstände'^  sollte  sie  in  demselben  Journal  pubU- 
cirt^  oder^  wenigstens  als  Anbang  zu  demselben  ausgegeben  wer- 
den, als  eine  Beilage  und  zwar»  wenn  es  nothig  schiene  (weil. 
aner4>ngs  darin  ulqU  popiiiare«  vielmehr'  heterodoxe»  seit  zwanzig 
Jahren  von  jeder  unbefangenen  Prüfung  ausgeschlossene  Wahf- 
heiten  a«&  neue  zur  Sprache  kommen  sollten)  als  eine  auf  Kosten 
des  Verfassers  zu  druckende  Beila^.  Da  solches  nicht  zu  er- 
reichen gewesen:  bo  erhielt  im  Geiste  des  vorliegenden,  mit  be- 
sonderer Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse    der  Lehrer   an  höheren 
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CotevridrtBanstalteh  herauseegebekfi^  Archivs  filr  Mathtima- 
tilcund  Physik  die  Abhandiung  nicht  hhs  eine  Ihren  Inhaft 
schärfer  besMchnende  Deberschrif),  sondern  es  worde  auch  der 
dritte  Abschnitt  durch  einige  Zasütte: erweiterte-  Denn  nun  ge- 
slemteies  sich,  noch  andere  praktische  Gegenstände  zur  Sprache 
BU  bringen  als  blos  praktisch  chemkN^he^  frorauf  der  vierte  die 
wundevfisHeii  gaivanis^chen  Flgt^ren  £rman's  (duitßh  INach- 
weisahg  ihr^r  gteichbleibenden  gesetzlichen  Darstellung)  wieder 
in  ilnrerRecfate  einsetzende «  und  noch  mehr  der  fünfte  Abschnitt 
di^er  Abhandlung  sich  bezog,  worin  einzig  und  allein  praktisch 
chemische  Gegenstände  zur  Sprache  kamen  unter  der  Ueberschrift: 
,,uber  die  praktische  Bedeutung'der  hydroelektrischen 
Ladune.'^  So  eng  sich  derselbe  den  vorhin  zur  Sprache  gebrach- 
ten schonen  Ladungsphänomenen  anschliesst:  so  geht  er  doch  zu 
sehr  auf  Einzeinheiten  bei  Gonstruetion  elektrischer  Batterien  ein» 
als  dass  er  zu  der  enger  begrenzenden  Ueberschrift, 
welche  nun  die  vorliegende  Abhandlong  erhalten  hatte,  noch  pas^ 
sen  konnte.  Daher  spare  ich,  was  zur  frGheren  Publication  be- 
stimmt war,  für  eine  spätere  auf,  und  reihe  unter  dem  Titel  eines 
Anhangs  nur  Zeitgemäss&s  an,  dessen  Publication  nicht  all- 
zulange zu  verschieben  ist. 

I. 

1.    Nachdem  nämlich  die  vorliegende  Abhandlung  schon  ihre 
neue  Bestimmung    eibalten   hatte:    so    hat  sich    die    praktisch 
chemische  Bedeutung    dessen,   was    ich   über    hydroelek- 
trische Ladung  im  Journ.  f  prakt.  Chem.  zu  publiciren  an- 
gefangen,   und  darin  auch   weiter  fortzusetzen  beabsichtigt  hatte, 
erst  recht    herausgestellt.      Durch   einen   ei^enth  dm  liehen   Zufall 
waren  nämlich  selbst  Versuchein  Vergessenheit  gekomioen,  welche 
V  o  1 1  a  gemeinschaftlich  mit  B  r  ug  n  a  t e  1 1  i  tiber  sogenannte  therm- 
oxydirte   Kohle  angestellt,    und  firugnatelli  in  einer  an  Geh- 
len (s.  dessen  Journ.  d.  Chem.  u.  Phys.  1806.  B.  2.  S.  553—563.) 
gesandten  kleinen  Abhandlung  mitgetbeilt  hatte.     Diese    therm- 
o^rdirte  Kohle  war  den  Versuchen  Volta's  gemäss  das  erste 
lüMili  üb^lT  d^D   edlen  Metallen    stehende  Glied  am  negativen  Pd 
seiner  Säule;    ihr  schloss  zunächst  thermoxydirtes  Gold  sich 
an.    Viel  tiefer  steht,  durch  mehrere  fehlende  Glieder  getrennt, 
krystallisirtes  schwarzes  Manganoxyd,  dem  sieh  älsl^ann 
Graphit,   gemeine  Kohle,  Gold,   Silber,   Platin,  Kuj^fer 
der  Keihe  nach  anscbliessen.     Den  Ausdruck  »thermoxydirf 
wäjhlte  Brugnatelli  gemäss  einer  theoretischen  Ansieht  .von  der 
yer)l>indung  de$  Wärmestoffes  mit  Oxygen  in  der  rauchenden  Sal* 
petersäure,   und  beacbtungswerth  ist  besonders  folgende  von  ihm 
Gemachte  Beobachtung:    ,, Setzt  man  mit  Salpetersäure befeucbtete 
^ble  dem  Sonnenlicht  aus,   so  entwickelt  sie  oxydirtea  Stickgas 
und  bleibt  zuletzt  vOlHg  geschmacklos  zurück,  wobei  sie  sich  vor* 
trefflich  thermoxydirt."  —  Diesen  Versuch  Bru^natelü's  wie- 
derholte ich  sogleich  im  Jahr  1806;    und  noch  jetzt  besitze  ich 
aus  jener  Zeit  solche  sogenannte  thermoxydirte  .(d.  h.  elektrisch 
Mlaoene)  Koble,  die  als  negativer  Leiter  mit  Zink  cömbinirt  sehr 
kräftig  wirkt.     Mein  Freund  Seebeck,   dem   ich  im  Jähr  1807 
solche  Kohle  mitgetheilt  hatte,    hob  sie  wegen  ihrer  vortrefflichen 
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Vi^irksamkeit  .Ws  zum  Jaht  1822  .auf,  wo  er  sie  in  «herAi^iiia^pe- 
tiscber  Bezi^ang  pt(ifW;  und  sie  zeigte  dich,  wie  er  io  t^eiher 
Abli^Ddlung  über  Tliermooia^aetismus  iervoriiebt>  «Bter  altep  von 
ihm  gftpruuen  Kohienarten.eiasig  und  ailein  wirksaia;  nan^dt- 
iich  mit  I^upfer,  Sil  her-,  Zink:..  leh  fähre,  diess  an,  damit  man 
9^he,  wie  auddanerod  die  elektrische  liadane.  bei. dieser  Kohle 
ist..  Denn  dass.  die  sogenannte  thermoxtdirteKdhle  als  eine  elek- 
trisch geladene  Kohle  2u  betrachten  s^i,'  gebt  daraus  hervor, 
dass  sie  auch  durch  positive, Eiektrisirung: an  detViiitaisishen 
Säpie  gewonnen  wird.  Schon  Volfa  und  .Briignätelli  machten 
auf  jdre  ausdauernde  Wirksamkeit  aufmerksam,  während  die  hy- 
drogenirte  (am  negativen  Pole  der  SäuLe  erhaltjone)  Kohte  nur /von 
sehr  kurzer  Daue^  ist  Daran  scbiossen  sich  nun  in  lenem  letisten, 
auf  die  ,» praktische  Bedeutung  der  hydroelektrischen  Ladu^^' 
sich  bezieheqden*  Abschnitte  meiner  Abhandlung  mannigfache  Be- 
tf^btungen  a^,  aan^entiich  mit  Beziehung  auf  Bunsea's  .Koh- 
lenb^tterie  und  Grove's  Piatinakette..  .Man  kann  .'läkm- 
lich,  wie  ich  geigte »  das  Experimentiren;  mit  Bunsen''s  Kohlen^ 
batterie  viel  bequemer  machen,  besonders  wo  es  auf  de».  Cl^ebraueh 
einer  grossem  Anzahl  von  Gliedern  ankommt,  wenn  soan  die  Kohle 
zuvor  nach  Brugnatelli's  Weise  therm oxydirt;  Auch  auf  die 
gewuhnliche>  Voltaische  Säule  kann  man  diese  Art  der  Ladung 
anwenden.  So  geniigen  z.  B.,  um  die  in  Abschnitt  IV.  vorliegen- 
der Abhandlung  mitgetheilten  elektromagnetischen  Drehungen  des 
Quecksilbers  (in  {Ermangelung  voif  StS.lirer's  ma^netoelektrischem 
Apparat)  sehr  schMUs^u  sehn,,  allein  .z  eh  ^..Glieder  einer  Säule 
aus  runden  zusammengel<itheten  Zink-  und  Kupfer  Platten,  vou. etwa 
5—6  Zoll  im  Durchmesser  mit  zwischengelegt^n  in  massig  schwe- 
felsaurem Wasser  getränktem.  I^appen,  wenn  man  die  .Zjnkllächen 
Tags  zuvor  mit  Aetzkalilaug^  foeqetzt  hat,  welche  darauf  eintrojck- 
neii  mag,,  unmittelbar  aber  vo^/ d(^m *Aufban  der.Säute.mit  ein^r 
ip  starkes  Scheid ewass^r  getauchten  Feder  über  die  Kupferflächen 
hinstreicht,  welche  dadurch  zu gjekh  metallisch  glänze<i.a  und  elek- 
trisch geladen-  werden«  Gewiss  würde  rauchende  Salpetersäure 
mit  Sehw'e feisäure  gemischt  (deren  ..eigen tbÖB)i'K^€i/^  Verhalten  zii 
Kupfer  am  positiven  Pole  der; Säule  schon  .c|ie  Aufmerksamkeit 
erregt  hat  ^^))  noch  kräftiger  ^i]rken,  um  Kupfer  durch  el^ktrl^c)i^ 
Ladung  zu  dem  Rang  eines  yiel  edleren  Metalls  ^u  erheben ,  wäh- 
rend Zink  durch  Befeuchtung  fmd  A^tzki^lilaiige  zum  Rang  eines 
n.Qch  unedleren  Metalls  in  der  ,.galyapis.dien  K^tte  herabgebracht 
wird-...'.'  ,    J        '•    .7    i    'm.I..    •    .  ,:  ■       .  '    ' 

2. '  Die  Erinnerung  aber  an-'dtQ  neuen  etekti^hemischen  Eigen- 
sc^afteuy  wekihe  Brugnat^lli^  dfer.  Kohle  durch  Salpetersäure 
mitgethdit,  'wussien'ganz  besonderes 'Interesse  gewinnen,  nach- 
dem die  neuen  Eigenschaften  bekannt  würden,  welche  die  Baum* 
wolle  ddrch  rauchende  Salj^et^rsäure  (oder  i\oi*h  besser  durch  mit 
concentrirter  Sehwefel^^äure'  gemischte  rauchende  Salpetersäure) 
erhält  J  Und  -sri  wie  die  >  thetmoxydirte  Kohle!,  sich  dem  Ansehn 
nach  nicht  von  gewOhn^ieber  Kohle  ünteTSchetdet:  so  ist/auch.die 
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tbermoxydirte  Baumwolle  (oder  Schiessbaum wolle)    dem   Ansehn 
nach  von  gewöhnlicher  Baumwolle  nicht  zn  unterscheiden.     Wäh- 
rend   nun    diese    8chiessbaumwoUe    vollständig   abbrennt   in    der 
Flinte 5  besteht  der  Hauptfehler  unsers  Schiesspulvers  darin,  dass 
es  nicht  vollständig  abbrennt^    sondern  bei    dem   Schiessen  zum 
Theil  uriverbrannt  herausgeworfen  wird.    Dieser  Fehler  Hesse  sich 
also  vielleicht  durch  Anwendung  der  thermoxydirten  statt  der  ge- 
roeinen Kohle   bei   der  Bereitung  des   Scbiesspulvers  beseitigen. 
Die  lam;e  Ausdauer  jener  tbermoxydirten   oder  elektrisch  gelade- 
nen Kohle  (wie  Stücke  zeigen ,    die  ich  vierzig  Jahre  lang  auf« 
hob)  käniie  dabei  besonders  in  Betrachtung,  so  wie  der  Umstand, 
dass  diese  tbermoxydirte  Kohle  keineswegs  Feuchtigkeit  anzuziehen 
scheint,    wie  die  SchiessbaumwoUe.     Vorzi'fglich  beachtungswerth 
aber  mus8  uns  nun  das   sogenannte  Ueberbrennen  der  Kohle  bei 
Bereitung  des  Schiesspulyers  vorkommen.     Denn  gewiss*  wird  nie- 
mand glauben,  dass  die  Kohle,  um  gutes  Schiesspulver  zu  geben, 
noch  zürn  Theil  hydroffenirt  ■*)  sein   mffsse,    wenn  er  erwägt, 
dass  diese  hydrogenirte  Kohle  voti  so  Iturzer  Dauer  ist.    Vielmehr 
scheint,  die  merkwürdige  ThatsacUe,    dass  in  Cylindern  gebrannte 
Kohle,  wenn  sie  gut  ausgebrannt  ist,   sehr  schiechtes  Scniesspul- 
ver  giebt,  während  fast  viermal  so  starkes  erhalten  wird,  wenn 
man  die  Erhitzung  unterbriclit,    sobald  die  Flamme  an  den  Cylin- 
dern anfangt,  sieh  r^in  bläu  zu  zeigen;    diese  Thatsache  scheint 
dafür  zu  sprechen ,  da/^s  selbst  das  Ko  h  1  en  o x y  dg a £^  im  gleichen 
Sinne  wie  SalpetersHure  (nur  schwächei)  eine  l'hermbxydirung  der 
Kohle    (oder    elektrische  Ladung   im  Sinne  Ritter 's)    bewirke. 
Und  so  erhalten  wir  b^i  Cnmbination    der  tbermoxydirten  Kohle 
Brugnatelli's  mit  der  thermoxydirteu  Baumwolle  * *) ,  wenn  diese 
letztere  auch  nicht  sogleich  das  Schiesspulver  zu  verdrängen  ver- 
mag^ doch  von  ihr  Anleitung  zur, Vervollkommnung  desselben. 


^*)  Diese  Ansicht  spriclit  seihst  der  gründliche  Kenner  des  dchiesspnl- 
vers,  iKloritz  Meyer,  ans  in  Erdmann's  Jonrn.. f.  techn.  u.  Ökonom. 
€hem.  1831.  B.  2.  S.  528.,  wo  er  also  sich  ausdrückt:  „Befreit  man  die 
Kolile  )?aifzTOD  Wassers'toff ,  •  so  ist  sie  bekanntlich  niehit  mjehr»  brenn- 
b.-ir.  Bei  nidit  hinreichende^  ^nfmerknattikelt  kann  man  «e  hei  Cylinder^er- 
kohinng  leicht  zam,' U.eh«t|)cieBn'ea.  bringen«  Nach  einigen  i«  Ostindien 
angestellten.  Versuchen  gab  8ohie«4iinlver  imit  in  Cylindern  if^ollkommen  aus- 
geglühter 'Kohle  -eine  Wurfweite  TOn  52  Soisritt  und  dasselbe  Palver  mit 
gut  gebrannter.  Kehle  260  Schritt.  ..Wenn  man  aber  ans  den  Cylindern  4ie 
l^ohle  herausniinm:! ,  sebaid  die' Gasfiabunlo  anfängt,  sl<;h  r;ein  blau  zu  zei-- 
Sen  (  Kohle'uoxydg^as),  so  steht  ein  Ueberbrennen  .nicht  zu  , furchten. *' 

^^)  VgL  tfnoh  Nva«  über  «116  merkwürdige  Entdeckung  SchpAbeia'a 
find  B5ttger'»  ^uv  8]^rach^  kam  in  der Hallisehen  nalurforscUenden.GeMU-; 
Schaft  am«  Tk  Not,  1846 v  tuid-miteet heilt  ist  im  lutelligenzblatt:  7iUt 
A Hg.  Lit«.' Zeit;.  Decbr.  1846; iN..  69^  8*  564.  565.  Ich  hebe,  daran»  noch 
f(^lgbndei8teUe:ans:  4,Ddzu.,  dass  die  von  Brugnatelli  und  Yolta  über 
Ihennoxydirte  Kohle  im  Journ«  d.  Chem..  u.  Fhys.  mitgetheilte  Beoba^hr 
tamg  iu  Yepgeesenheit  klommen  konnte.,  trjig  wesentlich  bei,  daa^,  vom  JaUr 
1806'p— 1810  ikein  Register  dieses  Jonroals  vorhanden  ist;  ebenpo  fehlt  es  den 
letzten  15  Bänden  von  1829-— 1833.  Machte  sich  ein  jnnger  Mann  enta^hlies» 
sea,  ein  Register  über  das  ganze  Journal,  von  1806^-1833  zu  bearbeiten, 
Mos  mit  Beziehung  auf  die  Columtten.tltel ,  .wodurch- es  eben  so  kurz  als 
brauchbar  'werden  würde,  da  diese  Columnentitel  wechseln  mit  dem- wech« 
elndcn  Inhalte  der  Abliandluug.  ^'  •     .   ' 
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1«  Noch  ein  anderer  praktisch  chemischer  Gegenstand 
kam  im  letzten  Abschnitte  dieser  ursprünglich  zur  Publication  iiii 
Journal  für  praktische  Chemie  oest^mmten  Abhandlung  zur 
Sprache,  worüber  Mittheilungen  noch  länger  -hinauszuschieben 
nicht  zweckmässig  wäre.  Es  handelt  sich  auch  hier  von  in  Zei- 
tungen besprochenen 9  gleichfalls  im  Grossen  und  gleichfalls  zum 
Kriegsgebrauch  anwendbaren  Dingen.  Als  ich  nämlich  den  letzten 
Absctinltt  jener  Abhandlung  niederzuschreiben  im  Begriffe  ge- 
wesen, da  war  in  den  Zeitungen  (im  März  vorigen  Janres)  die 
Rede  ,»von  einem  der  Staatsbehörde  für  die  Summe  von  36000  Tha- 
Icrn  angebotenen  Geheimnlss  eines  galvanoplasfischen  Kanonen- 
pusses,  wodurch  die  Kanone  ohne  weiteres  fertig  geliefert  und 
ihre  Ausdauer  bedeutend  gesteigert  werden  soll."  Höchst  acht- 
bare Namen  von  Männern  waren  .genannt,  w:elche,  zur  Prüfung 
der  Sache  aufgefordert,  sich  beifällig  darüber  erklärt.  Diess 
musste  micii  nothwendig  zu  folgender  Note  veranlassen,  deren  bal- 
dige Publication  in  dem  bezeichneten  wissenschaftlichen  Zusam- 
menhange^ mir  schon  damals  willkommen  ffewesen  wäre.  Schon  in 
der  Einleitung  zur  vorliegenden  Abhandlung  war  nämlich  davon 
die  Rede,  dass  bei  der  Bildung  des  festen  Cämentkupfers  durch 
jene  constante  Kette,  von  welcher  die  Galvanoplastik  abhängig, 
unter  gewissen '(im  Journal  für  praktische  Chemie  B.  34. 
S.  402 — 408  näher  bezeichnetßn)  Bedingungen  merkwürdige  Zuckun- 
gen der  Magnetnadel  im  MultipUcator  entstehn,  welche  als  abhän- 
gig zu  betrachten  sind  von  krystall-elektrischen  Beziehungen,  und 
aii  die  in  andern  Fällen  bei  Krystallisationen  (den  schonen  Ver- 
suchen Rose's  gemäss)  entstehenden  Lichtblitze  uns  erinnern. 
Diesen  blitzartig  eintretenden  sehr  lebhaften  krampfartigen  Zuckun- 
gen bat  ich  wenigstens  da  einige, Aufmerksamkeit  ^u  schenken  ''^), 


**)  Mim  kaiiti  den  iihetraschenden  Versach  leicht  in  einem  Collegien- 
▼erftach«  Machten.  Denn  ob  man  gleich  nickt  den  Zeitpunkt  ta  heetimmen 
*  vermag  9  wo^  die  von  Bildane  feiten  Cementkapfers  ahhängicren  Zucknngen 
eintreteil  i  so  yritkt  doch  der  hötlttt  einfache  (im  Jonrn.  f«  prakt.  Ch.  B.  34^ 
S*  401*  abgebildete)  Apparat,  einmal  anfgeacellt,  aehr  lange  Zeit  fort^  Man 
darf  al«o  die  am-  besten  ans  mehreren  Gliedern  (welebe  man  beliebig  in  die 
Combination  anf nehmen  oder  partiell  schliessen  kann)  bestehende  Wach'ische 
Kette,  Terbiiiiden  mit  einer  secnndären  Platinakettc  nnd  einem.  empfindUichen 
Mnltipiieator ,  auf  einem  feststehenden,  an  der  Wand  befestigten  Reposito« 
rium  nur  ruhig  ^nd  ungestört  stehen  lassen.-  '  Das  Ungestörte,  bexieht  tAch 
aber  kein^s-Weges  darauf ,  dass  nicht  ren  ZMt  zn  Zeit  dufck  Aüshtbnnfi:  eines 
Leitdngsdralites  aus  einer  von  den  Queoksilberechalen  (woxa  Aashöhlnngen 
in  grö^sseru  Korken  dienen  können«  welche  zugleich  die  Leitmigsdrähte  feat* 
halten)  die  Kette  geöiFnet  werde ,  was  vortheilhaft  zn  sein  scheint»  Es  wer« 
den  sich  dann  Znckungsperloden  uuöh  in  der  Zeit  einstelien,  wo  die  Stndi- 
renden  ins  Collegitim  kommen,  so  das»  nebenbei  diei^e  merkwürdigen,  vom 
KrystalielektricitSt  abhSngigen  Znckungefi  (ior  oder  nsch  der  Vorlesung) 
den  Einzelnen  mit  allen  den  verschiedenen  Modificatioupn  der  Erscheinung 
gezeigt  werden  können.  Zu  diesen  Modiftcatlonen  gehört  die  schon  von  mir 
hervorgehobene  Empfindlichkeit  gegen  die  leiseste,  auf  den  mit  Cämratknp«- 
''"    umwachsenen    Ziakdraht    wirkende    Erschiilt^rnng,    wozu    (tvinn    eine 
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wo  «ie  nebenbei  sich  obne  MQhe  einleitei»  kissep,  niunentlich  bei 
ajüvaaoplaeUacJien  Vereucken^  da  hier  vielleichC  notik  aoe  andern' 
Gcfinden  die  Einechiebung  einer  secundären  Kette  in  gewiesen 
näher  asu  etudirenden  Fällen  sweektnäseifi;  «ein  keimte.  Und  in 
dieeem  Zusanmenhange  war  folgende  Note  meinem  Manueoripte 
beigelflgtt 

,y  Wenn  die  Galvanoplaistii:  sich  nicht  auf  die  bei  Darstellung 
fester  Motativegetationed  auf  nassem  Wege  zu  erhaltenden  Kry- 
stalle,  sondern  auf  Nachbildung  bezieht,  wie  die  Natur  schon  bei 
AfterlcryställeD  sie  zeigtt  so  Ist  ftlr  die  Schärfe  der  Nachbil- 
dung offenbar  der  sogenannte  amorphe  Zustand  günstiger  als  der 
Icrystallinische.  Das  Studium  der  Bedingungen ,  welche  die  Kry- 
staüisation  mehr  oder  wenicer  begfinstic^en,  wird  also  nun  auch 
technisch  interessant  in  gaivanopiastischer  Beziehung.  Als  im 
hiesigen  chemischen  Laboratorium  (wie  das  Jahrb.  o.  Chera.  u. 
Phys.  1830.  B.  1.  d.  g.  R.  B.  58.  S.  43  fV.  zeigt)  zuerst  kunstfi^e- 
mäss  nach  Willkür ,  in  Abhängigkeit  von  einem  zuvor  in  solcher 
Weise  noch  nicht  eingeleiteten  constanten  galvanischen  Strome, 
dessen  Stärke  man  in  seiner  Gewalt  haben  konnte,  Kupfervegeta- 
tionen in  metallischem  Zusammenhange  dargestellt  wurden,  trug 
man  diese  fSr  die  krystaltelektrische  4*heorie  so  wichtige 
neue  Thätsache  auf  ändere  ^letalle,  namentlich  Silber,  Zinii, 
Antimon,  Wismuth  über,  freute  sich  der  gewonne/ien  schonen 
Kupfer-  und  Silber -Krystalle,  sowie  andefef,  den  krystallinischen , 
sich  anschliessender,  dendritischer  Gebilde,  wie  die  Natur  sie  lie- 
fert, die  Kunst  aber  bisher  noch  nicht  in  fester  Gestalt  darzustel- 
len ^  vermocht.  Die  Bedingungen  ihrer  Ent^i^tohung  zu  Studiren 
schien  die  Hauptaufgabe,  worauf  es  ankomme.  In  gleichem  Geiste 
wiederholte  ein  rühnilich  bekannter  Chemiker,    Grtbel  in  Dorpat, 


^^■»»    »  .p|  ■     t    '«4«M 
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Zuclfiingspesiodt  hcranlialit) .  solbtt   ein  Haadh  diente   kann  ftn£  d^n  di^nnep^ 
^eraUberten .  Kvpferdraht ,    welcher   cnr  YennitteXcutg  der  Leitmng  «n  dtfni 
^in^Le  befestif;t  i»t«  -*  Diese   Etscküttemng  wirkt   analog   dem  leiten  Hio'- 
ruhren  an  Krystallein  der  Periode  ihrer  lenchienden  Bildung,  z.  B«  bei  Ro^e^a 
Auriosung  des  glasarligen  Arseniks  In  Salzsäure.      Jener  Apparat,   wo  elek- 
trische die  Nadel  in  krampfhafte  B^wegttn^  setzende  mometitane  Impuls«  ah 
die  Stelle  jener  LicKthlitze  (bei  Nichtleitern)  treten,  wird  aber   am  'b^ten| 
mit  2Wei  üaltrpticatoi'eu  In  Yerbindnng  geseilt,    von  den€it  der  eiti^  (trttC 
B^etehnng  «kif'kefU^ie  ltf*m]f)fperloden)  der  Dopptflnadel  iia^  bis  M^  AüM-^ 
scklag  gflBtattet,   wtfaroid.'Mi  dem  andern  4io  Döppelnadel  im  Kreia  «diheii: 
sich  Vewagea  kann«    LH«lcre  wird,   obwohl  gaaa  gleiche  Starke  der  Heiden' 
N^feln  aehwer  xi»  c^rreichen^    doch  gAnz  leicht  mit  Hülfe   der  'L'brslen  des 
Cf^confäden,    woran  die  DoppelnadeL  hängt,    so  gerichtet,    dass  aie  rou  Oat. 
nach  West  Stent,  in  welcher  Lage    also  auch  die  Mnltiplicatorwindung  sieJi 
befindet.     Tritt  nun  eine  etwas   lebhafte  Zucknngsperiode   ein:    ao   wird  die 
iitL  Kreis  ^mhcrgedrehte   Doppelnadel   am    liebsten    eine   Stellung  -von  Nord 
nach  Si'id  annehmen,    und   dadarch    der   Wirkungssphäre    der  JAultiplicator- 
Windung  entzogen  werden.      |n   der  Art  erhält  man  eine   sichere  ControUe 
eingetretener  Zuckungaiperiodenf    ohne  dass  mau  nöthig  hat  (was  hingweilig 
sein  würde)   den   Apparat    zu   beobachten,    besondere  wo  es  gilt,    vorl-äufig 
die    Wirksamkeit   Yerscliiedener ,   in   fester  kryslallinischer  Form  redncir;ter 
Ijlelalle  jsu  prüfen«      Sq  z«   B^  zeigte  sich  2inn  unter  gewlAsen   Umständen 
eben  so  wirLsam  als  Kupfer  zur  Hervorrufung  jener  merkwürdigen  Zficken- 
den  Bewegung  der  DoppelnadeL     (Vergl,  auch  Np^  43.  u.  44.) 
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diese  VeraiuAe").     Abar  »bih'  CöU^^  -Jaoobi   maobtei  zneist 
tecfaBitehen  Gehrmch  von  der  Saofae;    Vnd  ee^jenwäitig  Ü  sogu 
VDD-  Ktnutnen    aus .  festem   Cttmentfcupfer  in    Zeitnneen  die  RMe.- 
Es  ist  für  midi  interessant,    die  noch  jetxt  im  faieaigeB  physlbali^ 
scIkd  Cabiaet  safbewahrten  ersten,  nach  Wilikfir  in  nanDigfacheü 
MndiGcationen    dareestellten    Proben     fester    Kupfer-,     Antinum-i 
Wismutb-i  Silber- Vegetatjosen  an  jene  auf  d^mselt>en  Wege  nun 
dargestellten  Kanonen  in   Gedanken  aozureiheu.     Wenn  aber  die 
tecbnisi'he  Anvrepdübg  der  Sache  mit  Recbt  Ansprach   macht  aut 
Belohnung  (wie  sie    auch  Jacobi  auf  eine  hiicbst  athtb^re  und 
wissenschaßliche  Hestrebtingen  ermunternde  Weise  erhalten,  baij^ 
verdient  nicht' gleichfalls   der  imsern  DanL,    dessen  wisaeBscbal[-> 
liehe  Forschung  die  Möglichkeit  einer  solchen  techMf<chen  Anweo- 
dung  herbeigemhrt?     Meinen  damaligen  Gehülfen  bei   dem   physi- 
kalischen Gab  inet  und  chemischen  Laboratorium   meine   ich,  den 
nun  in  Bielefeld  als  Üirector   der    dortigen  Gewerbschule  ange- 
n  Doctor  Wach,   desseot  als  er  hier  stuilirte,   am 
)  von  der  Halüschen  philosophischen  Facultiit  gekrOnte 
Preisschrirt  jene  vorhin    ernäbnte   Abhandlung  über 
ng    fester    Metallvegetationen   auf  nassem 
3r,    wie   er   bei    Kupfer    sich    ausdrückte^   „über 
igurirten   Cumentkupfers"}'  enthält;    eine  Ab-, 
reiche  mit  so   grosser  Umsicht  und  Gründlichkeit  ge- 
:,  dass  der  elxwdrdige  Pfaff  in  Kiel  sehen  vor  mefa^ 

-     -  I,   nachdem  er  öffentliche  Vorlesungen  über  Galvano^'. 

pkstik  gebalten,  es  geradezu  gegen  mich  aussprach,  dass  er  von 
wissenschaftlieher  Seite  nichts  gefunden  habe,  was  dieser 
Abhandlung  beizufügen  gewesen  wäre.     Darum  wird  im  XI.  Bande 

Öder  Registerbaiide)  des  physikalischen  Wörterbuchs,  welchefvon 
uncbe  mit  gewohnter  Sachkunde  abgefasst  einen  Reichthum  von 
Nachträgen  zu  diesem  Werk  enthält,  undworin  auch  umständlieh 
von  Darstellung  fester  Metallgebilde  auf  galvanischem  Wege  (d.  h. 
der  Galvanoplastik)  die  Rede  ist,  S. 218.  geradezu  'ausge$i|irocheR : 
.,der  erste  Erfinder  der  Galvanoplastik,  ebenso  tri e' der 
Sfiule  vonconstanter  Wirkung,  ist  Wach."  Ündliestman 
die  darauf  folgende  gründliche  Abhandlung  über  Galvanoplastik,  so 
muss  man  eingestehn,  dass  vo^  wissenschaftlicher  Seite. dßifi, , was 
mit  so  mannigfaltiger  Abänderung  der  Versuche  von  Wach  da»;e- 
l^t, wurde,  seit  der  Zeit  nichts  beigefügt  ist,  w«f  für  die  Wis: 
MDBchaft  von  Bedeutung  wäre,  so  mannigfach  und  sJmueich.BiicIi 
die  technisehen:Anwendangen  sind.  Vielleicht  dass  die  gto»«ar- 
tige  Anwendung  der  Sache  zum  Kriegsgebraueb  neue  wiEsenschaft- 
liche  Wahrheiten  herbeiführt,  indem  es  sich  nun  daiUm  handeir, 
andi  die  HSr^e  des  fpst  dargestellten  I^elalls  in  seine  Gewalt  zu 

*')  Vgl.  Oatel'n  vermigchle '  Uiitcrntchuni^a  und  Bcniefkungkn  im 
Jahrh.  d.  Chrriri.  h.  Plrf».  1830.  d.  g.  R.  B.  60,  wo  derselbe'3.  414.  von 
Hiner  'Wicderholuiigder  WHC^'ischen  VernDche  jiher  feuc  Metanie^alationcn 
»pricUl,  •fegiBu' ^ngHboD  er  votlkammen  tieolNtigt  getaadbn,  wälire od  seine 
Versnblie  aDMCr  Kii|irer  •idi  Imäiiders  auf  la  r««ter'  Gestalt  reddtiile» 
»ilbet,  9old  und  PlHlin  WoS«"-  Uimirlelbar  darauf  toip  einr  Benifr- 
knni^  Üliei'  die  oft  vorkonimeadB  toii|;>ittliclie  PolM'riäl,  wodurfch  SiBcke 
ruuliclicii  PIniiiier»»  sich'  «uuelchnen ,  WeldT^  lietfäiigl,  vrat  vnrhin  mtl 
Bciiekuug  ailr  die  ErklüTuH^  d«s  Wortes  ^liktiotr  xnt  Si'rMhe  kam. 
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l^ekoimneiK^  Avf  "die  Bedingang  zar  Erhaltung  einer  Leffirung 
avs  Kopfer  and  Zink  (Meseiiiffs)  hat  schon  Wach  bei  BiMnng 
seines  figurirteri  CiL  mentknp fers  aufmerksam  gemacht  (a.  a. 
O.  S.  4ö  f.).  Und  da  ein  «'kleiner  Zusatz  ven  Zinn  zuni*  Kupfer 
diesem  die  nfitbige  Härte  giebt,  inn  als  Kanoikenmetali  zu  dienen: 
so  ist  kaum  zu  zweifeln;  dass  auf  ähnliche  Weise  wie  Messinge 
sich  auch  KaiiMieumetall  werde  erhalten  lassen;  Auf  trockenem* 
Wege  können  wir  sogar  stahlartiges  Kupfer  darstellen.  Um  so* 
mehr  sind  wir  also  'wenigstens  'bei  dem  Kupfer  zil  der  Hoffnung- 
berechtigt,  auch  Meister  zu  werden  vom  Grade  der  Härte  oder* 
Weichheit  des  auf  nassem  Wege  reducirten  Metalls.  Da;  wie 
vorhin  gesagt,  die  Galvanoplastik  in  ihrer  technischen  Anwendung 
auf  der  Verkleinerung  berulit  krystalKnischer  Bililung  bis  zum'  so»! 
genannten  Amor|)hismu8 :  so  könnte  man  auf  den  Greditiken  kom«-* 
men,  *  dass  selbst  die  Leitung  durch  lange  Drähte  unter  gewissen 
Bedingungen  von  Etnfluss  auf  den  kristallinischen  Zusammenhang, 
und  dadaf ch  anf  die  Härte  oder  Weichheit  des  in .  fester  Gestalt 
reducirten  Metalles  Min  möge.  Jedoch  die  «schon  von  Wach  in 
diesem  Sinne  angestellten  Versuche  (a.  a.  O.  8.  56.),  wobei  er 
statt  der  Thierblase  öder  überhaupt  poröser  K6vper  (namentlich 
Thons,  Dächschiefers,  Korkrinde',  Hollandermärkes)  andere 'die 
Kaschheit  des  elekrischen  Stromes  schwächende  Mittel  anwandte, 
fährten  bei  langen  Drahtleitunsten  nicht  zum  Ziele,  wohl  aber  bei 
der  Lotung  durch  diinne,  heberßirmig  gi^bogene  Glasn'ihren,  wo- 
durch es  (m  dem  schönen  Versuche  Taf.  1.  Fig.  5.)  gelang,  von 
moosartigcr  bis  zu  traubenartiger  und  endlich  krystalli- 
nischer  Metaübilduug  zu  gelangen.  Nur  die  Einschaltung  einer 
secundären  PlatinakeSe  (womit  die  oben  erwähnten  krampfhaften 
Zuckungen  der  Magnetnadel  zusammenhängen)  wurde  noch  nicht 
versucht,  während  eben  diese  kraqipf haften  Zuckungen  auf  die  Be* 
dentsamkeit  dieser  Einschaltung  für  krystallinische  Bildung  auf- 
merksam machen.  ^^ 

•  ... 

2.  So  vorzugsweise  diese  Note  geeignet  war  zur  Pnblication 
in  einem  Journale  fiir  praktische'  Chemie,  so  ist  sie  doch  auch  in 
vorliegendei'  Zeitschrift  ganz  ah  ihrer'  Stelle,  besonders  da  nun 
noch    folgende  Zusätze    beigeffi^  werden    könnet.      Wir   wissen 


plastischer  Verfertigung 
ziebung  ei.«erner  Kanonen  mit  festem  Cämentltupfer  handelt'.  Die 
eisernen  Kanonen  widerstehn  besser  dem  Stosse  der  im  Laufe 
nicht  gatiz  streng  In  gerader  Linie  sich  bewegenden  Ktigel,  und 
h'alten  daher' eine  grössere  Anzahl 'voii  Schüssen' aus,  während  sie 
auch  durch  grössere  Leichtigkeit  «sich  empfehlen;  aber  sie  ver« 
tragen  wvr  geringere  Ladung/  lerchter  dem  Zerspringen  aiisgesetstl 
DiesemUebelstanäe*  wird  nun  nbWehelfen  durch  Uieberziehung  mit 
festem 'Cämeritkupfer;  wobei:  vlefleicht  Aie  too  Wach  angegebc'» 
nen^  Vor^hriften'und  die  von  ihm  zuerst  daf gestellten  constant 
wirkenden  Ketten  der  Hauptsache  nach  wohl  eben  so  ausreichen 
möchten,  wie  sie  z.  B.  bei  der  Vergoldung  ausreichten.  Was 
die  anf  demselben  Wege  zu  bewirkende  gaiv^noplastische  Ver- 
zifinung  ablängt:  »o  ist  hierbei  die  Praxr^  iSncst  der  Theorie 
vorausgegangen..     Deän   hierbei   wurde  •  lirim^-  eine'  angemessen 
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9cliiracbe  galvani^chä  Kette  aoeewandt  lan^  zifVor^  ehe  man' 
durch  Ga Ivan i  und  Volta  die  iHircb  MetaHe(tntact  za  erregeB«. 
den  elektrischen  StrSme  kenneD  geleitit  hatte.  Es  war  handwerk- 
liche Erfahranff^  daas  man  Zinn  in  zirei  Theiien  Alaan  (defen.ew.ei 
Theile  Kochsalz  und  ein  Theil  Weinstein  beigefügt)  auflösen  ^  aber 
in.  der  AufiösuDg  nodi  ein  Stock,  unaufg^üsten  Zinnes  lassen 
müsse,  welches  mit  den  Stecknadeln,  die  man  zur  Verzinnung  in^ 
die  Auflösung  wirft,  in  Berührung  kommt.  Fehlt  diese  Berührung 
mit  Zinn:  so  können  die  Nadeln  noch  so  lange  in  der  Auflösung 
liegen  und  werden  nimmermehr  steh' verzinnen.  Aber  man  konnte 
diesen  von  der  Technik  gewonnenen  Erfahmnffssatz  nicht  weiter 
ausdehnen  und  etwa  auch  bei  Yei^oldung»  Verkupferung  u.  s.  w. 
benutzen,  weil  die  Kenntniss  &ä  wissenschalllicben  Princips 
fehlte,  dem  gemäss  man  handelte.  Vm  dieses  Princip  aufzuUnden^ 
dazu  gehörte  dei^  Geist  eined  Volta,  seihst  nachdem  Galvani's 
überraschende  Entdeckungen  vorangegangen.  Und  nun  erst  winrde 
die  zuvor  nur  im  Verborgenen  wirkende  Elektrochemie  ans  Licht 
gezogen,  gleich  einflussreich  in  wissenschaftlicher;,  wie  in  techni- 
scher Hinsicht.  —  In  der  neuen  Ausgabe, von  Gehler's  pbysikall* 
schem  Wörterbucfae,  B.  XL  S.  237^  unter  d.  Art  Vergoldung, 
wird  es  als  höchst  auffallend  bezeichnet,  „dass  gleich  nach  der 
Erfindung  der  Voltaiscben  Säule  im  Jahr  1803  B rugnate II i  vermit- 
telst des  elektrischen  Stromes  vergoldete,  ohne  seine  Entdeck waff 
weiter  zu  verfolgen.  Den  metaihschen  Niederschlag  (heisst  es) 
gewahrte  er  an  den  Polazdrähten  von  €rold,  Silber  und  Platin; 
ja,  er  ging  noch  weiter  und  vergoldete  Silbermunzen,  indem,  er 
sie  mittest  eines  stählernen  Drahtes  mit  dem  negativen  Pole  der 
Säule  verband  und  in  eine  gesattigte  für  diesen  Zweck  bereitete 
Lösunff  von  Ammoniakgold  eintauchte  (Annali  di  Cbimica.  i8UJ. 
Van  Mous  Joum.  de  Cnimie  et  de  Phys.  T.  5.).'^  .Aber  unmög- 
lich konnte  BrugnaAelU  zu  gleichbleibenden  Resultaten  gelangen, 
da  er  die  Stärke  des  elektrischen  Stromes  nicht  in  sein<'r  Gewalt 
hatte.  Diess  ist  es  eben,  was  zuerst  Wach  gelehrt  hat, 
und  worauf  hier  allecf  ankommt  Und  selbst  .nachdem  die 
zur  Hervorbringung  festen  Cämentkupfers  nöthige  Starke  und  Gleich- 
mässigkeit  des  Stromes  durch  galvanische  l&tten  von  co^stanti^r 
Wirkung  gewonnen  war:,  so  kam  es  noch  auf  Nebenbedinguugea 
(tiefere  oder  minder  tiefe  Eintanchung  in  die  Kupferaullö8ung)  an, 
um  Drähte  mit  einem  festen  Kupferbeschlag  zu  überziehn^ 
wovon  in  der  Abhandlung  von  Wach  S.  47.  iL  die  Rede ,  sowie 
awth  der  S.  56.  und  57.  erwähnte  Versuch  hierher  gehört.  Man 
sieht  also,  von  wie  vielen  in  theoretischer  und  technischer  Hin- 
sicht gleich  wichtigen  Nebenrücksichten  die  Feststellung  des  Haupt- 
Mttze«  abhängig  war,  dass  die  Gohärenz  (welche  man  gewöhnlich 
blos  als  abhängig  betrachtet  von  der  allgenieinen  Körperanziehung) 
hier  einzig  und  allein  abhäii&;ig  sei  von  elektrischen  Bezieh  ungen« 
und  zwar  von  der  Art.  der  Leitnng  des  elektrischen  Stro« 
mes;  die  Festetelluni;  dieses  Hanptifatzes  erforderte  um  so  mehr 
eine  ganze  Reibe  von  Versuchen»  jß  mehr  er  in  Gegensatz  kam 
mit  den  geltenden  Thteorien. 

3.  Schon  im  Jahr  1822  war  das  im  Mansfeldiscben  gewonnene 
sogleich  feat  in  mannigfacher  krystallinischer  Bildung  vorkommemfe 
Cämentkupfer  für  mich  ein  Gegenstand  specielier  ^^fiaerksamkeit 
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^eweseo;  und  biii  der  ersten  wiäsengchafUicheD  VerfiammliiDg  der 
Natarfor«clf6r  vBd  Aer2te  Deutschlands  (hier  in  Halle  im  Sehern- 
ber  1823)  suchte  ich  durch  Vorzeigung  ioteressanter  Profoeo  jcfiefif 
merkwürdis^e»^  im  BAauSifeUi^cheii  gewonnenen  Haar-  nud  Faden- 
Kupfers  die  Aufmerksamkeit  der  -versammelten  Naturforscher  auf 
diesen  Gegenstand  hinzulenken.  Um  hierüber  ysk  dem  von  mir  da«' 
mcüls  herausgegebenen  Journal  auch  öffentlich  sprechen  zu  kennen, 
bat  ich. einen  theoretisch  sowohl  als  praktisch  sehr  unterrichteten, 
Mann,  den  an  der  Bergschule  in  £lsieben  angestellten , Herrn  Plür 
mieke»  die  Nebetourastande  zu  bezeichnen,  unter  welchen  diesem 
krystalllnisth  gebildete  CämentkupfjBr  erhiilten  wird,  da  man  Id 
Ungarn,  wo  m&p  so  viel, C&mentkupfer  gewinnt,  Tiichts von  solchen 
krystiaUinischen»  dem  sogenannten  Silber*  und  Blei-Baum!  äfanlicheDy 
und  zwar  sogleich  in  fester  Gestalt  sich  darstellenden  ftebiiden 
gebort.  Aus  der  hierdurch  veranlassten  interessanten  (im.  Jahrb. 
der  Ch.  u.  Ph.  1825.  B.  2.  d.  g.  R.  B.  44.  S.  80-109.  mit  einem 
Vorworte  des  Herausgebers  über  Cohäsion  in  Abhängigkeit 
von  krystallelektrischer  Anziehung '*'^)  abgedruckten.)  Ab- 
handlung ,sah  man  wohl,  dass  im  Mansfeldiscben  dem  Cäment* 
kupfer  mehr  Zeit  ?ur  Ausbildung  gegönnt  wird,  alis  in  Ungarn; 
was  aber  die  fnfthern  Umstfinde  anlangte,  welche  auf  willkürliche 
Ihirstellung  «Mllelifes  festen. Cämentknpiers  liihren  könnten^  so  äus- 
serte Hierr  Plümieke,  eben  weil  beiden  In  kleinem  Massstab^ 
auf  nassem^  Wege  so  mannigfach  veranstalteten  Metallreductiolnen' 
noch  nicht  dergleicheii  feste  Metallgebilde  vorgekommen  wak-eir,* 
'mit  Beziehung  auf  Berthöllet's  chemische  The^otieS.^J,:  „da  da^ 
Massenverhältniss  wahrscheinlich  bedeuteiid  einwirkt,  so 
möchte  aus  Versuchen  im  Kleinen,  wenn  sie  überhaupt  ein  Resul- 
tat gäben,  wenig  zu  folgern  sein.^  und  im  Grossen  bleibt  es  man- 
cherlei Scb wierigkeitjen .  unterwerfen ,  zumal  da  der  Process> 
der  Krystallbildung  überhaupt  noch  so  sehr  im  Dun«-, 
kein  lie^t,  durch  geeignete  Versuche  zur  Gewissheit  zu  ^elan* 
gen.''  Diese  Ansicht  scnloss  sich  ganz  consequent  den.  allgemein 
geltenden  Principien  'un^  und  der  oben  erwähnte,  auf  die  längere 
Zeit,  welche  man  tip  Mansfeldisehen  dem  Cämentkupfer  zur  Ausf 
btlddng  gönnt,  sich  beziehende  Nebenumstand  sehten  diese  An- 
sibbt  zu  bestätigen.  Da  ich  aber  die  scheinbar  indifferente  K9r- 
perän^iebung  aus  der  ■  polatischen  gesetzmässig  abgeleitet,  und 
eben  darum',  sowie  noch  aus  andern  Gründen  die  krystallelek- 
trische  Anziehung  statt  der  allgemeinen  Körperanziehnns  an 
die  Spitze  der  Physik  gestellt  (s.  Jahrb.  d.  Chem.  u.  Phys.  1823. 
B.  39.  8.  214 — ^250.),  auch  die  Zustandsveränderungen  der  Körper, 
wovon  ihr  luftförmiger^  flüssiger  oder  fester  Zustand  abhängig  ist. 


^")  Auch  eine  Ablumdlnng  'Von  Clemeui  reifct«  icban.,  worin  Clc- 
meal  NacKrloht  giebt  yoo.- einer  Kopferre^uctiun  nu»  echwefelsauTem  Kap* 
fer  ohA9  Eisen.  Die  Auflösnug  'voa  Kupfervitriol,  getrübt  toh  uaLüsJUch 
basisch  scUwefeUäurem  Kupfer,  stand  längere  Zeit,  nm  $ieb.  zu  klären,  in 
einer  KuCe^  welcKe  zur  Hälfte  in  die  Erde  eingegraben  war.  Hier  sah  man 
an  den  innem  Wanden ,  nnd  zwar  immer  an  der  Fuge  zweier  Danben  kleine 
Schwämme  Ton  metaliisckem  Knpfer  sich. bilden.  Die  Knpferstücke 
hatten  sich  ,  wo  sie  an  der  Knfe  anlagen ,  so  „an  dem  Holze. abgeformt, 
dasa.ihneikidie  Streifen  eingedrückt  waren." 
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ans   deiMs^lhen  Prfncip;.  ^fso    aus  ^ant  scb wachen    elementaren 

ktystülHbischenKräfteh  (den  im  Jeurn.  4* '^l^^^-  vw  Phys.  181^. 
B.  5.' S.  49  —  74.  darp:elegteB  Thaf (Stachen.  ^emSss)  abpfeifet  und 
ans  diesem  Standpunkte  stets  in  meinen  älcademlschefi  Vorlesun- 
gen d'ie  Elektrochemie  vortni^;  so  {gelang  ef*  mir  nicht  selten, 
diejenigen  unter  meinen  Zuhörern  j  ,  welche  nicht  blos  das  Her* 
kiimmliche  zum  Zwecke  des  Examens  wissen  wollten,  ffir  die 
eben  bezeichneten  von  der  'geltend  gewordenert  Doctiin  sehr  ab- 
weichenden Ansichtenf  Ins- Interesse  zn  ziehn.  Dass  dazn  Herr 
Wach  gehörte,  zeigt  schon  seine  'erste  Abhandlung  über  das 
rauchende  Wesen  der  ScbwefelsHure^')  (Journ.  d.  Chem.  u» 
Phys.  B.  50.  S.  1—53.).  Bei  der  in  dieser  Abhandlunfi:  S.  47--Ö0. 
umständlich  besprochenen  merkwürdigen  partiellen  Umwandlung" 
der  englischen  Schwefetsfiufe  in  rauchende/ die  mit  kTystalliriischer 
Cohäsion  (afiibestartig)  auftritt*®),   ist  es  nur  ein  gewisser,  re- 


'*)  Die  Hiinpttendenz  dicker  AhliaDdlung  nämlicli  ist,  d2e  Abhmi^i^leii 
des  sogenannten  Isomerismas  von  krystatlelektrischexi  Principien  dnrcli  dar- 
gelegte llialsaclien  ntichzuweisen.  Und  dieselbe  Tendenz  hat  die  so  griitd- 
Hthe  Abhandlung  desselben  Verfassers  über  pyrophosphorsanre  Ammoniak* 
Bittererde  (Jonm.  d.  Ch;  n..  Pli.  B»  59»  8.  297.  elo.).  Nebenbei  bemerk«  ich, 
diMs  die  Auffassung  der  Elektrochemie  auf  dem  Standpunkte  der  Krys^J^i- 
eleklr^cität ,  -wie  ich  sclion  bei  einer  andern  Gelegenheit  eri|i|ierte,tnlcht  ke- 
rührt  wird  -von  dea  Einwendungen,  welche  Dum.««,  I^egea  Eiektrochemie 
g^^acht  hat,  sondern  sehr  wolil  -vereinbar  ist  mit  seinem  Substil  ulions.- 
gesetz,  das  .dem  {^lathematlker  w^icht^g  scheinen*  muss,  nin  einen  An- 
hallpnnkt  zu  haben  bei  der  tlnendlicbkeit- der  mögiicheii  Combinalionen,  wie 
sie  hervorgellt  aus  der  gründlichen  Abhandluag  Rdthe's  iiber  Anwendung^ 
d^r  combinatoriscjien  Anaiysis  auf  1*880  zenanalysen.  8.  die  ^Ä  flicke - 
Inng  der  Pflänzensnbfftanz  Tön  Kees  v;  Esenbeck,  Bischof  und' 
Röthe.     Erlangen  1819. 

40^  Es  ist  auffallend,  dass  diese  (ichon  im  Jahr  1819  in  Tromms- 
d<irf' s  Journ.  der  Pharmacie  mitgetb eilte  ,  und' einige- Jahre  dal-aitf  vonC.' 
G.  Gmeliu  b^efätigle  Beobachltang  bis  letzt  noch'  nicht  so  «glücklich  wu^ 
.  avcli' nur  der  Erwahnnng  werih  gebatlen  z<a  werden  in  den  Cooipendien  BeK 
Cbemi«.  Und  doch  ist  diese  theilweise  UmbUdiMi?  der- englischen  S^hlfff*' 
felsänre  noch  merkwürdiger  als  die  gaos  analoge  Un\biidung  de$  OlfLSpäifi 
kr  ystaliinischeh  Glas  '(sogenanntes  Jle;a|^pkur'$ph^.  ForaselUji)L9  wel« 
ches,,.UK»p  fern  eB  den  Temperalarwechüel  besser  Tcrträg^,  weniae? '.sjurcjdcl 
ist  als,  ^i;|n,eiue8  Glas.  In  dcr.That  lauft  das  sogenannt^  .A;4.öucireii  d«a 
R-oheisensi  worüber  derseibe  ReaumiirYiele  Versuche  ängestelli,  auf 
dasselbe  Tcrfahren.  hinaus..  Und  handelt  es  j^ich 'Uiclit  clavon,  die  ganz.e 
Massie  zii  ^rv^eicljfn,  sondern  blos  die  Gberftäcbe  weicher  und  ^esctimcidigijr 
7.U  biaohenV  srfiist  das  Verfnhfert  selbst  auf -grössere  Eisenstöcke,' wahrschein- 
lich also  auf  gusseiserne  Kanonen,  die  man  mit  einer  Hülle  von  mehr  elas- 
tischem Eisen  umgeben  will«  anwendbar.  Auch  ein  anderes  Verfahren  Gu<»s- 
eisen  oberflächlich  zn  erweichen  (wobei  Hydrogen  die  Hauptrolle  zn  spielea 
scbeint)  kam  iiü  Jarhr  1827  yött  Amerika  her  znr  Sprache  ^  (s.  Dingler*8 
polylechdi  Jönrn.  1828.  B.  29i 'S.  156.). '  Es  bie tief  si^h  also  eine  zirelAidie 
Methode  dar,''  dU  OberfttCche  des-  Gnsseistfn»  ataf  eine  mehr  oder  minder 'tl«f 
in  die  Massd  ^eiilrdringende  Weis*«  z«- erweichen^  Und  sonach  gusseisertfe  Ka-^ 
nonen  mit  ^iAer  Hülle  vbn  welchem  £isert  zh  iimgebefn.  'Kommfc  nun  ncfth 
die  H-ülle  TOn  welchem  Cilmenlkttpfer  dazu,  sO  wird  dem  Zerspringen  no<}fa. 
mehr  entgegengewirkt.  'Es* ist  nKroli'ch  unfmöglich;  dass  Hüllen  von  ver^lii«- 
dener  Cokäsion  dntch  eiiie  uttd  'dieselbe  ausdehnende  Krafi'  ganz  streng  ia 
demselben  Momente  zerriMeu  tre^deu.      Nnr  daiin  aUo,  •  wetib  dieser  Zeitun- 
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lativ  schwacher,  aber  eine  Zeit  lang  anhaltend evlTeah 
Mratiirgiad,  welcher  .(ebenso. wie  bei  Verwandlaag.dee  Glaees  in 
Keajiimur'sche«  Porzellan)  die  l&rystaiiinische  Bildune  hervonBÜmfen 
yermag.  Damm  bechiriite  es  bios  der  Combination  aieser  Erschein 
ming  mit  den  in  meiner  vorhin  ern-äbtiten  Abhandlung  über  Zu- 
«lamleverfindening  der  -  Körper  zuskmmengesteüten ,  um  auridea 
Isledanken  z»  kommen ,  ob  nicht  durch  anniiche  Moditication  des 
elektrischen»  die  ftletalle  reducireuden  8trorae6  -anf  kr^'staUinischen 
Zusammenhang  £influ«ä  zu  geivinnen  sein  mochte.  '  Auf  djem 
Standpunkt  einer  Theorie  nämlich,  welche  nicht  die  sbgenanate 
aligemeine  Körperanzlehung »  sondern  die  pt^larische  krystall- 
elektrische  an*  die  Spitze  der  Physik  stellt,  hängt  natürlich 
selbst  die  Elektricitatsleitiing  von  einer  (nach  der  verschiedenen 
Natur  der  Körper  leichter  oder  schwerer  erfolgefiden)  Modilicirung 
der  Krystallelektricität  ab,  und  der  Lei  tu  ngs  widerstand  ist 
daher  (was  durch  mehrere  Thatsachen  nachgewiesen  werden  kann) 
nicht  (gleich  dem  der- Rühren,  wodurch  eme  Flüssigkeit  strömt) 
bios  passiver,  sondern  vielmehr  activer  Natur.  In  diesem 
Sinne  war  es  nichts  auiVallendes,  gerade  die  schwächsten  elekhri- 
sehen  Ströme  durch  l^eiter  von  grösster  Länge  ungesohwächt 
dmcfagehn,  und  diese  langen  Leiter  zur  Verstärkung  derselben 
namentlich  bei  Multiplicatoren  wirken  zu  sehn,'  während  durch 
dieselben  Multlplit^ateirBn  starke .  elektrische  Ströriie  geschwächt 
werden ^^).  Der  Lefltungswid erstand,  den  starke  Ströme  ; (starke 
elektrische  Funken)  h^vorrufen,  kann  so  gross  werden,  dacte  der 
Draht  glühend.' wird  und. zerstiebt.  Bios  von  sehwacbeil  Strömen 
können  wir  also  eti^a^  erwarten,  wenn  Hervorcufung.lkrystaUini* 
sehen  Zusamnienhangs  beabisichtigt  wird*  Und  dieser  Ansicht 
war  günstig,  was  Plümicke  mit  Beziehung  anf  die  Alansfelder 
KupfefVegetation  miteetheilt. :  Denn  die  regelmässigen,  den  krys« 
tailmischen  anälogea  Formen  (namentlich  Haar-  und  Faden-Bildung) 
traten' blos  da  ein,  wo.  die  (Lamentation  5  —  6  Monate  dauerte. 
Und  dass, unter  dän  verschiedenen  Ansichten,  die  bei  Auflassung 
dieser  Erscheinung,  möglich,  das  Hauptgewicht  zu  legen  sei  aiu 
öae  Schwächung  des  elektrischen  Stromes,  solches  wird  4argethan 
durch  den  schon  vorhin  erwähntein  Versuch  von  Wach;  Weicher 
auf  dar  Kupfertafd  zu  seiner  Abhandlung  Fig.  5.  dorgegtellt,  wo 
die  verschiedenen  Biidungsformen  des  Gämentkupfers  sibh  in  Ah* 
hängiekeit  zeigten  von  den  versc)iiedenen  Graden  der .  Schwächung 
der  Kette /durch  Leitungs  widerstand.  Das  bequemste  Mittel  zur 
Seh^vächung  des  elektrischen  Strpme/s  bot  der  Durchgang  durch 
poröse  Körper  ^).    Nur  diess  bemerke  ich,  dass,  wenn  man  nicht 


terschled  des  Zerreissens  der   einzelnen  Hüllen   cor  Tersch  wind  enden   GrÖMt 
-wird,  kann  ein  Herumtchlendern  der  zersprungenen  Theile  stattfinden. 

^'),Auch  dnrcK  andere  Vepsuchk  wurde  die  Aufmerksamkeit  hingelenkt 
auf  die  Bedeutsamkeit  schwacher  elektrischer  Sh-öme,.  in  welcher  Hinsicht 
ich  mich  beziehe  auf  das  im  Jahrb.  d.  Chem.  u.  Phys.  1825,  oder  B.  44. 
S.  119.  ü.  365.,  sowl^  1828;. 9.  52.  S.  236—242.  Mitgetheiltc. 

^*.)  Au£  die  B^dc^uUamli^nit  poröser.  Körper  hinsichtlich  auf  den  Durch- 
gang elektrischer  Ströme  leitete  Porrett's  Versuch  hin,  dein  späterhin 
Yersache  über  «ogenanute  Kndosmose  und  Exosmose  sich  anschlössen. 
Nun  wo  es  »ich  von  grossartiger  technisoher  Benützung  durch  X^citungswider-, 
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die  eben  InzeiobiiefteB  theoretiischeo  AustelitttD  kn  fiisne  liatte,  die 
'Einmisoliung  poröser  KOrper,  namentlich  der  Bfaide,  bei  der  Kupr 
ferredttction    leichler  irre   leiten,    als   zum    Ziele   Ifibren   konnte. 


D^tt  wirklich  hatten  schon  vor  Wach  (wie  dessen  AbhandluRg 
S.  22— 24.  aeigt)  sehr  achtbare  Physiker  mit  Blase  nn^ndene 
Rdhren,  worin  sich  ein  Eisendraht,  befand,  in  KnpferlOsnngen  gte* 
brächt  mit  Hinsicht  auf  die  sogenannte  Endosmose  und  Exosmnse. 
Molhwendig  musste  dabei  festes  CämentkupfeY  unten  an  der 
Blase  entstehn ;  aber  sie  schenkten  der  Sache  keine  Anfinerksam- 
keit»  wahrscheinlich  weil  der  Gedanke  sie  irre  geleitet,  dass  die 
Anlegepnnkte,  wekhe  die  Blase  darbot,  der  Zupammenhänfung 
krysUlnnischer  Metalltheile  günstig  sei.  Dass  es  auf  diese  Anle- 
gepunkte hier  gar  nicht  ankomme,  sondern  blos  Bvt  die  angemes* 
sene  Hemmung  der  Schnelligkeit  des  elektrischen  Stromes,  welche 
auch  durch  andere,  wenn  gleich  minder  beaueme  Mittel  zu  erreU 
chen;  diess  zu  zeigen  war  der  HauphiunKt,  worauf  es  aidcam. 
Und  diese  wurde  nachgewiesen  von  Wach  durch  die  mannig* 
lacfaste  Abänderung  der  Versuche.  Jetzt  erst  trat  das  Na- 
turgesetz mit  Klarheit  hervor,  das  zu  der  mannigfachsten 
ütid  nätzlichsten  Anwendung  in  der  Technik  gefuhrt  haty  während  es 
gegenwärtig  in  seiner  Anwendung  zur  Vervollkommnmig  des  sdiwe« 
ren  Geschützes  in  so  hohem  Grad  einflussreich  und  gewinnbringend 
wird.  Aber  dieses  auf  Hervorrufung  der  Cqhüsiou  dnreh 
Elek^trioit&t  sich  beziehende  Naturgesetz^  Ist  nun  auf  dem 
Standpunkte  der  neuesten  Physik  nooh  einer  schärferen  Bestim«* 
mung<  föbig,  weiche  nur  durch  eine  neue  Reihe  von  Versuchen 
h'erbelgi^ffihrt  wm'den  kann.  Und  da  es  sich  hier  von  Dim^en  han- 
delt, denen  ich  «tets  vorzugsweise  meine  Aufmerksamkeit  znae* 
wandt,  so  kOnnte  ich  dergleichen  Versuche  leieht  In  Vorschk^ 
bringen,  um,  worauf  es  nun  ankommt,' die  Art  der.Cohädion 
mehr  in  ndie  Gewalt  zu  bekommen.  Dergleichen  theoretisch'  au»- 
gedachte  Versuche  nutzen  aber  wenig,  so  lan'ffenieraand'da  ist, 
der  nicht  Uoä  lebendiges  wissenschafUiches  Intereluie,'  sondern 
aoch  ungestörte  Müsse  nat,  sieh  der  Ausführung  solißher  Versuche 
SU  widmen ,  welche  Müsse  dem  Verfasser  jener  vorbin  genannten,' 
anl  wiHkärliohe  Darstellung  festen  figurirten  Cämentkupfers  sich 
beziehenden  Preisschrift  unmittelbar  nach  der  Publieation  dorseU 
b^n  geraubt  wurde,  indem  ihn  eine  Anstellung  bei*  der  Gewerbt« 
«^uie  in  Bielefekl  in  ganz  andere  praktische  Dinge  fatn^dn^og«: 
Schon  i^d' in  seiner  AbhancAungp  mehrere  Versuche  ibezeiehn^ 
die  er  noch  aneustelleni  <  beabsichtigte  >  und  die  ihn  aUerdin|[s  leicht 
Mitten'>weitei 'führen' können^^ '*>•"       ''•{)  ':-        -'■  Ti..-!. ..  - -•  (.  ; 


^^jfA,  g«M|ivÄob.(pr  eUktiriscliei:  3trQiiie  fiimd^ltv^^^^^^^'*^  PorreM'9  y«fsuch 
seae  ,Anfii^crk,9A]n^«lt.  Person  Wach.  $,  61.  «einer  AlihHodluag; •  augefnliKt? 
Versafk  d^,  ia  Eiv^'»«- zeigt  deutlich  j^eau^,  das«  die  ErscUeinaii^  noch, 
nicht  gehörig  a^£g^lKrt,  «ei,  im4  coinbioirt  naa  in  diesem  Zn^ainiiieniuipg^ 
den  Ton  Wach  anf  der  Kupfertafel  7u  seiner  Abhandlung  ^^S*  3«  n^itgweii- 
ten  Tergnch,  so  sieht  tnan,.dif$s  er  dem  nrspr^nglichen  von' r'örrctt  in 
einer  Beziehung  analog,  in  anderer  enlge^engeseUt  ist,  trähten4'iii  dersel- 
ben Abhandlnng  B.  Z6^-^'  Air  Weg;  bezeichnet  tst/ Wltf' %^eir'eire  AlifklKrbhg' 
herbeiznfühiren  sein  möchte.  i    .     . 
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4.  ]>iese  treue  iGeschichte  der  durch  die  IVlmiirfeldifiiöhta  Kup- 
ferv«geiatioDeo  kerrdr^emfenen  Galvanoplaslik  i«it  nun  zettgemäee, 
damit  man  e«  anerkenne,  dass  hier  von  einem'  mit  Cünseqiienz 
verfoleten  wissenschaftlichen  Ziele  die  Uede  sn.  Deutfich  stellt 
sieb  dar,  wie  die  im  Sinne  de«*  geltenden  Theorien  durchaus  foicht 
zu  erwartende  willkürliche  Darstellung  coh&renler  MetaligebiUe 
auf  nassem  Wege  durch  Bestrebungen  herbeigeföhrt  wurde  im 
Sinne  einer  vom  Princip  der  Krystalleiektricität'ansgehenden  elek- 
trochemischen Theorie.  Zfwieach  siebt  man,  warum,  nachdeAi 
dieses  Gesetz  cohärenter  elektrochemtscher  Metallbildung  |iu%e- 
funden  war,  die  ganze  Aufmerksamkeit  sich  zuerst  der  krystai- 
1  inisehen  MetallliiiduBg  zugew*a»dt.  ÜVid  noch  jetzt  ist  und  bleibt 
in  Wissenschaft! icher  Hinsicht,  was  mit  krystalluiscben  Ver«- 
bältnissen  zusammeiibttngt,  die  Hauptsache  bei  diesen  galvano- 
plastischen  Biidungea,  eben  weil,  wie  Plfimicke  mit  Recht  her- 
vorhob ,  der  Process  der  Krystallbiidung  noch  so  sehr  im  Dunkeln 
liegt.  »-^  Allerdings  gelang  es  nicht,  die  Bildung  der  battin«>  und 
strauchartigen  Kupfervegetationen,  oder  der  reeelniässig  ausge- 
bildeten oktaedriscnen  Kupferkrystalle  (8.  46.  der  Abhaodl.  Wacb's) 
in  die  Gewalt  zu  bekommen^  so  wenig  als  die  willkürliche  Dar- 
stellung der  sehunen  Granatdodekaeder  von  Silber  (S.  60,);.  aber 
die  Sorgfalt,  welche  Wach  auf  das  Studioro  der.Nebenbedingun.- 
gen  wandte,  wodurch  diese  krystaUini^ehen  Bildungen  b^ffinstigt 
werden  ^^,  kann  nun  sich  belotinen,  wenn^es  Ihm-  gelingen  sollte. 


^')  Unter  den  „Bemerknngeii>  über  die  praktikche  Anwendung 
der  GalTanoplastik**  von  W.  de  la  Rue  (aua  dem  Tecluiologisie, 
Vebr.  184e.  p.  212.  übers.  tnDingler'a  polytechn.  Journ.  B.  99.  S.  371.), 
"welehe  Bemerknngen  al*  das  Reenltat  einer  sehr  g:rossen  Ansalii  von  Yer- 
snoh«!  beceiehn^t  werden',  ist  als  die  erste  Torangestellt,  „dass  die  metal- 
liselten  Niedersekläge  ein  sehr  Tersobiedenes  Ansehn  haben,  dass  sis  näm- 
Uch'entireder  devtliek  krystallinisch^odeT  sohwaeh  krysiallinisoh, 
kümmerbar,  sandartig  oder  sphwammig  sind;  letcterts  ist  der  Fall, 
-wenn  die  Batterie  zu.  krXftig,  nnd-ersieres,  wenn  sie  zu  sokwach  ist  Yer.. 
hältnisse  zur  angewandten  Metaiianriösung  war.*^  Aneh  an  einer  andern 
Stelle  wird  noch  ans^esprochen ,  dass,  „wenn  die  Stärk». der  Batterie  im 
Verhältnisse  zur  Concentralion  der  schwefelsauren  Knpferiösung  Termin-^ 
dert  wird,  unter  diesen  Umständen  sich  gut  ausgebildete  grosse 
Krystalle  erzeugen.*^  —  Es  ist  erfreulich  zu  sehn,  wie  denselben 
durch  so  viele  Versuche  (was  ansdrücklich  herTorgehoben)  gewonnenen  Sata 
Wach  im  Jahr  1829  dargeihsn  durch  den  schon  vorhin  erwähnten,  Ken«  ein* 
fachen,  aber  entscheidenden  Versuch,  welcher  auf  der  Kupfertafel  sn  seiner 
Abhandlung  Fig.  5.  abgebildet  i«t <  wo  vier  mit  derselben  Knpferanfiösnng 
gefüllte  Gläser  dnreh  heberförmig  gebotene ^  ^  Zoll  weite  Glasröhren  ver- 
bunden waren,  sodass  nicht 'darok  Blase  (oder  andere  psröse  Körper),  sour 
dern  blos  durch  die  längere  liei^nng  der  Strom  stufenweise  geschwäehl 
inrnrde.  Und  dadurch  gelaiig  es,  von  incohärenler  bis  mvl  cohärenter,  vnersl 
moesartlger,  dann  tranbbnartiger,  und  endlich,  wo  das  Slrom.  am 
meisten  geschwächt  war^  krystalliniseher  Metallbildnng  z»  gelan* 
gen.  «^  Und  eben  durch  diese  Versckiedenarfigkeit  der  krystallinisekiiil  BUk^ 
dnng  sckeinen  bei  dem  Versuche,  wovon  in  7*^ote  36.  die  Rede  war^.  diit 
krampfhaften-  Bewegungen  der-  Magnetnadel  veranlasst  au  werden.  Ans  dieä 
sent  GeSiehfSpnnkte  wird  man  verstehn ,'  warum  ich  vorliin  (Note  S6.)  ein* 
CokhUhiätimi  mehreret  Wa-eh'isoken  Ketten  mit  der-  leiobl  an  treffenden 
Veraifftalt^Bg  sinpfohle«  habe,    duss  ntMi'  die  si«selaea  Olisdsi:  dsi  Ketis 
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in  VerUltfibse  za  kommen,  wo  er  (in  Maefoerer  Lage  ab  «eine 
g(»eDw8rtige  ist)  •  die  hieroher  gemacnteB  ErttÜBinigen  benfitzeD 
und  weiter  veffofcge«  kann.  Denn  iran  wird  der  aas  reitf  wissen- 
schafUiohem  Interesse  Torzogsweise  von  ihm  aua  Stadlern  ge- 
machte Haoptpanktder  Cralvanoplastik  aooh  in  technischer  Bezlehong 
zom  HaoptDunkte  werden.  Handelt  es  sich  nimlich  blos  too  Er- 
«eogang  bildsamer  fester. MetaUamssen:  so  kommt  es,  wie  rorhin 
schon  gesi^y  vorzüglich  anf  Verfcleinerang  der  Krystalle  an«  so 
dass  sie  wo  möglich  ganz  nnwahmehmbar  sind  ond  diesogemumte 
amorphe  Bildung  hervorgemfeii  wird  Man  nuues  also  die  krystai- 
linisdie>  Bildung  eben  so  gnt  befiirdeEn  als  vermeiden  .lernen.  ..Bei 
jener  vorhin  erwähnten  Verzianang  der  Stecknadeln  weiss  .man 
recht  gvt>  dass  sie  aneh  mit  Alaon.ohne  Weinstein  gelingt; 
aber  sie  wird  matt,  d.  h.  die  krystallelektrisehe  Kraft  sewinBt  an 
Stärke,  so  dass  krystalliniseh  aoi^bildete  Elemeoit  vorherrschend 
zu  werden  anfangen,  wodurch  die  Oberflache  ein: mattes  Aasehn 
bekonmt  ^*),     Der  Ueberzag  eiserner  Kanonen  mit  Knpfer  wirkt 
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aliwecluelnd   in    die  Vollaicche   ComMnalion    «iifiicliin#ii>  and  -alnrecliseliid 
partiell  aehUetaen -kdnne ,  «m  ebeo  dadarckeine  YetschidleiiafCigkeit  im  der 
kryalfeilitiiachen  Biktnng  aaanve^ciu     Oefiara.salL.icH  jlene  2iickiiageB  beaon- 
derto'  däm  mit  gcaatar  Helüg^(«it  tnlBithm,  •  wemt  dic^  ital  .BUae  naptbundene 
R6i^ra,  w«wan  aicli.  ip  einer  Stelle  ia  eoncenirirt.er.  Knpf^raaflöfvng  fen- 
tea  Cämentkupfer  angeaetet  halte,  in  eine  verdünnte  Kupferaofiöaang;  über- 
y;etTap:en  wurde.     AU  Neben liedingong  iat  dabei  die  Einaeizoug   einen  friack 
abgefeilten  ZinkUrahlea   berrorzuheben ,    um  die  Bildung   nener  kryalallini- 
Seher  Elemente  neben   den   achon  in.  feater  Fnrm   geldldelen  ao   Jincuregen, 
daaa  aie  damit  dniContaet  konimen  im  Entalelningamofnenle.  i--  V^nn  Dimor- 
phiainua    (der-  Tielleicht  durchgreifender  iatiaia  man  ge.wphi^iicJn  annlmtnt) 
acb eint  alao>  die  elektriache.  Erackeionnfs  Abzuhängen,  cao  vie .  die.  Liekler- 
scheinung  nttck  Ro«<i'B  Beobarhinng^  bei  AnOösungfUfarligeA  Arseniks,  in 
Salxaänre  «niachiedfem  vom  .ilim«r|?kismtta  «bkängl.      i>arnm   Sah/ick.nieki 
aoglcirhi  bei  dem- e^aten  Anflug  4eje  .KjrysiatUOt  .aonderm  ecsti.bei  dem  Con- 
inct  eine«  ■  seemidänen  Anflngea- mit*  dem  prinüti-Ten'  die  ^ehlbiiise  eintvetan» 
8ebr  weaantlich  kämmt' ea. auch  hier  anf  einen  gewisaen  Grail  dier  Yerdiin^ 
nnng  der  AuBöaung  in.  «^-r  Man  aieht  den  .FanüleUaBana'  beidei:  Eracheinun-^ 
gen  -(der  optiacheu  und  elektiriachen).^    worauf  schon  früher  «infmerkaam  ge- 
macht  wurde«'    Um   ühiigens    za   «eigen,    wie  dergleichen .  acheinbfir    blos 
theoreiiach  'interessante-  Dinge  auch   prakliache  Bedculnng  gewinnen,  können, 
will  •ich  noch  folgende  flücbtige.  Bemerkung  anreihen,     EsJiatmiqh  bei  eini- 
gen' Yersnchen    iiberraacht^    dasa^  sehr  kUine.  ZnpaUe   von  Weingeist   «ilkr 
Kvpferauflösung  in   weit  höherem  Grad,,  als  «n  erwarlen  iw^r,    jenen  eben 
erwähnten,  von  Kr^slailelektrioität  abhäcgigen^ krampfliaCtsn  Zuckungen  der 
Magnethadei  entgegenwirkten,  aie  wenigstens  nsodifieiften   dnvcli  AldUir^nng, 
der 'momentan  eintretenden  Znckungsperioden«     Wenn  nnna  was  der  galT^no* 
plasiiachen  Kryatallbildung   günatig   (nämlich    ein    gewisser   Grad   der.Ver* 
dünnmig    der   Kupferlösung)   diese  kranapfhsften   ^^ckw^^en    befördert  z   «o 
könnte  mam  umgekehrt  Yennnthen,    daaa  Yielleicht  gan«  kleine  Zonatia  yon 
Weingeist  jener  galTanoplastischen  Krystallbildnng ,  welche  man  technisch 
ZU' ▼ermeidfW'Wühscht,    entgegenwirken,    und   also  in  den  von. de  is  Bus 
angeführten- Fällen. r  wo  die  krystoliinische'  Bildung  slöreiul  wirkt,   der  ex- 
petimentelien  Prninng  zu  empfehlen  sein  möchten*/  £s  /cjigt  .sich  AÄmÜcJi, 
ob  neben   dem  Haupigeaichtspunkt,    der   elektrisclp.en  LeitnMg,(.j|ick|..no4^]K 
mnlere  Neben(^esichtspunkle  au- beachten  seien  (^ergl,.No(e'44«;9vNr.  i(.).,  , 
'*^)  In  kryatallogeneiischer  .^linaicht  kat.msn  es  alsQ  ^  je]|i^t:,äXts|iieny 
anf  .Zinn  siak  beaiekenden  GsltWMplastik  weiter   gshm^f,    slsl^    d/ar 
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dem  motnentaiten  Zerspringen  und  Uraherschleudern  der  zersprun- 
genen Stilcke  entgegen,  zu  weichem  Zwecke  umgelegte  Ringe 
Ton  gehämmertem  Kupfer  ni<;lit  geniigen  wollten.  Es  wird 
also  darauf  ankommeut  das  Kupfer  so  weich  als  tnSgllch  zu  er- 
halten. Und  da  Wach  schon  im  Jahr  L829  auch  andere  Metalle 
ab  Kupfer  in /fester  Gestalt  galvanoplastisch  dart^estellt  hat :  so 
lässt  sich  fragen,  durch  welche  CombSnation  von  Metallen  in  noch 
boberetii  Grad  eine  der  Elasticität  analoge,  dem  momentanen 
Zerspringen  und  Umherschleudern  durch  die  Verschiedenartigkeit 
der  Cohäsion  entgegenwirkende  Kraft  hervorgerufen  werden  könne? 
(Vgl.  Note  40*).  Aus  diesem  Gesichtspunkte  scheint  sich  noch 
ein  viel  weiterer  Kreis  technischer  Anwendung  zu  err>flnen. 


uea«ru  avI.KupjFer  sicli  b«2ieli enden«      Alle,  welche  sich  mit  letzterer  be- 
schäftij^t  ]iabe^,    gesteliu  2u,    dass   sie.  noch   ein  sehr  nnsickcres  Handwerk 
sei,   eben  weil,   wie  de'la  Rae  in  der  Torbin  (Note  43.)    angeführten  Ab- 
handlnng  hervorhebt,     die  Knpfcruiederschläge    bald   deutlich   krystallinisch, 
bald  schwach   krystallinisch ,    hämmerbar,    sandariig   oder   schwammig  sind. 
„In  der  Regel",    fügt  er  lirci,    „muss  man    suchen,    den  hämmerbaren  Nie- 
derschlag herrorzbbrlngen';    bei  al'ler  Uebnng  tmd  Geschicklichkeit  bleibt  es 
jedoch   sehr  schwierig,    ihn    eihe  Zeit  langf    gleichförmig   tn  erhalten."  — 
Noch    andere   die   Anwendnng   der   Galvanoplastik   auf  unangenehme   Weise 
beschränkende ,)  eben  mit  dieser  Kr^rstaUegeoie  Zusammenhängende  Kehenbe- 
Ziehung^. brin{;t  er.  zur  Sprache.   ;  Es  ist  daher   aaffaUead,    dass  man  noch 
nicht,    wie  bei  der  anf  Zinn  sich  beziehenden  oben  erwähnlen  Galvanoplas- 
tik,, auch  bei  Kupfer    eine  Combination  verschi.edener   SalzTerbindnngen  des- 
selben in  Anwendung  zu  bringen  versucht  ha.t.     tJebrigens   hat  sich  nament- 
lich   bei  Tcrkupfer'ung    des    Eisens    und    Zinks    das    weinsteinsanre 
Kali-Kupferoxyd  besonders  vortheilhaft  gezeigt  (s.  Eisner 's  Abhandle 
ia  DinglerU    poijtechn.    Joum.  1845.    ß.  97.    S.  429.).     Auf  ein  Mittel 
zur  vorläufigen  krystallo'genetischen  Orientirung  machte  ich  in  der  Note  43* 
aufmerksam ,' welches  man  bei  der  in  Note  36.  angegebenen  Yerfohrnngsweise 
ohne   allen  Zeitaufwand    benutzen   kann.       J«nen   krystallelektrisohen 
Erscheionngcn ,  welche  die  Bildung  des  festen  CämentJuipf^rs  begleiten,-  reiht 
sich  übrig^is<  nocdi   eine   elektrochemische   an,   welche    de  la  Rne  mit 
folgenden  Aborten  erwähnl :     „Eine   sonderbare  Eigenschaft  der  galvanisG]|.en 
Coplen  besteht  da^rin,  dass  man  sie  nicht  mit  Zinuoberfarbe  abdrucken  kann, 
was   doch    bei    den  gewöhnlichen   gestochenen  Kupferplatten    der  Fall    ist; 
überzieht  man  eine  solche  Copie  mit  Zinnoberfarbe,  so  wird,  nachdem  einige 
Abdrücke   gemacht    sind,    der   Zinnober   schwarz,    und   wenn   man  mit   dem 
Drucken   fortfährt,     so   wit-d    das   Kupfer    weiss  und  es    schlagt  sich  so  'viel 
Qnecksilher  auf  seiner  Oberfläche  nieder,  dass  ihr  die  Farbe  niqht  mehr  an- 
hängt.   Ich  glaube,'  dass  die  poröse  und  offeite  Structur   der  galvani- 
schen Copie  die  einzige  Ursache  der  Zersetzung  des  Zinnobers  ist,    und  dass 
die   Reinheit    dos   Kupfers    dazu   nichts    bcitirägt.**  —    Statt    „poröse   und 
offene   Structur*'    wird  man  wissenschaftlich  schärfer  schreiben  müssen 
kry&tallini^che  Structur,    da  de  la  Aue  selbst  hervorhebt:. „so  sorg- 
faltig man  auch  einen  galranischen  Niederschlag  hervorbringen  mag ,   so  be- 
weist  doch    die  Beobachtung    desselben    unter    dem   Mikroskop,    dass    seine 
Stmcliir  im  wesentlichen  immer  krystallinisch  ist. "  —  Da  nun  diese  krystal- 
linische  Structur  die  Zersetzung  des    Zinnober^   bewirkt:     so  wird   man   anf 
elektrochemUchem  .Standpunkte    die   Wirkung   der  Krysfallelektricität   nicht 
zn  vezSi'ennen  v^rmögeiij  besonders  nachdem  die  krystallelektrischen  Erschei- 
nungisn  bei  Eildung    dieses  festen   Cämenlluipfers   dnrch   die  2^uckungen  det 
Magnetnadel  nachgewiesen. 

Theil  X.  10 
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5.  Au9  Liebe  2ur  Wia^enschaß:  und  im  Interesse  für  diese 
nun  zum  Kriegsgebrauche  benutzte,  von  der  hiesigen  UniTersität 
ausgegangene  jElrfindung  muss  ich  wünschen  ^  dass  die  Hingebung 
belohnt  werde,  wodurch  sie  allein  ins  Leben  gerufen  werden 
konnte,  und  dass  also  der  Erfinder  jener  auf  eine  jso ~ gewinnbrin- 

fände  Weise  .benutzten  constanten  galvanischen  Kette  nun'  als 
lann  in  den  besten  Jahren  einen  angemessenen  Wirkungskreis 
finde  bei  den  im  Grossen  vorzunehmenden  Arbeitefi,  wobei  itian 
aber  auch  fortdauernde  Studien  in  kleinem  Massstabe  nicht  wird 
versäumen  dürfen.  Seihst  den  Mansfeidischen  Kupfervegetationeil, 
VQn  welchen  die  Aufsuchung  der  Gesetze  cohärenier  Metallbildung 
angeregt  wurde,  scheint  es  nun  zweckmässig  eipi  ertieutes  Stu- 
dium zu  widmen.  Denn  die  Proben  von  dem  in  Eisleben  im  Gros^" 
sen  gewonnenen  Cämentkupfer,  weiche  ich  aus  dem  Jahr  1822 
noch  vor  mir  habe,  zeichnen  sich  zum  Theile  durch  grosse  Zähig- 
keit und  Weichheit  aus.  Auch  PI  um  icke  hebt  die  Weichheit 
lind  Zähigkeit  di<?ses  Cämentkupfers  mit  der  Nebehbem^rkung  her- 
vor', dai^s  besondisrs  das  haar-  und  drahtförniige  einen  hoherT  Grad 
der  Reinheit  zeige.  Und  doch  wird  dieses  Cämentkupfer  aus  sehr 
unreiner^  nach  dem  dritten  Versieden  übrig  bleibenaer  sogenann- 
ter Schwarziauge  gewonnen.  Und  nach  der  von  Plümicke  an- 
geführten Analyst  Hermann's  enthält  der  aus  dieser  Schwarz- 
kuge  gewonnene  schwarze  Vitriol  ausser  Kupfer  und  Eisen 
vomehmiich  Zink^  Mickel,  Kobalt,  Blei,  Alangan  und' aus- 
serdem Spuren  eines  vielleieht  noch  unbekannten  Metalls. 
Von  allen  hier  genannten  Metallen  ist  keines  ausser  Blei  auf  nas 
sem  Wege  mit  Eisen  reducirbar;  und  selbst  das  Blei  ist  gemäss 
den  von  Wach  angestellten  Versuchen  (S.  60.  seiner  Abnandl.) 
bei  dfeser  Reductionsweise  nicht  als  metallisch  feste  Bleivegeta- 
tibn  darzustellen ;  auch  ist  seine  Verwandtschaft  zu  Kupfer  so  ge- 
ring, dass  man  eine  Legirung  auf  nassem  Wege  kaum  erwarten 
kann.  Die  Hervorrufung  der  Cobärenz  des  reducirten  Metalls  tritt 
also  hier  in  den  Rang  eines  cben|ischen  Scheidungsmittels  des 
Kupfers  vom  Blei.  ZueleLch  aber  luetet  sich  die  teulinisch&  Auf- 
(gabe  dar,  zu  ui^tersucnen ,  eb  nicht  vielleicht  die  eben  bezeich- 
nete Verdünnung  "der  .Kupferlösung  mit^andern  nicht  reducirbaren 
M^alllOsungen  zur  Befördernng  der  Weichfieit  und  Zähigkeit  des 
in  fester  Gestalt  redtrcirten  Cärhentknpfers  mitwiricen  könne.  DenA 
da  von  der  Art  der  Elektricitätsleitung  die  Hervorrufung  der  Gohä- 
renz  abhängt:  so  kann  schon  den  allgemeinen  elektrischen  Lei- 
tungsgesetzen gemäss  eben  so  wenig  diie  Art  als  der  Grad  der 
Verdünnung  einer  Metalllösung  gleiahgültig  sein  für  die  Bildungs- 
form des  in  fester  Gestalt;  zu  reducirenden  Metalls  (vgl.  Note  '43. 
und  44.).  Ein  neuer  Weg  eröffnet  sich  hier  zur  Erforschung  nicht 
blos  wie  bi^er  der  ^elektrischen  Leitungsgesetze  überhaupt,  son- 
dern specieli  der  elektroch^nischen.  In  solcher  Weise  wird  das 
^tudfitiin  der  feinsten  elektrcK^hemischen  Beiziehnngen  Hand  in  Hand 
^bn  mit  der  grossartigsten  Anwendung  cohärenter,  auf  galvani- 
schem Wege  dargest^ltter  iyebilde  zum  Kriegsgebraubhe. 

6.  Zum  Schlüsse  bemerke  ich  noch,  dass  die  schwache  jäber 
constante  galvanische  Kette,  wie  sie  zuerst  Wach,  und  zw^r  auch 
schon  als  mehrgliedrige  angewandt,  ganz  in  i(irer  urfiprünglicheo 
Schwäche    (nämlich   ohne   stärkere  Schwefelsäure  zu  gebrauchen 
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am  positiven  Pol»  als  die  durch  galvamsebe  Zersetzung  des  Knp« 
fervitriols  selbst  gißwonoeiie  ist)  zu  telegraphischen  Zwecken  bei 
den  in  den  Preussischen  Staaten. angei^ten Eisenbahnen  gebraucht 
wird.  Das  reducirte  Kupfer  bringt  dabei  noch  einen  Nebengetrinn. 
Statt  der  Blase  dient  der  auch  schon  von  Wach  benutzte  schwach 
gebrannte.  Thon.  Es  stehn  nfimlich  kleine  Becher  von  schwach 
gebranntem  Por^ellaothon  in  der  Kiipferauflösuog,  umgeben  von 
einem  starben  Kupferbleche,  während  Zink  im  gehörig  durchnäss- 
ten  Becher  steht«  worein  gewOholicbes  ßrnmieuw asser  zu  giessen 

genügt.  Eine  Kette  von  «--ö  Gliedern  ist  fa'mreichend ,  ein  kleines 
ufeisenförmig  gebogenes  weiches  Eisenstäbchen ,  an  dessen  Enden 
sich  mit  zahlreichen  Multiplicatorwindungen  (aus  so  dQnnen  Dräii' 
ten,  wie  sie  bei  den  empfindlichsten  Multiplicatoren  angewandt 
werden)  umgebene  Rollen  befinden,  so  stark  zm  magnetisiren,  dass 
es,  einen  kleinen  Anker  an  sich  zieht,  der  augenblicklich  (wo- 
zu Herr  Leonbard,  der. diese  Telegraphen  anlegt,  auf  eben  so 
einfache  als  sinnreiche  Weise  einen  schwachen  Gregenstrpra  he- 
luitzt)  wieder  abfällt,  sobald  die  Kette  aufgehoben  wird.  Ein 
Uhirwerk  regelt  die  Aufhebung  und  Sdillessung  der  Kette,  wäh- 
rend die  Bewegung  des  kleinen  Ankers  ein  Kleines  Steigrad  in 
Umlauf  bringt,  woran  ein  Zeiger,  auf  der  Reihe  nach  geschrie- 
bene Biicfasi^eii  hindeutend^  hefestigt  ist  Durch  einen  mehrere 
Meilen  langen  Kupferdraht  wirkt  die  schwache  Wach^iscbe  Kette, 
während  der  nasse  Boden  dorch  Einsenkung  von  Drähten  in  Brun- 
nen an  den  Stationsort^n  als  zweiter  Leiter  benutzt  wird. 

Die  Kette  Daniell's  unterscheidet  sich  von  der  Wach' ischen 
blos  durch  Anwendung  stärkerer  Schwefelsäure.  Auch  Wach  ge- 
btauchte natürlich  diese  (»fters  in  bedeutender  Stärke;  aber  es 
kam  zur  Hervorrufling  der  Cohäk'enz  reducirter  Metalttheile  nicht 
auf  Verstärkung,  sondern  auf  Schwächung  der  Kette  an.  Und 
von  diesen  auf  Schwächung  der  Kette  sich  beziehenden  Versuchen 
hatte  er  daher  seinem  Zwecke  gemäss  allein  zu  sprechen  ^^).  — 
Auch  zu  telegraphischen  Zwecken  gebraucht,  wie  vorhin  schon 
gesagt,  Herr  Leonhard  nicht  die  stärkere  sogenannte  D a n i e U- 
$ehe  Kette ;  S'ondern  die  ursprüngliche  schwache  Wach ische  zeigte 
sich  Ihm,  vortbeilhafter.  War  ia  doch  Bar  low,  der  zur  Bestim- 
mung des  Gesetzfes  der  Elekfrlcitätsleitung  durch  lange  Drähte 
Hare's  Calörimeter  gebrauchte,  so^ar  zu  dem  Resultat  gekom- 
men, dass  sich  die  Intensität  der  Ströme  sehr  rasch  vermindere 
nach  dem  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse  der 
Distanz,  woraus  er  schloss,  „dass  die  Idee  elektrische 
Telegraph  eil  zu  construiren  chimärisch  sei.''  Ich  zeigte 
aber  s'chon  damals^  (s.  Jahrb.  d.  Ch.  u.  Ph.  1825.  B.  44.  S.  119.  u. 
365.)  durch  sehr  leicht  zu  wiederholende  Versuche,  dass,  während 
starke  elektrische  StrOme  bedeutend  geschwächt  werden  bei  dem 


»».■tn»^ 


**)  Der  Versuch,  welclier  auf  der  zur  AbhandLuag  gehörigen  KnpCer- 
tafel  Fig.  4.  dp.rgestellt ,  wo  Zink-  und  Kupferblech  durqh  Blase  getrennt 
in  vier  Gliedern  Voltaisch  combinirt  sind,  hat  die  Absicht,  zu  zeigen,  das» 
die  Volt  als  che  Combination  durch  Eins  chie  bang  poröser  Lei- 
ter st 01^8  g'^Bch-wäoht  wird,  ja  sogar,  wenn  man  eine  doppelte  Scheide- 
wand von  Bia^  anwendet,  nämlich  auch  das  Kupferblech  in  eine  mit  Blase 
oateA  umbandene  Röhre  bringt ,   ganz  miwirkaam  gemacht  werden  kann., 
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Durchgänge  durch  lange  Drähte^  ganz  scbitucfae  Strome  onver- 
■mindert  an  Kraft  htodurchgehn.  Eben  weil  ich  sogleich  nach  der 
heröhmten  Entdeckung  Oersted's,  der  eine  Funken  gehende 
Saiile  zur  Darstellung  der  elektromagnetischen  Erscheinungen  ver- 
langte,  in  meinen  physikalischen  Vorlesungen  iauf  die  unvermin- 
derte Kraft^  mit  weicher  schwache  Ströme  durch  lange  Leiter 
gehn^  aufmerksam  wurde:  so  führte  solches  mich  unmittelbar  hin 
zur .  ConstructioD  des  Mnltiplicators  (s.  Jonrn.  d.  Ch.  u.  Phys.  B.  32. 
S.  48.  u.  B.  33.  S.  11.).  Und  nun  bewährt  sich  die  Bedeutsam- 
.keit  schwacher  Ströme  auch  in  telegraphischer  Beziehung  viel- 
leicht durch  dieselbe  krystallelektrische  Einwirkung,  die  sie  ver- 
anlasst, Cohäsion  reducirter  Metalltheile  hervorzurufen^ 

Bei  der  Wachischen  constanten  Kette  war  (Weil  vier  Ele- 
mente zur  Natur  derselben  gehören  X  die  Einschiebun^  eines  po- 
rösen Leiters  unentbehrlich.  Er  schadete  aiieh  hier  nichts,  weil 
.e«r  blos  auf  schwache  Ströme  ankam ;  vielmehr  diente  er  zur 
.beabsichtigten  Hemmung  der  Schnelligkeit  des  elektrischen  Stroms. 
.Will  man  starke  elektrische  Ströme  haben,  so  bleibt  die  Einschie- 
.bung  schlechter  Leiter,  was  poröse  Körper  nimmer  sind,  stets 
ein  Uebelstand,  den  man  blos  durch  die  unvermeidliche  Nothwen- 
dlgkeit  entschuldigen  kann.  Gerade  aber  diese  unvermeidliche 
Nothwendigkeit  glaubte  ich  iii  Zweifel  zi^hn  zu  müssen.  Und 
der  fünlte  Abschnitt  vorliegender  Abhandlung  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Gestalt  bezog  sich  darauf,  die  porösen  Halbleiter'  nicht  blos 
bei  der  Kohlenbatterie  Bunsen's,  sondern,  auch  (in  Erinnerung 
an  Volta's  therraoxydirtes  Gold)  selbst  bei  d'er  Plätinakette 
Grove's  entbehrlich  zu  machen,  indem  man  nämlich  ebenso  wie 
die  Kohle  (was  schon  bei  der  therraoxydirten  Kohle  Brugnatel- 

1V^  vorhin  zur  Sprache  kam)  so  auch  Platin  vor  ConstrucTion  der 
Batterie  mit  raucnender  Salpetiersäure  (oder  besser  mit  einem  Ge- 
ihisdh  aus  concentrirter  Schwefelsäure  und   rauchender  Salpeter- 
säure) ladet  und  auf  entsprechende  Weise  durch   AetzTi:aU    (wo- 
Vnn  vorhin  gleichfalls  schon  die  Rede,  war)  auch  die  Zinkplatten. 
Eine  zu  diesem  Zwecke  bequeme  Vorrichtung  brachte  ich  m  Vor- 
schlag, berechnet  auf  schnelle  Zusammensetzung  der  Batterie  und 
eben  so  schnelle  Aushebung  und  Ladung  der  einzelnen  Elemente 
derselben.    Wenn  es  nämlich  in  der  neuen  Ausgabe  von  Gebler's 
phys.   Wörterb.  B.   VIII.  S.  114  heisst:    „Ritter 's  sanguinische 
Hoffnung,  durch  die  Ladungssäulen   die  galvaiiischen  Wirkungen 
ebenso  verstärken  zu  können,  wie  man  die' Wirkung  der  gewuhui 
liehen  Elektricität  durch  die   elektrischen  Batterien  verstärkt»  ist 
nicht  in  Erfüllung  gegangen :''  so  suchte  ich  zu  zeigen,   dass.  sie 
wirklich  in  Erföllung  geeangen  auf  eine  Weise,  die  allgemeines 
Aufsehen  erregte,    und  docn  gerade   aus   diesem  Gesichtspunkte 
nicht  beachtet  wurde.    Ich  meine  nämlich  jene  Hoffnung  Ritter's 
sei  in  Erfüllung  gegangen  durch  Grove's  Piatina-  undBunsen's 
Kohlen -Batterie.    Ja  ich  glaube,  wenn  ^lan  diese  Batterien  aus 
dem  oben  bezeichneten  Gesichtspunkt  auffasst,  dass  jene  Hoffnung 
Ritter !s  dann  noch   in  höherm  Grad  in  Erfüllung  gehn  könne. 
Einige  CoUegienversuche ,  ^welche  ich  in  diesem  Sinne  mit  Kohlency- 
lindem  Bunsen's  anstellte,    die  auf   Brugnatelli*s  Weise  geladen 
wurden,  fielen,  wie  schon  vorhin  erwähnt,  günsüg  aus  fär  meine 
Ansicht.     Wäre  die  Assistenteius teile  bei  unseru   physikalischen 
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CabiiieteB  nicht  blos,  deo  ffegebeoen  VerhälfnisseD  gemäss»  mut 
Studenten  zu  besetzen,  oder  wäre  es  nicht  so  schwer,  junge 
Männer  zu  finden  von  solchem  experiroen teilen  Eifer  wie  Wach 
wac,^  als  er  hier  seine  phannaceutiseh-natarwissenschalltiichen 
Studien  machte:  so  hätte  ich  leicht  sos:leich  auch  mit  Beziehung 
auf  Grove's  Batterie  ^)  eine  Reihe  ron  Versuchen  vorlegen  können. 


^*)  Es  sei  mir  erlanbt,  die  grosse  Ansdehnuag  4eB  experimeatellen 
Feldes  zu  bezeichneii,  Bekannilicli  denlet  der  Aandmck  katalytiscke 
Kraft  eJAe  Wirkang  au  durch  Mose  Gegenwart  eines  andern  Körpers. 
Und  diese  Wirkung  durch  blose  Gegenwart  wäre  streng  erwiesen,  wenn' 
wirklich  der  Einflnss  des  Platins  auf  Knallgas  kein  krystallelek- 
trischfr  ("vgL  die  ins  Philos.  Magaz.  and  Jonm«  Jul.  1824.  voL  64. 
aus  den»  Journ.  d.  Ch.  u.  Fh.  B.  39»  5.  214—250.  übergegangene  Ahhand« 
lung,  sowie  B.  40.  S.  237.  n.  B.  63.  S.  377.),  sondern  einzig  und  allein 
Tou  der  Reinheit  der  Oberfläche  des  Platins  al'hüngig  wäre,  welche 
letztere  Ansicht  nun  allgemein  geltend  geworden.  Sie  beruht  t^t  der  ink 
Jaiir  1834 publicirten  sechsten  Reihe  experimenteller  Untersuchun- 
gen Ton  Faraday,  deren  Haupistellen  ich  den  -von  ihm , gebrauchten  Num- 
mern gemäss  (nach  der  Uebers.  in  Poggend.  Annal.  der  Phys.  B.  33. 
S.  149.  ff.)  «n^iUiren  wiU.  Da  nicht  blos  positiv  elektrisirte  Platinaplat« 
t^n  das  |LnaU^«s  7ur  Vereinigung  disponirten,  sondern  „auch  negativ  elek- 
trisirte wirkten ,  wiewohl  n  i  ch  t  s  o  kräftig**:  so  kam  Faraday  (N.  590.) 
auf  die  Idee«  „dass  die  Wirkung  nicht  von  der  Elektrisirung  derselben,  ab* 
hange,  sondern  von  irgend  einer  Strnctur  oder  Anordnung  der  Theilc'ien, 
die  es  während  der  Yerknüpfnug  mit  der  Säule  erlange,  die  aber  dem  Platin 
2a  allen  Zeiten  angehöre  und  sich  immer  wirksam  zeige,  sobald 
mir  dessen  Ober  11  Äche  vollkommen  rein  sei. "  Es  wurden  daher  (S, 599.) 
„Platinplalten,  die  auf  ein  Gemenge  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  keine  > 
Wirkung  hallen,  mit  einer  Lösung  von  Aetzkali  gekocht  und  darauf  in 
die  Gn«e  gebracbt;  sie  zeigten  sich  bisweilen  recht  wirksam,  bisweilen  aber 
nicht,  in  den  lelzteru  Fällen,  schloss  ich,  war  die  Unreinigkeit  von  der 
Art,  das»  sie  nicht  durch  blose  Losekraft  des  Aetzkalis  entfernt  wurde ; 
denn  wenn  ich  dieselben  Platten  mit  etwas  Schmirgel  und  der  nämlichen 
Aetzkalilösung  abscheuerte,  wurden  sie  wirksam«"  Nach  N»  605  war  „die 
vor theilhaf teste  Behandlung  des  Platins,  ausser  dessen  Gebrauch  zum  posili^i 
ven  Pol  in  «tarker  Säure,  folgende:  Die  Platte  wurde  über  die  Flamme 
einer  Weinseistlampe  gehalten,  und  wenn  sie  heiss  geworden,  mit  leiuem 
Stuck  Aetzkali  gerieben;  der  Ueberzug,  welchen  «das  schmelzende  Kali 
auf  de|ii  Platin  bildete,  wurde  1  —  2  Minuten  lang  in  Fluss  erhallen  und 
das  Platin  dann  zur  Fortschaffung  des  Aetzkalis  4  —  5  Minuten  laug  in  Was^i 
ftc*  gehalten,  abgeschwenkt  und  etwa  eine  Minute  lang  in  heissesVitri« 
ol öl.  getaucht ;  an»  die<^em  wurde  es  in  deslillirtes  Wasser  gebracht,  und 
ynir  Entfernung  der  letzten  Spuren  von  Säure  lO'-ld  Minuten  lang  darin 
gelassen.  Wenn  es  dann  in  ein  Gemeng  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  ge- 
bracht wurde,  begann  die  Vereinigung  sogleich  und  schritt  rasch  fort;  die 
Röhre  wurde  warm,  das  Platin  rothglühend  und  der  Gasruckstaad  entzün-" 
dete  flicli.  Diese  Wirkung  konnte  nach  Belieben  wiederholt  und  so  .das 
Maximum  der  Erscheinung  ohne  Hülfe  einer  Voltalschen  Bat- 
terie hervorgebracht  werden."  •—  So  weil  Faraday,  dessen  Ver- 
such entscheidend  wäre  für  eine  neue  (von  der  elektrischen  verschiedene) 
.sogenannte  katalytische  Kraft,  wenn  wirklich  darch  Behandlung  mit  hei^ 
Mcm  Aetzkali  und  heisscm  Vitriolöl  blos  gereinigt  und  nicht  zugleich  elek- 
trisch geladen  worden.  Aväre,  was  ja  selbst  dem  ursprünglichen  Versuch«  ' 
Do  her  ein  er 's  gemäss  sihon  durch  die  dabei  angewandte  Erhitzung  ge- 
schejiu  konnte.  Entscheidend  gegen  die  Keiuiguiigsthcqrie  ist  es,  das»  die 
Versuch  sich   nicht    nnik ehren    lässl,    sondern    Ucis-^ps   Vitriolöl,    dessen 
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NoB  aber  schloss  icb  j^ne  Abbanflluag  mit  folgenden  Worten  2 

„Ich  bezeiebnete  lediglich  die  Experimente ,  welche  anzustellen 
waren,  um  jüngere Mtnner  einsiiladen  zur  Ausföbrung  derselben.  Mei- 
nen verewigten  Freund  Ritter  wollte  icb  gleichsain  redend  einföhrftn. 


Eiuwirkiuig der  einer  positiven  Elektrisirnng  gleichhedentend,  immer 
zn letzt  angewandt  werden  mnss.  Yersncke  anderer  Art  zur  weitern  Anfklä- 
rnnc  dieser  (mit  den  sehon  im  Jahrh.  der  Chemie  und  Physik  183t.  B.  63. 
S.  375 — 380w  hesprochenen  Aahe  zusammenhängenden)  Ersclk«ittnngen  feind 
zusammengestellt  in  einer  hei  4er  Yef  Nammlurtft  der  'Natnrforsvher  in  'StrasA-^ 
hnrg  im  Jahr  1842  von  mir  geschriebenen  Ahhandlung«  Die  Bedentsamkcit 
des  Contacts  der  am  positiven  oder  negativen  Pole  sich  anhäufenden  (d*  h. 
hydroelektrisch  negativen*  od^i*  positiven)  Körper  für  elekiHsthe  Ladung 
wurde  auch  dadurch  dargirthan,  das&  (worauf  meines  Wissens  zuvor  noch 
niemand  aufmerksam  War)  eide-  Plätinke^l^ ,  durch  elektrische  Ladung  nMch 
Ritt  er 's  Weise  ^rgestellf,  im' Contact«  mit  Knallluft  sich  polarlseh 
umkehrt.  Zugleich  wurde  n^lige wiese n>  dass  Hydrdgen  tu  ist,  welches 
dnroh  seine  Wirkung  ailf  positiv  lin  der  Voltaischen  S&nle  geladenes  Platin 
diese  XJmkehrung  hcwlrkl' (zuweilen  sogar  unter  den  dort  erwähnten  krampf- 
luiften  Zuckungen  der  Magnetnadel  iia.  Multipliealor).  Ich  sage  „positiv  im 
der  Yoltai sehen  SSnle  g^ädenes  Platin",  weil  die-Umkehmng  der' La- 
dttiigskette  durch  Einwirkung  des  Hydrogens  nicht  %o  leicht  erfolgt^  wenn 
dBS  Platiü  durch  Erhitzung  —  i^ach  der  ursprünglichen  Weise  Dahe-> 
reiner's  —  positiv  geladen  wurde.  —  Zugleich  zeigte  ich,  dass  positiv  gela- 
denes Platin  auch  reines  Hydtogen,  und  negativ  geladenes  auch  reines  Oxy- 
gen  in  Wasser  verwandle,  Vrobci  allerdings  eine  hydroelektrische  Kette 
einwirken  mag,  die  aber  anders  aufzufassen  ist,  als  unter  der  Form'  eiuttr 
Kette  aus  zwei  Flüssigkeiten  in  Contact  mit  einem  Metall.  Denn  diese  Auf- 
fassungsweise  kann  nur  so  lan^e  gellen,  als  feuchtes  Platin  in  der  t^  B* 
halb  mit  Hydrogen  erfüllten  Röhre  th eilweise  sowohl  mit  Hydrogen  äla 
mit  Wasser  in  Gontart  ist.  Jedoch  die  Verminderung  der  Knallluft  durch 
posiliv  (oder  auch  negativ)'  j^^ladenes  Platin  dauert  fort,  auch  wenn  Platin 
ganz  TOn  W^assei-  bed<«ckt  ist  (wie  ich  diess  oft  gesehn,  da  ich  den  interes* 
sfiiiten  Faradäyi«<ih*n  Ycrftttch  sogleich  znm  Collegienversnche  gemacht) ;  und 
dasselbe  findet  stal«,  Wenn  Anstatt  Knallluft  reines  Hydrogett  oder  reihte 
Oxygen  angeviraftdt  wird,  tiür  dass  alsdann  die  W^irkung  viel  langsamer  ter*- 
folgt.  Wenn  also  auch  das  vom  Wasser  verschluckte  Oxygen  uAd  Hifdit>- 
gen  im  Contacte  mit  Platin  sich  in  Wasser  verwandelt:  so  ist  die  >virk- 
same<  elektrische  Kette  in  den  Elemenfartheilen  des  Platins  selbst  zu  suchen, 
wie  ich  die  Ladungserscheinung  stets  aufgefasst.  Das  am  positiven  Pol  ge*- 
ladene  Platin  erscheint,  verglichen  mit  der  gewöhnlichen  Voltaischen  Kette, 
als  eine  Kette,  worin  die  positiven  (dem  Zink  analog  wirkenden)  krystall- 
elektrischen  Pole  geschwächt  und  znm  Theil  ganz  udterdriickt,  und  dafür 
die  negativen  Pole  um  so  mehr  gehoben  sind.  Da  nun  Wenig  Zink  viel 
Kupfer  in  Actlon  setzen  k^nn,  utid  diese  Kette  viel  kräftiger  wirkt,  aU 
wenn  Zink  und  Kupfer  irleich  gross  sind,  oder  Zink  die  relativ  grössere 
An&dehnun^  hat  (wie  ich  durch  die  in  Briefen  an  Ritter  beschriebeneu  gal- 
vanischen Combinadoneti  nacli gewiesen):  so  begreift  man,  "warum  auch  bei 
den  Ladungsph^nomeneti  der'  analoge  Fall  eintritt  und  das  positiv  geladene 
Platin  in  dem  vorhin  angeffihrlen  Faradayischcn  Versuche  stärker  auf  Knall- 
luft wirkt  als  negativ  geladeues  Platin.  Was  aber  die  Einwirkung  des  ge- 
ladenen Pialins  auf  reines  Hydrogen  und  reines  Oxygen  anlangt:  so  werden 
jtlie  von  mir  im  Jahr  1842  darüber  ^publicirten  Beobachtungen  bestätigt  durch 
die  im  Jahr  1845  milgclheilten  Beobachtungen  von  Smee  (s.  philx)s. 
Magaz.  Ser.  III.  Vol.  XXV.  S.  434.  übers,  in  Pogg>«nd.  Annal.  1845. 
N.  7.  oder  B.  65.  S.  470. )w  Smee  nämlich  brachte  Platinstreifen,  woran 
Platinschwj^mm  angeschwel^st  war  (wobei  sie  offenbar  durch  Erhitzung  posi- 
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wie  er  mit  Beziehung  auf  seine  Ladaognsfiule  jetzt  sprechet»  wffrde^ 
wenn  er  noch  unter  uns  vräre.  Der  Vorwurf,  welchen  man  Ihm 
gl^eniacht  bat,  dass  er  mehr  speculativen  als  praktischen  Geist  se- 
^^eiet,  trifft  nicht  sowohl  ihn,  als  seine  Lebens  «Verhältnisse»,  br 
ist  begründet  überhaupt  in  der  zu  wenig  praktischen,  blos  auf  Do« 

• 

tiv  geladen  wurden)  in  Glasröhren,    die   mit  Chlorp tarin,    odfer  Chlorgold, 
öder  Chlorpalladinm,    oder  salpprersanrem   Silber   erfülit  waren,    nnd  liest 
d.inn  Hydrogen    aufsteigen   in    die  Röhren,    so    dass   der  Plalinsirtöfen    xur 
Hälfte  Im  Hydrogen,  zur  Hälfte  in  der  Mctallösung  sich  befand.      Nun  sah 
er  den  Platinstreifen  sich   mit   einem   Ueber^nge   de«    redacirten  Mrtalls   be- 
decken,   wShrend    daS    Hydrogen    sich    verminderte.     Er   scliliosst 
daraus,    das  Metall  sei    durcli  Hydrogen   redocirt  worden.     Jedoch  die   Ter-' 
minderung   des  Hydrogens   ist  ein  Ansdruek   der   Einwirkung  desselben  «uf 
positiv  geladenes  Platin ,    dessen  Ladung  dadurch  geschwächt ,    ja  umgekehrt 
wird,    so   dass  es  die   Rolle  eines  unedlen  Metalls  spielt  im  Verhältnisse  zu 
der  in  der  Metalllösnng  stellenden  Hälfte,  an  welcher  eben  daher  das  Metall 
reducirt  wird.     Um  so  beaclitungsweriher   muss^aber  nun  die   Verminderung 
des  Hfdrogens  scheinen,  auch  wenn  die  Metallauf iösuiig  feiilt  und  der  posi- 
tiv geladene  Plattnstrcifen  blos  zur   einen  Hälfte    mit  Wasser,    und  zur  an- 
dern Hälfte  mit  Hydrogen  in  Berührung  ist.     Macfit  man  das  Wasser  alka-' 
Hsch,  so   hemmt  man  die  Wirkung,    weldie  begünstigt  wird  durch  Aasänc- 
rnng  desselben.    —    leh  habe   schon  in  jener  vorlün  erwähnten  Abhandlung 
▼om  Jahr  1842  zugegeben,    dass   man   im  Sinne   der  gewöhnlichen   Theorie 
die  Erscheinung  erklätren  kann,    wenn  man  eben   sowohl   ein  hydroeenirtes 
als  ein  oxydirtes  Wasser  annimmt.     Sonacli  wurde  bei  diesem  Vcrsnche  ctn« 
Combination  der  Wasserzerlef^ung  und   der  Wasserhildung   sieh   uos  gleich-' 
zeitig  vor   Augen  stellen.      Und  die  Vereinigung  dieses  Gegensatzes  kommt 
vielleicht  öfters  nach  in  andern  Fällen  vor,   wo  man  nicht  daran  doiikt,  in- 
d\em  es  z.  B.   ganz   natnrgemass  scheint,    selbst  im  »ogenannten  Voltameier, 
während  Knallgas  am  geladenen  Platin  sich  entbindet,    zugleich  an  Wasser- 
regencration  durch  Combination  eines,    sei   es   amlt   relativ  noch  so  l&Ieinen 
Antheils  dieses  Knallgases   zu   denken.     Auf  alle  Falle   ist   die   Sache  dazu 
angethan,    uns  aufzurufen   zur   Revision  der  ganzen  Lehre  von  der  Wasser- 
zerlegnng.     Denn  (wollen  wir  es  nicht  verkennen)  selbst  die  alten  berühm- 
ten auf  Wasserzerlegung   sich    beziehenden   Versuche   Lavoisier's  (durch 
glühendes  Eisen  oder  schmelzendes  /ink)    sind   in  neuerer   Zeit  wegen   der 
Anomalien,  welche  sich  daprbotea,  in  Vergleichuug  mitdeneu  von  der  Wasser- 
hildung ans  Hydrogen  nnd  Ox  jgen ,  ohwplii  diose  alleinstehend  nidit  cutachci- 
dend  für  die  Theorie  sind,  zurückj(esetzt  und  verna>  14ässigt  worden.    Und  kucIl 
die  galTanische  Wasser  Zerlegung  zeigt  einige  (mit  der  Metallladung 
im  Sinne  Rilter's  zii<iHmmcnhnng«dde)  sehr  beaclitun^swertlie  Anomalien,  wo- 
Ton  sclion  im  Jahrb.  d.  Gh.  n.  Phys.  1828.  U.  52.  S.  234.  u.  261.  die  Rede 
war.     Daran  reihen  sich  audi  die  Anomalien,    welche   enlstehn,    wenn  man 
Wasserzerlegnn;;   einleitet  in   z^wci  durch   einen  Zwischendraht   verbundenen 
Gläsern.       Bezeichnet   man   z.  ß.    den  Oxygcndraht  und   den  Hydrogendraht 
von  Platin,    welche  von  der  Säule  ausgehn,  mit  0  und  ff,   und  die  Enden 
des   die   beiden   Gläser  verbindenden   Platindrahles   mit   0  und   ä:    so   stehn  . 
■iih  in  dem  einen  Glase  0  und  A,   in  dem  andern  O  nnd  ff  gegenüber ,   und 
wenn  0'  und  o'  die  V  o  lum  m  enge  des  O  x  y  gens,  ff'  und  Ä'  de«  Hydr  o- 
gens  bezeichnen:    so  i»t2.(?'>A'   und  20' ^^'^    obwohl   2.0' =^6'   und 
2.o'  =  A'.     In  iedem   einzelnen  Glase   ist  also   die  Wa^serzerlegung  gesetz- 
widrig, obwohl  %.0''=r^B'  und  2.tf'  =  A'  sich  zeigen  mag«    Man  kann  aber  die 
Gesetzwidrigkeit  noch  vermehren,  wenn  man  einem  dünnen  Plattndraht  einen 
Plntinstreifen    entgegensetzt«      Wollen    wir    die    grössere    Ausdehnung 
der   Flache  des   Plalinsircifens  durch    Einsohliessung    in    Parenthese 
bezeichnen.     Dabei  stellte  im  gemeinen  BrunnenAvasaer  in  der  Art  sich  die 
Zerlegung  dar : 
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eilten  cesteUteit  EinrichtuDg  unserer  Universifäteii.  Weit  :iiiaii  auf 
deiitschen  Akademien  nur  iiei  anatomisehen  Theatern»  nicht  aber> 
-(wie  in  Frankreich  und  England)  auch  iu  chemischen  ]Labo9Qlktprien 
und  physikalischen  Cäbineten  i  förmlich  angestellte  Präparatoren 
kelinti  so  war  auch  Ritter,  gleich  den  meisten  deutsehen  Profes- 
soren der  Physik  und  Chemie,. darauf  angewiesen,  vorzugsweise 
im  Kopfe,  d.  h.  theoretisch  zu  experimentiren ,  während  er  bei 
praktischer  Aui^föhrun^,  isolirt  stehend,  gewcihnÜch  mit .  den  erstem 
Schritten  zum  Ziele  sich  begnügen  musste/^ 

Schluss' Anmerkung,  Es  sei  mir  vergönnt y  zum  Schlüsse 
der  Abhandlung  noch  einen  Jülich  zu  werfen  auf  die  Einleitung 
zu  derselben.  Es  war  dort  sogleich  auf  der  ersten  Seite,  von 
dreierlei  Anwendungen  der  fortschreitenden  Naitirvnssenschaft 


0    (h) 

1,78  2,35 


io)     H 
0,78  2,8. 


Man  sieht,  wie  anomal  die  Zerlegung  in  jedem  Glase  ist,  da  in  dem  Glase» 
woreifi  der  Oxygenpol  der  Saale  geleitel  wurde,  1,78.2=;  3,561  also  zn 
Ti  el  O  xy  gen  erhalten  wurde'in  Yerglcichung  mit  2,35.  Hydrogeu.  Im  zweier 
ten  Glas  aber,  worein  der  Hydrogcnpoi  der  Sänle  geleitet  wurde.,  ist  zu 
wenig  Oxyden«  Es  ist  nämlich  0,78.2=  1,56;  also  zu  Venig  Oxygen 
in  Vergleichung  mit  2,8  Hydrogen.  Aher  es  ist  2(^'+o')=.^'+Ä',  nHmlich 
l,78  +  0,78=:;2,56  Ozygeu,  und  2,35 -|- 2,8 =5,1 5  Hydrogen;  und  2,56.2 
^5)12,  was  genau  (bis  auf  0>03)  stimmt. 

Bei  einem,  andern  Versuch  nioht  mit  combinirten  Platingtreifen  und 
Drähten  augestellt ,  sondern  allein  mit  Platindrählen ,  aber  von  Terschiedenem 
Durchmesser  (indem  0.2=0,7«»»"»,  Ä  =  0  =:  0,5"»"»  undir=l"»"»  im  Durch- 
messer betrug),  und  wo  in  destillirtes  Wasser,  das  mit  Schwefelsäure  ange- 
säuert war,  di«  Drähte  geleitet  werden i  betrug 


0     h 
18,5  35 


0     H 
15  32,5. 


Auch  hier  ist  in  einem  der  beiden  *durch  den'  Platindraht'  ko  (tou  0,5»"'>^ 
Durchmesser)  verbundenen  Gläser  des  Oxygens  zu  viel  in  Vergleichung  mit 
dem  Hydrogen  (indem  2.18,5  =  37,  während  nur  35  erhalten  'Wurden).  In 
dem  andern  Glas  aber  betrug  das  Ozygen  zu  wenig ,  da  2.15  =  30,  w^ährend 
32,5  Hydrogen  erhalten  wurde.  Jedoch  2((?'-|-0')=A'-|'^'  wenigstens  ziemlich 
genau;    da  18,5 -f- 15=: 33,5  und  354-32,5=67,5;    aber  2.33,5  =  67. 

Grösser  werden  n»^lürllch  die  Anomalien,  sobald  Chlor  mit  ins  Spi^ 
hommt ,  nämlich  wenn  Kochsalz  haltendes  Wasser  angewandt  wird*  ■  Und  da 
noch  80  viele  andere  Nebenrücksiehten  iu  Betrachtung  kommen,  so**  hätte  ich 
leingst  gewün8ch^,  einen  jungen  Mann  zu  •  einer  grössern  Arbeit  über  diesen 
Gegenstand  anregen  zu  können. '  Gegenwärtig  theile  ich  diese  isoUrt  stehen- 
den schon  vor  länger  als  z6hn  Jahren  angetttellten  Versttche>  blos  (dai?um  mit, 
weil  anch  andere  Anomalien  b^i  der  Ueberführung  d^r  Kör|^t«r  von  einem 
Pole  zum  andern  zur  Sprache  kamen  (s.  die  Abhandl.  von.  Daniell  und 
Miller  über  die  Elektrolyse  secnndärer  Verbindungen  in  d^  FkiV  Trans - 
act.  1844  übers.  in-Poggend.  Annal.  B'.  64.  S«  18.)  tind' weil  bei  der 
eleklrisclien  Telegraphie  die  grosso  Wirksamkeit  der  feuchten  Leiter  in  mei-^ 
lenl«inger  Ausdelmung  (durch  welche  momentane  Uebergänge  des  Hydrogen» 
und  Oxygens  voa  einem  Pol  zum  andern,  oder  momentan  sich  for4pflan- 
zende  Chemische  Zersetzungen  erfolgen  mÜMtexi)  zu  neuen  Untersuchungen 
über  gewisse  als  längst  entschieden  betrachtete  Gegenstände  uns  aufrufen« 
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die  Rede,  unter,  denen  die  zur  Aufkläruna  der  Dunkelheit 
des  AlterthumSi  obteakl  xuletti  genannt,  aoch  keine$mege$.  den 
ietzten  Rang  einnimmt.  ^Proben' einer  solchen  Anwendung  geben 
die  ersten  Hauptabschnitte  der  vorliegenden  Abhandlung;  und 
es  zeigte  sich,  aass  auf  diesem  'Wege  die  Naturwissenschaft,  in- 
dem sie  uns  die  alterihümliche  Kunst  und  Pjoesie  von  einer  neUe» 
Seite  zeigt,  zugleich  einflussreieh  auf  neuere  Kunst  und  Poesie 
werden  kann,  —  Nur  emen  technischen  Gewinn  war  man  bisher 
gewohnt  von  der  fortschreitenden  Naturwissenschaft  zu  erwarten. 
Vnd  auf  dieses  technische  Gebiet  führte  uns  der.  Anhang  zu 
dieser  Abhandlung.  Davon  aber,  wie  im  Geiste  fortschreitender 
Naturwissenschaft  und  durch  die  von  ihr  dargebatenen  neuen 
Uülfsmittel  nicht  blos  die  Medicin,  sondern  überhaupt  alle 
Üniversitätsstudien  einen  neuen  Aufschwung  gewinnen  könnr 
ien;  davon  sollte  nur  nebenbei  mit  einigen  Worten  in  der  Note  32» 
die  Rede  sein.  Jedoch  schon  meine  erste  Abhandluna  über  Vr- 
geschichte  der  Physik  und  den  Zusammenhang  des  Heidenthums 
mit  einer  vorhistorischen  Naturwissenschaft  (welche  im  Jahrb,  d. 
Chem.  u.  Phys.  von  1821.  d,  g.  Ä.  Ä  3L  &  223—252.  abgedruckt 
ist  und  im  Imsammetihange  steht  mit  dem\  was  in  vorliegender 
Abhandlung  in  Note  15.  '^:  26.  28,  zur  Sprache  kam)  führte  sO' 
gleich  auf  Gesicktmunkte  hin,  wie  sie  yegenu>artin  von  der  ti| 
der  Note  32.  erwähnten  Edinburgh  er  medicini$chen  Mis' 
sionsanstalt  ins  Auge  gefasst  werden,  .  und  eben  darin  lag 
eine,  grosse  Ermunterung  zur  Fortsetzung  jener  Studien  über 
Urgeschichte  der  Physik,  welche,  da  sie  den  Schlüssel  zur 
symbolischen  Hieroglyphe  darbot,  immer  umfangreicher  und 
anziehender  wurde ,  obwohl  ich  damit  fast  ganz  isolirtstekn  blieb 
(vgl,  Note  14.  u,  29.)  seit  einer  so  langen  Reihe  von  Jahren.  Im* 
merkin  mag  man  sich  eine  solche  Isolirung,  welche  vorsichtig  und 
umsichtig  zugleich  macht,,  gefallen  lassen  bei  theoret^chen  Din- 
gen; aber  bei  praktischen  ^le  sie  in  jener  an  einen  ursprünglich 
Leibnitz'  ischen  Plan  erinnernden  Note  S2,  zur  Sprache  kamen) 
ist  sie  um  so  schmerzlicher,  besonders  wenn  man  erwägt,  dass 
(dem  dort  Angeführten  gemäss)  ei  leichter  war  in  diesem  Leibnitz* 
ischen  Sinne  auf  Peking  zu  wirken^  als  das  so  ganz  nahe  lie* 
^  gende  Ziel  zu  erreichen.  Aus  Indien  brachte  im  Jahr  1837  der 
ehrwürdige  Missionar  Bernhard  Schmid  eine  schöne  zoologi' 
sehe  Sammlung  mit  für  den  in  seiner  nächsten  Umgebung  anoe- 
achtet  gebliebenen  Leibnitzianischen  Verein,  In  demselben  Jahr 
1S3I7  war  die  Versammlung  deutscher.  Naturforscher  und  Aerzte 
in  Prag,  welche  Veranlassung  gab  von  dieser  schönen  ostlndi- 
sehen  Sammlung  zu  sprechen  und  im  Leibnitz  ischen  Geiste  die 
neue  Akademie  in  Wien  zu  begrüssen,  welche  schon  damals,  im 
Plane  war,  der  nun  zur  Ausführung  aelangen  soll.  Wirklich 
wurde  sogleich  damals  diese  zoologische  Sammlung  benutzt  zur 
Bereicherung  des  Museums  in  Wien,  sowie  des  Üniversitäis" 
museums  in  Malle  und  eines  Privatkabinkts  in  Hamburg.  Dadurch 
gelang  es  wenigstens  schnell  genug,  den  Sammler  in  Ostindien 
auf  eine  seine  Erwartung  übertreffende  Weise  zu  entschädigen. 
Vieles  aber  ist  noch  übrig  (vorzugsweise  ostindische  Vögel,  welche 
der  ausgezeichnete  Omitholog  Nitzsch  noch  kurz  vor  seinem 
Tode  systematisch  geordnet  und  bestimmt  hat,  wodurch  die  blos 
mit  inaischen   Namen  versehene   Sammlung  einen  viel  höheren 
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W^ih 'erAiktt):  Vml  dieget.  piehr^ols  die  Hälfte  der  Sendunff 
betMtfende  Veberrest  klhmte ,  toenn  ein '  angemessenet  Verkauf 
oelinffts  nun  wöhl  der  Absicht  des  Veberbringers  f/emäss  um 
hegten  benutzt  ioerden  als  erstes  Samenkorn  zu  jenem>  Reise sti* 
pendium,  wovon  in  Note  2(1.  die  Rede.  Wa nicht ^  :  so  bietet 
sich  nun  eine  andere  Gelegenheit  dar  im  Sinne  der  ursprünglichen 
Tendenz  jenes  Leiimitzianischen  Vereins,  für  welchen  die  Sammlung 
Hus  Indien  mitgebracht  wurde,  den  noch  vorhandenen  qrössten 
Theil  derselben  zu  benutzen.  Denn  offenbar  aeziemt  es  sich,  mit* 
üuwhken  z/ut  Förderung  der  naturwissenschaftlichen,  namentlich 
botanischen  Pflanzschule,  welche  der  nach  Ostindien  iwruckge* 
kehrte  Dr.  tkeol,  Bernhard  Schmid  nun  selbst .  anzulegen  im 
Segriff  ist^  Wie  begeistert  dieser  höchst  achtbare  Missionar  sei 
ßtr  die  Idee  einer  wissensekaft liehen  Propaganda,  zeigt 
sein  schöner  Brief,  welcher  abqedruckt  ist  in  den  Blättern  der 
Hamburger  Börsenhalle  1840.  N,  1825.  S.  442.  und  im  All^ 
gemeinen^  Anz.  d.  Deut  sehen  1840.  N.  137.  S,  1834,  worin 
es  unter  andern  heisst:  „die  Mönchsklöster  des  finstem  MitteU 
alters  schlössen  das  Wenige  der  Religiosität  und  wissenschaft- 
lichen Geistesihätigkeit,  das  noch  in  der  Welt  exisürte,  in  sich 
ein f und  benutzten' es  zu  ihrem  Privatvortheile ;  —  will  Deutsch- 
land seine  Universitäten  jenen  Mönchsklöstern  ähnlich 
machen,  allen  Nutzen,  den  diese  Hochschulen  schaffen,  nur 
f&r  sich  behalten  und  nur  so  viele  Strahlen  des  Lidhts  der  Welt 
zusenden,  als  gegen  ihren  Willenihren  Grenzen  entschlüpfen?'^ — 
Und  dass  hiäien  aus  seinem  Munde  tu  uns  spricht,  zeigen  seine 
vielf ährigen  injbidien  gemachten  Erfahrungen  und  Beobachtnn-' 
gen,    vtin  denen  er  eine  Probe  den  in   Nürnberg  versammelten 


.  '.  ^'')  fi»  liegt  nSmlich  vielleicht  im  PlAne  der  Berliner  UniversilSt,  die 
8ncli>6' g^genVi^äHi^  la  Mtfer  Periode  tlieolo^isclier  Wirren  noch  eine  Zeit 
läng  ruh n  tu  l»s9en.<  Wenigstens  ist  'bie  jetzt  noch*  keine  auf  diese  Ange- 
legenheit sich  hexiehende  Pub iicatiön  erfolgt»  «nd.ich  selbst  -weiss  davon' 
nicht  mehr,,  als  'was  ich  im  Jahr  1843  in  der  Vorrede  der  Denkschrift  atur 
Sftcularfeier  der.  Universität  Erlangen  als  actenmSssigen  Auszog  abdrucken 
lieas.  Da  kürzlich  in  Hilzig's  Auualen  der  Crimiualrechtspflege,  for.tges. 
■von  Schielt  er,  die  den  Tod  meines  Bruders,  der  als  Opfer  seiner  Wissen- 
schaft gefallen,  feetreffenden  Actenstiicke  abgedmcli^t  -wurden  (im  Maiheft  1846. 
B»  34.  S.  152 — 185.^:  so  schien  es  zweckmässig",  diesen  Aktenstücken  auch 
da«  vortreffliche  IVliiüsterialrcscript  vom  24.  Nov.  1822  anzureihen,  welches 
auf  jenen  «n  seinem  Grabe  gestifteten  Leibnitzianischen  Verein  sich  bezt)g. 
Nachdem  die  '^LÖiiigUche  Genehmigung  jenes  Vereins  mitgetheilt  war,  heisst 
es  zum  Schlüsse:  ,,nm  diesem  Verein  auch  eihen  forldauernden  Beweis  tk'i*- 
riger  Th?i Inahme  zu  geben,  wird  das  Ministerium  für  denselben  einen  ange- 
messenen jährlichen' Beitrag  auszuwirken' suchen,  moss  «sieh  aber  .den  det- 
falisigen  definitiven  Bcschluss  bis  alif  weitere^  vorbehalten^**  Unter  diesen 
Umständen  fügt  die  Red^action  jener  Annalen  folgende  Bemerkung  bei: 
„Alles  kommt. hier  auf  Public! tat  an;  und  auch  die  Red.  d.  Bl.  bietet, 
obW4)hl  diess  ni<;ht  direot  juridische  Interessen  beri'ihrt,  zu  diesem  Excurse 
gern  die  Hand,  besonders.- da  man  bis  jetzt  die  Sache  blos  in  der  Torrede 
jder  Denkschrift  zur,  S  ä-cularfeier  der  Universität  Er  laugcj\  im 
August  l^d  erwäluit  £mlet,  vi^ahtend  VOn  Berlin  ^iis  hie'rtlbcrttOch  nichts 
piiblicirt  wurde.  Es  ist  zn  Wünschen,  dass  die  versprochene  völlstKlt^ 
dige,  PuKllc^liorv  der  hieranf  sich  besiehen.den  AcCenstücke  in 
einem ' vielgelesenen  Journal  ersbhelneu 'm%e«'#*        .    «t 


im 

Philologen  mittheilte.    (S.  Denkschr.  ztir  Säciäarfeier  der   Uni- 
versität Erlanffen    S.  A7.).      Gegenwärtig  schrieb    mir   derselbe 
aus  Ottacamund  (auf  dem  Blaugebirge  Indiens)  am  1.  JuL  1846 
von  seinem  Plane  ^  dort  ein  wissenschaftliches  Seminar  für  ans- 
erlesene  junge  hoffnungsvolle  Indier  unter  jenevt  Bergbewohnern 
zu  begründen  y  und  namentlich  auch  seine  botanischen  Studien  nu 
ihrer  Belehrung  zu  benutzen,    ,ylch  habe",  fährt  er  fort,  „meinen 
Plan  dem  tüchtiqen  Botaniker  Dr.  Wiqht,   Verfasser  des  Prodro* 
mus  Florae  Peninsulae  Indiae  Orientatis  und  anderer  Werke,  vor- 
gelegt, der  mir  seine  Beihülß  verspricht    Er  ist  jetzt  nicht  weit  von 
hier  in  Coimbotoor  angestellt.  Aber  mit  diesen  Ansichten  und  Pia" 
nen  darf  ick  hier  noch  nicht  liüriöiiretenf  wenigstens  nichtunt^  den 
Engländern;   sie  toürden  auf  mich, mit,  Mitleiden  ak,  auf  einen 
wissenschaftlichen  Schwärmer  eben  so  hirtblicken,  wie  xH 
Deutsehhikd  inanchtt  4imf  mich  ais  Unfeinen  rellgiü^sen  Schwär^ 
mer  hingeblickt  habfn  mag.    Dieses  zu  errichtende  Seminar  muss 
daher  durch   Unterstützung  deutschet  wissenschaftlicher  Männer 
vorzüglich  fortgeführt  werden,    während  die  Erhaltung  der  drei 
Tamulischen  und  einer  Hindostanischen  Schule  für  mohameda" 
ner  und  andere  Ausgaben  von  den  Engländern  bestritten  werden,*^ 
Den  Botanikern  ist  Herr  Dr.  theol.  Schmid  vortheilhaft  bekannt 
durch  seine  früheren  Sendungen   eben    von  diesem  i ostindischen 
Blaugebirge  aus  an  den  zu  früh  verewigten  Professor  Zenker 
in  Jena,    der  mehrer  es  davon  publicirte.     Durch   ähnliche  Sen^ 
düngen  wird  er  denen  Ersatz  gehen,   wekhe  geneigt  siml,   seine 
dem  Austand  und  dem  Vatertande  xkgieieh  nützUehen  Bestrebun- 
gen zu  fördern.    Sehr  qern  erbiete  ich  mieh,   die  Zusendungen 
an  ihn  zu  vermitteln  durch  Angabe  de^  ton  ihm  mir  brieflich 
bezeichneten  angem4ss&neH   Weges  dazu*    Man  aieht  übrigens  d4m 
Dargelegten  gemäss  ohne  mein  Erinnern,  dass  blas  theologische 
Einseitigkeit^  welche  dttrih  Eiv/eniöHUgkeii  iit'de^  Wahl  der  Mity 
iel  zürn  Ziele  die  Erreiiakmig  aesselben  enchwerti  jenem  im  Leib^ 
hitzischen   Sinne'  begründeten   Vereine   (woron  in  Note  32.  die 
Rede  ist)  ungünstig  sein  kanm     Wak  darüber  auf  historischem 
Standpunkte  xu  sagen,   habeich  dargelegt  in  der  a/ir  31.  Oct<^ 
her  1634  gehaltenen  und  auch  in  besonderen  Abdrücken  erschie* 
nenen  Inauauraiionsrede  des  Hallischen  ünvversitätkgebäudes  „de 
rebus   inwicis  Aeademiae  Fridericianae  ikde  ab   ejus 
origine  peeuHari    quodam  mtp'do    eofimiague   maiörum 
munificentia  commendatis*^^  ^   Neuerdhigs  aber  gab  mit 
Schuberts  Spiegel  der  l^ntur  (welches Buch  mit  Rücksicht 
auf  denselben  unter  Protection  Seiner  Königlichen  Hoheit  iles 
Kronprinzen  von  Bayern  stehenden  Verein  zur  Verbreitung  nütz- 
licher Kenntnisse,  von  welchem  schon  vorhin  die  Rede  war,  ab- 
gefassi  ist)  ganz   spedeUe    Veranlassung,  '  mich   Über  gewisse 
Hauptfragen  unserer  Zeit  auszusprechen  {in  der  Allg.  LH* 
Zeit.  Mai  1846.  iV.  99.  u.  XQfi.),  und  ich  bitte  besojiders  die  dort  dar^» 
gelegten  Zahlenresultate  zu  beachten ,   da.  deren  aegenseitige 
Vergleichung  allein  schon  aufrufen  kann,  einige  Aufmerksamkeit 
dem  zu  schenken^  was  in  jener  Note  32.  zur  oprache  kam. 


im 


•\  ■ . 


Heller  einen  Satz  Ton  dem  drelaxifpen 
KUipsoid,  TQn  welcliem  die  Ornndfor- 
mel  der  spliärn»elien  Trifponometrie  ein 

Ibesonderer  Fall  Ist. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Formeln  der  sphärischen  Trigooometrie  auf.  das  allgemeine 
dreiaxige  EUipsold»  von  Welchem  die  Kugel  ein  besonderer  Fall 
ist,  zu  erweitern»  ii^t  roit  mehrfachen  Schwierigkeiten  verknupflt. 
Nach  verschiedenen  derartigen  Versuchen  ist  mir  jedoch  eme 
solche  Erweiterung  für  jetzt  wenigstens  hei  der  Grundtbrmel  der 
sesainrnten- sphärischen  Trigonometrie  ^  welche  die  zwischen  den 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  Statt 
indende  Relation  ausdrOckt,  gelungen^  und  ich  erlaube  mir  daher, 
den  Satz  von  dem  dreiaxigen  E^lipsoid,  zu  welchem  diese  Unter- 
suchung gefiihrt  hat»  im  Folgenden  mitzutheilen,  weitere  Betracht 
tungen  über  diesen  Gegenstand  einer  •  andern  Gelegenheit  Torber 
haltend.  Zugleich  enthält  das  Folgende,  wie  es  mir  scheint,  äin^ii. 
wegen  seiner  Allgemeinheit  sehr  betriedigenden  analytischen  Beweis 
der  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie»  welcher  tielleicbt 
für  die  Leser  des  Archivs  gleichfalls  von  einigem  Interesse  sein 
dürfte,  da  er  im  Ganzen  auch  nur  wenige  Voraenntnisse  aus  der 
analytischen  Geometrie  —  bloss  einige  der  einfachstien  und  bekannt 
testen  Grdndformeln  dieser  Wissenschaft  —  in  Anspruch  nimmt 


Die  Gleichung  einer  beliebigen  Fläche  in  Befeug  auf  recht- 
winklige Coordinaten,  die  wir  in  dieser  Abhandlung  Immer  zum 
Grunde  legen  werden,  sei  . 

1)      tt=/'(jr,y,i)=0 

und  (^t^iZf)  sei  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche,   so  dass  also, 
wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2)    ui=f(a:iyyi,2i) 
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setzen  9  ^        .  . 

#  * 

3)  >i=/'(4>yi>ii)=0 

ist.  Die  Gleicbungefi  der  durch  den  Punkt  (^i^iZi)  gelesten  Nor- 
male dieser  Fläche  sio^  nach  den  Priaeipieo  der  anuytbchen 
Geometrie         -         '  '    )       ' 

'      St^  8%  dui   ' 

wo  natärlich  alle  Diferentialquotienten  partielle  Dilferentialqaotien- 
ten  sind. 

Ist  nun  die  Fläche  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  dessen  Gleichung 

»'  ©•+(!)'+ 0*=' 


ist  5  so  ist 


«  I- 


und  folglich 


"» -=(f)*+a)"^G)"-. 


^  hu 2a:      Sv; 2y      3t«^ 2z 


Also  sind  die  Gleichungen  der  durch  den  PunU  (a^iyt^i)  des  EUip- 
soids,  fär  welchen 

ist^  gehenden  Normale  des  Ellipsoids: 


9) 

^  &  S. 

a«  i^  c* 


oder 


10)  «»a-f)=«"a-^)='^a-^). 


oder 


Sind  jetzt  (iti^iZi),  {xyiy^i^^  (^s^a^s)  drei  Punkte  des  ElUp- 
«oids.  Und  folgUch  -     ' 


!), 
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ft;+(%)'+a)'=>. 

•^  1  (?)"+ C?)'+  (?)=»■ 

60  sind  nach  dem  Vorhergehehdjeh 

a«  S  3 

13)      {.2?  ^^?   .,    .  ^ 

'\      "•'    "^ 

die  Gleichungen  der  diesen  Pnohten  eDtsj^rechenden  Normalen  des 
Ellipsoids. 

Wir  wollen  jetzt  durch  die  dem  Punkte  (^i^i^i)  entsprechende 
Normale  und  durch  den  Punkt  {üs^^x^  eine  «Ebene  legen,  und  uns 
in  dieser  Ebene  dyrch.  den  P^nkt  (^iyiX|}  e}De  auf  der  demselben 
entsprechenden  Normale  senkrecht  stehende  gerade  Linie  gezogen 
d^en;>  Die  CUeichungen  dieser  Etnene  und  aieiser  geraden  Linie 
seien  respective 

^^i    Fr—Gi-riB^ 

'  Weil  die  durch  die  Gleichung  14)  diarakterisirte  Ebene  durch 
die  Punkte  (a:iyiZi)  und  (^2^222)  geht,  so  haben  wir  nach  14)  die 
Gleichungen 

und 

17)    ^i(^i-a:2)+A(»^— y«)+Ci(i^-22)=0. 

Weil  ferner  ilie  durch  die. Gleichung  14)  oder  durch ^ie Gleichung 
16)  charakterisirte  Ebene  durch  die  dem  Punkte  (^iyiZ|)  ent- 
sprfidieDde  Nor»^e  des  GUwsoids  geji^»  u^;4ies«  jNihtqMq  also 
ganz  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  liegt,  so  ^ichidtep  .wir  Mn. 


und 


159 

dem  ersten  Systeme  der  Gleichungep  13)  und  der  ersten  der  bei- 
den Gleichungen  VS)  auf  der  Stelle  die  Gleichung    , 

I 

18)    ^4i5+fi,g+^*^=0.  . 


Weil  aber  auch  die  durch  die  Gleichungen  15)  charakteri- 
sirte  gerade  Linie  ganz  in  der  diirch  die  Gleichung  14)  oder 
durch  die  Gleichungen  IS)  charakterisirten  Ebene:  liegte  so  erhal- 
ten wir  aus  den^.  Gleichungen  15)  und  der  ersten  0er  beiden  Glei- 
chungen 16)  die  Gleichung 

19)    JjFi  +  J^Gi  +  CiÄi=a 

Weil  endlich  die  durch  die  Gleichungen  15)  charakterisirte  gerade 

ie  auf  der  dem  Punkt« 
EUipsoids  senkrecht  steht 
der  analytischen  Geometrie 
gen  13)  und  den  Gleichungen  15)  die  Gleichung 


Linie  auf  der   dem  Punkte  (or^^i^)  'e]|tsprecben(|en  Normale  des 

_  ^  :,    80  erhalten  wir  nach  den  Princinien 

der  analytischen  Geometrie  aus  dem  ersten  System^  der  Gleicnun- 


W 


•\ 


a«  a« 


oder 


•    « . 


m   %Fl-|-%GA^S^=^<i.• 


Alis  den  drei  Glmcbnng^n  17),  18),  19),  nSmIich  aus  den  drei 
GleicbungeD 

(«i T^A + (yi— ya)J^+(?i-**)Ci=o, .  . 

wollen  Wfr  ntin  d?fe  drtfi  tirössen  Ai,  Bi\  Ci  elfmfniren.    Zu  ÄeW 
Ende  multipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Röihe  mit 

und  addiren  sie  ddnn  m  einander;,  so  erhalten  wir  nach  leichter 
Rechnung  zuerst  die  GldchuAg^       ..  _       i'      ,       1 
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72 


-T"**./   .  •    •       *  .    .      ■"  I         U^ 


>     I'  ♦ 


+(yi-ira)(?4i5r,-^Go 


«  4. 


I     t- 


I 

und  hieraus  ferner  die  Gleiichupg 

^)    {(yi-y.)^-(%--«i)|)Fi 
+l<a  -?i>fi  -7(^1  -r^fa^)  Gj  ..>  =  0. 

Weil  nun  aber  nach  20) 


;^.^*+p/?i.+^^Äij=0 


I 


ist«   so  ist 9   wenn*  man   aus  diesen 'beiden  Gleichunsen  nach  der 
Rcdihe  die  Gru^eien  ff^^  Gn  Fj^  'eUminii^'»  wie  laan  leicht  findet: 


I    ■  >  > 


i. 


I    '» 
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oder  '   v     ,   '    \       /       \       ' 


[ 

+ 


* 

und  man  kann  also  offenbar  <     -^     " 


i. 
5=0; 


/  N 


•  * 


I  <  *     .        • 


•  > 


oder 

Theil  1.  11 
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setzen.    Ä.uch  ist 

^^^«,=  ,„-«,!(a)-+(||)-+(^)-i 
».=  (..-^s(a)+(|.)-+(ü)-i 

und  folglich 

^i'  +  Gi'  +  Äi« 

+'(?-) +Ö^)*+  &)'«(^^  — ^&+(yx-y4+<^-^>  J^^' 

also  \      * 

25)    Fi«  +  C?i»  +  Äi« 

.  Verl^inden  wir  aber  den  Punkt  (xiViZi)  auf  ganz  ähnliche  Art 
mit  dem  Punkte  (x^y^H),  wie  wir  denselben  vorher  mit  dem 
Punkte  (^2^222)  verbunden  haben  ^  und  bezeichnen  dann  die  den 
vorher  durcn  Fi,  Gi,  H^  bezeichneten  Grossen  entsprechenden 
Grossen  durch  Fi',   Gi  9  Hj' \   so  ist 
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26) 


n'=  <'.-.)<a)*+(f5)'+(^yi 

•     -J.lfe-»i)^+(»i-ft)^+('i-'i);»l. 


} 


-^  I  (^1-ar,)^  +  (yi-y.)  ^+  (ti-2,)  ^  I . 


und 


27)    F/'  +  d'+^i'« 

Ans  24)  und  36)  erhält  man  aber 

FiF^'  +  GiGi'+H^Hi'. 

-(---.>s<sy+(gy+(&yH(x.-..)g 
-(,.-^^-s<5y+(s)'+(äyH(-x-.)S 


11' 


im 


I      ( 


I       I 


,     ;     .     :     ;\  -lc^i-y3)p+('i-*s)J) 


A     '■  /'..«> 


also,  wie  leicht  erhellet:    '        ^  ,     . 

Y    "^        ,+  (%— «a){*i— *3)) 


X  t  (a;i  -  .T3)  ^  +  (yi  -ys)  ^ + (^i  -^a) 


X- 


Von  dem  Anfange  der  Coordinaten  wollen 'wir  uns  jetzt  an  die 
Punkte 

('i^is^i).  (^f^2^y  (^aya^a) 

des  EUipsoids  respectivieldie'gferadepjIiinlBn.  ) 

gezogen  deqken^  und  die  von  aen  Linien 

i 

■        .'      •  /?2,    A3;      /?3,  /?i;      /?!,    /?2 
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am  Anfiu|g»|ninkt»  der  €ooKUoaten'  Als  Uirer  gemtkisabaMicheD 
Spiixe  iiinjgeaehloAacneM»  IfiO^  niohl  fibevsteteeoden  Winkfel  •ecpte** 
tivc  dufoh  irr; 

!.  !.     :•     ♦ 

^1*       '^J       ^3>  ;  .  !     ,  . 

die  Entfernungen  der  Punkte 

(a^aZfl)»  (^8^3^);  (^»3%)»  (^i^i^i);  (^itfih)»  (^^2^ 

von  eiuander  aber  respective  durch 

bezeichnen;   so  ist  nach  einem  bekaipiten  Satze  der  ebenen  Tri- 
gonometrie 

ii*=:  Äj>  +  «3»  ^^ÄaÄ,  CO«  «i , 
Nach  einer  bekannten  Fonnel  der  analytischen  Geometrie  ist  aber 

uad 

£2'=(^3-^ir+(!r3~ffir+(t3-ii)*. 

Fuhrt  man  dies  in  die  obigen  Ausdrücke  von 

■    • '  R«    K^    JB«*  '■       ■    '    '• 


(« 


it- 


ein^   so   erhält 'man,  nach  .einigen  ganz  leichten  I^eductionen  die 
Gleichungen  *  • 

*2*8  +  .^2^3  +  2223  —  ÄÄ3  cos  «i  , 

«sfl^i  +  ytVi  +  2321  =  Ä3^i  cos  öi,-' 
a^i^a  +  Jiyi  +  2:1  jj = Ä^  3^  cos^ ; 

ans  denen  sich  sQgl^ei^h 


I  • ) 


i'l' 


^..«^  — ^i^a  +  yiya  +  2i2a 
cos«3^— g^ 


ergiebi 
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j      k  Amm  AnfimiE  der  Coordina- 
J,!11Ä  a*t  Ebene  der  sy  üegt.  ao  «t 


uim)  fok(Ucli  naek  3^ : 


i.1M»lTi»i 


i^t»i 


■^1  iS^  «_-!.  — 2. 


*->+fv"-^ 


COfi'-^'i.i  — 


«.^liy^^^ö) 


1  ^       U-;  F.«.«lii  iMii  1««»  »  ««  «^®  auch  unter  der 
eüiiftcherea  Focm  i  . 


») 


M  öt  +0)*<W 


dttmtafUMi 


1      • 
I       


a(a,3!»*5Ute+»»*«)' 


^ 
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\* 


1  JBat 

=  ^^gjy^  ^  ( Äin  iV«^i,i  ^2 ^  (cba  a, — cos  iVi  ,i  cos iV^^) 

+  CtT  ^"^'^- 

-—  2  ^  (cos  «3  —  cos  (Ni,i  +  'iVi^) 
Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  nach  27) 

=  ^^g^,      { sin  N\,i  -  2  ^  (cos «% — cos  iVi„  cos  iV,  ,3) 

-  2^  (cos«a--c(i8  (iVi,i  — ■'Vi.a)). 

cosiV*i,i  ^  iti 

— 2  ^(cos  oa -cos  (2Vi,i  +  iV^,3)) 

Nach  28)  ist  aber 

•  -  • .  t  « 

^  ^  CS)' + Co' + cw^  ^^^'"'^'+*^''"^^»^+***"+^'4 

+  (a^+yaSi+««*3)l 
-(^»S«i+ys3ri+%5üJ 


•  » 
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Durch  deo  Anfang  der  Coordinaten  wollen  wir  uns  jetzt  eine 
der  dem  Punkte  (^ti^^Zi)  entsprechenden  Nonnale  des  Ellllpsoids 

Sarallele  gerade  Linie  gelegt  denken ,   und   die  Coordinaten  eines 
er  beiden  Durchschnittspunkte  dieser  geraden  Linie  mit  der  Ober« 
fläche  des  EUipsoids  durch  ^y  %,  ii  bezeichnen;  so  sind  nach  13) 

30)    ^=S.^^ 


a*      6«      c* 


oder 


31)    5!£— .^j--?!i 

die  Gleichungen  dieser  geraden  Linie.  Die  Entfernung  des  Punk- 
tes i^fiitü)  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  äei  Qi  ,  und  die  von 
den  Linien  ' 

an  dem  Anfangspunkte  der  Cooi^dinaten  als  ihrer  gemeinschaftlichen 
Spitze  eingeschlossenen  >  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  seien 
respective 

■^1>1>     ^19^9    -^liZl 

so  ist,  wenn  wir  die  Entfernungen  des  Punktes  (Ji^/iSi)  von  den 
Punkten    ^ 

(^xyi^i)f  (^a^a^a)^  (^zVzH) 
respective  durch  ^ 

'     f  ...  .,  .. . 

bezeichnen,  nach  einem  bekannten,  schon  oben  angewandten  Satze 
der  ebenen  Trigonometrie 

i5^,i±=^i»+Äj«-.2^iÄicösiv;,;, 

^x^z  -Qi"^  +  Ä3*r-2^iÄ3 cosiVi,,; 
und  foIgUch,  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  ohe^:-  . 

cosiVi,!  -  ^-g-  , 

32)     ^cosiVi,^^  -^ 

COSXVj.s-  ^^ 

Weil  nun  aber  der  Punkt  (Sijiti)  in  der  durch  die  Gleichun- 
gen 30)  charakterisirten  geraden  Linie  liegt;  so  ist  ^:^: 


also 
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a«      b^      r" 


und  folglich  nach  32): 


cosiVi,!  = ii , 

33)  <  cosiVi^= &, 

C08iVi,8  = fi. 

t 

Nach^den  Principien  der  analytischen  Geometrie  ist  aher 
also  nach  dem  Ohigen 

oder 
Folglich  ist 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  z^ 
und  ii  gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben  ^  d.  h.  jenachdem 
die  Punkte  (xiViZi)  und  (^ii/itij  ^uf  einer  und  derselben  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  der  xv  liegen.  Nehmen  wir 
also,  was  offenbar  verstattet  ist,. für  (Sii^iti)  immer  denjenigeii  der 
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beiden  Durchschnittspnnkte  ,der  durch  den  Anfang  der  Coordina- 
ten  mit  der  dem  Panlde  (^1^%)  enisprechenden  Normale  des  £1- 
lipsoids  parallel  gelegten  geraden  Linie  mit  der  Oberfläche  des 
Ellipsoids,  welcher  mit  dem  Punkte  (^i^i^)  auf  einer  und  dersel- 
ben Seite  der  Ebene  der  xy  liegt,  so  ist 

und  folglich  nach  33): 

cos rf lyi  = ^^-  •'  ■■•    ^  ..1».  ''^y^ 


*.V  D)'+Ö)'+Ö)" 


«Ye)+G^)"+CÖ' 


von  welchen  drei  Formeln  man  wegen  12]|  die  erste  auch  unter  der 
einfacheren  Form 

•«       ;.      .    ;  s    :    J    • 

1 

35)    cos  Nx0i  =: 


*.v  m*m<^y 


darstellen  kann. 

Nach  25)  ist  nun 


—  2(:riara  H-y,ya +«i'^) } 

»J  ''     l*''«'I        '  '  '  .Mit.'     ...xl   .       /•.    . 

s(Ud  «Ndeb  dem  VoriiergeheiMl^D,  wie  leicfat  «iheUeh  iMTd: : 


1  1^ 


+ao 


-"i. 


=  ^^^ITVV:^^"^^^         ^  §sinA\^-  I 


--2  ^ (cos  cfs  —  cos  (iVi,i  +  iVi^)  ) 
Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  nach  27) 

fii*  cos  ^i,l•  "(F/' + Gl" + Äi«) 

=  --g^, —  {8in2V»i,i  -2|p(co8  0a— cosi^i.j  cosiVi,3) 

-  2  ^  (cos  «a— cos  (iV;,i  —  iVi  ,3J)  1 

— 2-^(cosaa— co8(iVi,i  +  iV„3)) 
Nach  28)  ist  aher 
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) 

also  nach  dem  Vorbergeh^nflen 

~  R  *C0SN      i»(^*  — ^A^C0SC3+/Z8^C08gi~/g3/giC08ga) 

■"  ^^      Ri  cos  iVj,!^  ^         i?i  cosiVi,!  ^ 

/ 

^ri— ^     COS^^^^     C0SiVi,8        R2     R9     COSiVi^    C08iVi.3 

^        Äi  '  COSiV^i,!      Äi  '  cosiVi,!  ~*  Ri'  Ri'  cosNui '  cosiV^,!^ 

1  Ra      R 

—  ]g"(««S  «2—  C0Si^i,3  C0SiVi,i) 

Roi 

—  w^  (cos  «3  —  cos  iVj  ,1  cos  Ni,^ 

Von  dem  Anfange;  der  Coordinaten  aus  wollen  wir  uns  jetzt 
fewei  den  beiden  in  dem  Punkte  (^i^i^ri)  auf  die  diesem  Punkte 
entsprechende  Normale  errichteten  Senkrechten,  deren  Gleichungen 

»      Fl  Gl  Hl 

und 


SC~^—  X- 


i—y—yi-'—h. 


sind,  parallele  gerade  Linien  gezogen  denken,  deren  Gleichungeo 
also 

X y  z 

Fl      &i     /f  1 

und 


X 


.Ä 


I  Fl'"  Gl'  — Hl' 

sind,  und  in  diesen  beiden  geraden  Linien  zwei  beliebige  durch 
die  Coordinaten  Xi,^Yiy  Z^  und  JT/,  Y\' y  Z|' bestimmte  Punkte, 
deren  Entfernung  von  einander  durch  Si  bezeichnet  werden  mag, 
und  deren  Entfernungen  vom  Anfange  der  Coordinaten  respective 
3!Ci  und  21/  sein  sollen,  annehmen.  Bezeichnen  wir  nun  den  Yon 
jiesen  beiden  geraden  Linien  eingeschlossenen,  180^  nicht  über- 
Bjteigenden  Winkel  durch  Ai ,  so  ist  bekanntlich 

OJi*  =  »i*+Äi'*— 2»i3Ci'cos  ^,, 

also  nach  einem  bekannten,  im  Obigen  schon  mehrfach  angewand- 
ten Satze  der  analytischen  Geometrie: 
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woraus  soglei<;h 

cos^i  = ^r~^~? 

folgt.    Nuo  iist  aber  nach  dem  Vorhergehenden 

^  =  11=,^ 
Fl      Gl     Hl 

und 

Fl' ~  Gl' ~  Hl" 

also 

Jfi=^Z,,  Fx=^Z,  und  jr,'=^,Z,'.  F,=gMi'. 
Folglich  ist 

cos  Ai  -  HiHi'^iKi'  ^»^1  • 

Aber  bekanntlich 

Xi=yfXi*+i\'+Zi\ 

lind  folglich 

Äi»i ' = V(jr,-+  F|-  +  Zi«)(;r/-  +  yv«+z,'*) 

_  ■    ^  ^.^r(Fi^  +  Gi-  +  Hi-)(Fi'-+Gr  +  Hi'^) 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  moss,  jenachdem 
Zi  und  Zi  gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben,  d.  h.  jenach- 
dem die  beiden  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  aus  gezogenen 
geraden  Linien  auf  einer  und  derselben  -oder  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  Ebene  der  xy  liegen.  Also  ist  nach  dem  Obigen 
mit  derselben  Bedingung  wegen  des  Vorzeichens: 

35)    eo8Ai=iz  ~ 


//  rr '  \f^^^*  +  Gi'+at*HFi'*+Gi'*+üi") 

^1^1  M  Hl*  Hr.  ~^~ — ~ 


1T2 

Ist  nun  HiHi^  pojsttiv'»  d.  h-h^be»;  die  Grössen  H^  und  Hi 

fleiche  VorzeicheB>    so  ist  mit  derselbe^   Bedingung  wegen  des 
^orzeidhens  wie  vorher : 

'  '.      ' 

Ist  dagegen  HiH^'.  negativ^  d.  h.  haben  die  Grussen./Ti  und  Hi^ 
ungleiche  Vorzeichen ,  so  ist  mit  deriSelben  Bedingung  wegen  des 
Vorzeichens  wie  vorhei;: 

38)    cos^,=T  ^'^fy^r  G.G.' +J^.:__1 


Nach  dem  Obigen  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

__^ /22CosiVi,2 

39) 


RiCosNi,^^^ 


'••    I 


Äi«  cos iVx,i*      c""  ^'      Äi  cosiVi,/ 

V^enn  wir  nun  inrden  Ausdruck  ton  to^Ai  die  aus  dem  Obi- 
gen sich  ergebemden  ÄusdräekorVfiiii 

FiFi  -|-  Gl  Gl  •\- HiHi 

und  ; 

einfuhren  9  so  erhalten  wir  Folgendes. 
V^enn  die  Grössen  Hiy  Hi  ,   d.  L  . 

Ri *  cos  iVi,i »      ^  ^*      Äi  cos  iVi,i  ^ ' 

if?i«cosiVi,i*      c*^^      ÄiCosiV^n  ' 
oder,  was  Dasselbe  ist,  die  (firussen 

«1  -H-  ^       "^^    ^'^  (/?i cos iVi,i  —  /ZaCosiVi^), 


zi~23  — ^^a"    ^^(i?icesJVt,i-/^co3iyi,a)     '  ' 

'  'S,' 

gleiche  VoTzeidien  habeii»  Jbn  iisl  tiit;  derselt^ea  Bestimmung  wegen 
des  Vorzeichens  Vfl«  i[Wher  ; 
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40)    cfisAi^ 

•  > 

siiiiVi,i*4-^vj^  (coscfi— €oa2Vi^cosiVi,3)  V 

—  ,^(coscf2  — cos2fi,3CosiVi,i) 
R 

«    .  -.11  ..    ■       ■  . ■    .         ■■  .  ,  .an  I 

[8i»Ai,i»-2  ^-<cos««,  -cosiVn  co8iVi.a)  +  (§)^*™^i«'])  * 
fx[8inW„i»-2  ^  (co«tfB  -  cos  Ai,i  cos  iV,«)  +  (^)«•™^l.J*]l 

f   siniVi,i*+ ^.  iv^(co8a2  — cosiVi^aCosiVi,,)   \ 

R 

—  ^  (cos  a*  —  cos  iVi  ,3  cos  Ni,i ) 

R  1 

—  ^(cosaj  — cosiVi,iCosiVi^   / 

f (siniVi,!— g^sin  iVi,^)«  —  2  -^  (cos  aj  —  cos  (N[,i  —  iV^^)  ]  i  * 
[(8iiiiVi,i-^siniVi,3)« -  2^  (cosa3^co»(iVi„-iVi,3)) ]  l 

n  ^i>i ^  '^W^'W'  (cosai  -r cosiVi,2CosiVi,3) 

—  j^  (cos  «2  —  cos  iVi,3  cos  iVi,i) 

—  y-  (copcfa  — cosiVi^  CQsiVi,a)  ' '. 

[(siniVia  +  ^  siniVi^)«-  2  ^  (cos  «i  -  cos  (N^^^  +Ni,M 
oder 

41)   COSi^ips:  I 

I  ! 

IRi  *siniVi,|  *  +  Äg  A3  (cos cci  —  cosiV^^ cos  iVi,3)  \ 
— /?!  Äg  (f  aStt2-rC08iVi^C0siVi„)| 
^ -f-RiR^  (cos  ^8  —  cos  Ni  0  cos  iVj  ,2)  ^  * 

V{  /li»«m  lVi,|. « --2/e|^<cosc^3  '^cosNi,iCosN^+Bi'''^Ni^\ 
X|Äi«  siniVi',!»  — 2ÄiÄ3(cos«a-cosiVi,iCOsiVx,3)+Ä8'»iniVi,3>} 


=± 


174 

(  Ri  •  siniV^ji  *  +  Äa  J?3  (cos  ofj  — cobNi,^ cos 2^1,3) 

— /^As  (coso^ — cosiVi,3CosiVi,i) 
—  J?i  /?a  (cosog  —  cos  iVi,t  cos  iV^^) 


a/       { (Äi  siniVi,!  — /Z^smiVija)*— 2ÄijR2(cosa8— cos(iVi,i  — ^i>a))  J 
^  X{(Äi siniVx,!— Ä3siniVi,3)«-2ÄiÄ3(coscr3— cos(iVi^~iVi,3))} 

X 

Bi  ^sinJVi,!  *  +  jRa  A3  (cos  »i  —  cos  iVi,^ cos  Ni,^) 

—  HiR^  (cos  cf2  —  cos  iVjL,3  cos  iVi,i) 

—  RiR^  (cos  «3  —  cos  JVi  ,|  cos  JVi  ,a) 

^  X{(ÄisihiVi';i+Ä3sin^i,3)*-2ÄiÄ8 (cos«a— cos(iVi',i+iVi,s))} 
Wenn  dagegen  die  Grössen  Hi^Hi,  d.  i. 

Äi  *cos  iVi,i»       c»  V        Äi  cos  N^,^J  ' 

3^1—%  gl  i^,        Jg3COsiVi,3'>|. 

Bi»cosiVi,i*       c*  V.^'^ÄjCosiViH^' 
oder,  was  Dasselbe  ist,  die  Grossen 

H  -H ^i (Äi  cosiVj,!  -  ÄaCosiVi^a)» 

^-^-^^^^^(ÄiC09iVi,i-Ä3CosiVi-3) 

ungleiche  Vorzeichen  haben,    so  ist  mit  derselben  BestimmuBg 
wegen  des  Vor^eicheos  wie  vorher: 


42)  cos^] 


± 


RR  '  \ 

sin  Ni,i  ^  +  ^]^  (cos  Ui  —  cos  N^  ,a  cos  iVi.g) 

D  f 

.     —  ^  (cos  aa  —  cos  JVijs  cos  iVi,,)) 

—         -^-(coscTj  — cosiVi,!  cosiVi^a) 

\         ^n J 

[siniViyi*  —  2^(coscf8— cosiVi,iCosiVi,a)  +  V^^)  siniVi,a» 
R  ^R  "X* 

:[8lDiVi,l«-2^(C0Sßa~C<>^-^l.lC08iVi,3)  +|^j^J  «i»iVii8«] 


\ 
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sin  Ni,i '  +  ]fi^  •  D~  (cos  «1— cosiVi,a  cos  N^,^) 

D 

—  p-(C08ai— C08iV,,3C08iVi,i)] 

15 

•—         Tn-  (cos  »3— cos  iVi,i  cos  -ATj,^ 

_:|:_ : _ '— — , i 

*       [(siDiVi,i-gsiniV,^*-23^(cosa3-co8(iVi„  -iVi^))] 
X[(8iniV„i  -^8iniVi,3)*  -2^  (coscfa-cos(iVi,i  -  N^^))] 

R     R 

siniVi,i'  +j^  .  ^(coscfi— co8iVi^cosiVi,3) 

Äs 

—  W-(C08a2  — C08iVi,3C0sJVi,i) 

Ra 

[(siniVx,,  +^8iniVi,a)*-2^(cosa3-^Cos(iV„i  +iVi^)]i* 
X[(siniVj,i  +  ^siiiiVi,3)*-2^(cosaa-co8(iVi,i+iVi,3))]l 

oder 

43)    cos.4i  = 

Ri  *  8iniV|,i  ■  +  R2R9  (cos  «i  —  cosiVi^cosiV^^s) 


'  +  ÄaÄ3(cosai— cosiVi^co8iVi,3)  0 
— RiR^  (cos  «2 — cos Ni ,3  cos iVi,i)  > 
— RiR^icosa^ — co8iyj',iC08iVi,a)  1 


4/"    {Äi *siniVi,i »-2ÄiÄ2(costtä-co8iVi,iC08iVi^)+jB2*siniVi^«} 
^  X{Äi*sini^i,i*— 2/?iÄ3(co8aa-cosiVi,iCosiVi,3)+Ä3«8iniVi,3*} 

Äi*  sin  Ni,i '  +  /^x/^s  (cos  a^  — cosiVi^^^^^s  N^,^) 

— R^R^  (cos  «2  —  co8iVi,3  cos  Ni^i) 
~  Ri  R2  (cos  a^  — •  cos  Ni  ,1  cos  iVt  ,2) 


"4/      {(/?isiniVi,i-/easiDiVi,2)*— 2ÄiÄ2(cosa3~cos(iV„i-iVi,a))| 
^  X{(y?isiniVi,i-Ä3siniVi,3)^-2ÄiÄ3(iosa2-Cos(i\^i,i-iYi,3))} 

C   Ri*sinNi,i*  +  R^R^(cosa^  —  cosiVi,aCosiV,,3)  \ 
<  — JSi/23(cosa2 — cosiVi,3COsiVi,i)    > 

C •— 7?i /?a  (cos  «3 COS  il^i,i  COS  7^1,8)    ) 

4/      {(ÄlSiniVl,l+/^asin^l,,)'•--2/^l/^2(cosa8•-cos(^l,l+^l,J)}' 
▼  X{(Ä,siniVi,i+Äs8iniVi,3)'»-2ÄiÄ3(cosaa-cos(2Vi,i+iVi,8))} 
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Für  ^j=:90®,  also  cos^i=0,  isinacÜ  ^exa  Vorhergehenden : 

44)    |)=Äi«siniVi,i«  +  Ä2ß3(cosai~cosiV,^cos^i,3) 

—  j^Bzicoka^  —  cosNit^cosNiJi) 
— Ri  R2  (öos  «3 — cos  Ni  li  cos  1^1,2) 


oder 


]• 


45)     —  R2R3  cos  «x  +  üi/^3  cos  »2  +  ^lÄa  cos  «^ 

.       -     '       ^Ri*sinNi,i^-^:R^R^coBNi^co^Ni,3 

'    \  -t- RiRzcosNiyico$Ni,2 

•  +iftxÄ2CosiVi5xCoaiVi,a    * 

=        Äl*  — /?2Ä3COsiVi,2COSiVi,3 

»(  '  —^^osNi^iiRiCosNui—MLCosNi^^-^R^cosNi,,). 

ihj  Für  «x  =cr^=:a3=90o  wird  diese  Gleichung 

46)    ÄifaniVi,i«=— Äx/^aCosiVl,lC08iVl,2- 


'** 


oder    .  r     ;    :  . 


—  Äi#?3  cogiVia  cosiVi,3 

+  fiaÄ3COsiVi,j5COSiVi,a 


1 


47)    /?x«=     Ä2ß3CosiVi,aCosiVx,3 

/*  •      -ÄiC0siVi,i(ßxC0siVi,i--7^2C0SiVi,2  — ÄsCOiS^^^^^         " 

Besondere  Relationen  dieser  Art  wurden  sich  aus  dem  Obigen, 
noch  mehrere  ableiten  lassen,  .wobei  wir  jedoch  jetzt  nicht  länger 
verweilen  wollen. 

Entwickdt  man  *  ,.     ,  . 

sin -4i  *  ==:  1 -- cos  ^1  * , 

<  .  • 

so. erhält  maA  ^U ^Zähler  von  siu^ji  dic)  Grösae 

•    • »  Äi » ÄaMöini^^i,! "öiniVx,2*  — (cosa3  ~ cosiV^;!  cosiVi,^)« )  ' 
+  Äa""  ßi  '  t  «inJVi32*  «in  iVi,3  «  ^  (coe  «4  ^  cosJYi^  öos  iVi,3)'« ) 
+  Ä3^|Rl^t«iniVi,8^siniVl,l,«^(cQ$ßB^eosiVl,3Cos^^,^^«^ 

^r     siniVi,j*(cosai  — cosJVi,aCosiVi,3)      ^  -| 

L— (coi8a2-cosiVi,3CosiVi,j)(cbsa3--cosiVx,iCösiVi,a)J 

-  2ÄiÄ,ß3  Lß^r    s"nX^''(cos«^-cosiVi,sCosiV,;,)  -il 

]'        '-^— (c«>s«3— cosJ!^r,,ic6siVx^J(cos«i— cosi\r,^2CosiVi,8)J| 

;      [♦flar  ,»>9t^*ia''(,c.08«s~;cosiVi,iCosi\ri^     ,  -1 


I     I 


t  I 


<  »    .  »       •         i      .  w 


1    ^ 
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t:  *a*/?,*|cos  tfj  —  cos(iVi^  +^i,3>)l  tcos  «^  -^  cos  (iV^^  —  iVi,3) } 
-r  R^^Ri?  {co*.«(j|  -  cQS.(iVi,3  +^i,i))  tco«  fi^  -:  cos  (iVi,^  —  JV^^i) )     . 

^  f      coscTi — coscr^cosorg — cosiVi,aCosiVi,3  "!' 

*L— co8iVi,i(cosajCOsiVi,i— cosa^cosiVi^— cosct,cosiVi,3)J 

IR^R^rA^rT      C0Sfi^-CQS«3C0S3--c6*IVi,3C0SiV„i  -if 

j       '*L — cosiVj^(cosci^cosiYi,a-'Coscif3CosiVi,3— cofiaiC08iVi,^)Jj 

ijyJT   .€f0sn3-7C0saiC0sbra'— CosiVi,iC08iVi,2  "l' 

.    ^L—  cos  iVi,3(cosß3CosiVi',3— cosoTi cosiV^  ,i — CÖStt^COSiVi  ,a) J, 

Der  Nenner  von  BmAi^  ist  aber  das  Quadrat  des  obigen  Nenners 
Ton  eos^i,  welchen  wir  hier  nicht  weiter  entwickeln  wollen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  das  im  Obigen  betrachtete 
allgemeine  dreia^ge  Eliipsoid  in  eine  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebene Kugel  übersehe «  und  dass  daitn  die  Punkte  {'C^yiZ\)r 
.(<^2^2^)9(^3^3^)  auf  aer'auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der 
ae^'.  iiegendeQ  flaJbkugel  ein  sphärische^  Dreieck  bestimmen  j  in 
welchem  keine,  i^eite  und  keip  Winkel  180^  übersteigt.  Dann  siqd 
offenbar  fifuct^yor»  die  drei  Seiten  dieses  sphärischen  Dreiecks,  und 
es  Ist,  weil  jetzt  offenbar  der.  Punkt  (li%fi)  mit  dem  Punkte 
{^iViH)  zusamnienfallt,  augenscheinlich 

iVi,i  =ü,  iVi,2  ==  «3  ,  -^1  j8  =  «j. 

Legen  wir  nun,  was  im  vorliegenden  Falle  offenbar  verstattet  ist, 
die  Ebene  der  (xy)  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  durch 
die  Punkte  {x^y^i^voiA  {pc^yzHiy  so  ist  22=2^3  =  0,  und  nach 
dem  Obigen  ist  folglich 


S H    /i         N_   ZiC08  0f3 

Z|  cos  «2 


^1  =  -;^  — ^(1-C08a3)=       ^^ 


^//=^--i^.(l-eosc4)=: 


r^ 


Da  unter  der  gemachten  Voraussetzung  Zi  positiv  ist,  so  haben 
HxMa^Hi  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem  cos 02 
und  cosc^a   gleiche   oder   ungleiche  Vorzeichen  .haben,    d.  h.  je- 

If  lf*inf^r 

nachdem  die  Winkel  «2* «3  beide  ..gg^  als QiK'  sind,  oder  von  den- 
selben der  eine  kleiner  und  der  andere  grösser  als  90^  ist.  Neh- 
men wir  nun  die  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  oder  dem 
Mittelpunkte  der, Kugel  aus  mit  den.auf  .die  dem  Punkte  (oti^x^i) 
entsprechende  Normale  in  diesem  Punkte  ini  Obigen  errichteten 
Senkrechten  parallel  gezogenen  geraden  Linien  im  ersten  Falle 
auf  einer  und  derselben,  im  zweiten  Falle  dagegen  auf  en^egen- 

fesetzten  Seiten  der  tbene  der  {Ty)  an,  so  ist  der  im  Obigen 
urch  Ai  bezeichnete  Winkel,  wie  mittelst  einer  «einfachen  Be- 
teachtung sogleich  ^rb^llen  wird,  jederzeit  der  y,Qn  den  Seiten 
0^,1x3  des'  idphärischen  Dreiecks  eingeschlossene .  oder  der  Seite 
a^  desjäelben  gegeiiäberstebl^de  Winkel. .  Im  er^tjen  F^lle,  wo  Hi 
un$l  Hl  : Reiche  Vorzeichen  tial^eo;,'  inqs$  man  aber  unter  dieser. 

Theil  X.  12 
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Yoraussetzung  in  der  (üeichu^g  4p  ie^  obere ^ZißidMO^.Jtai  zweiten 
FaÜe,  wo  Ä  und  Hi'  ungleiche  Vorz,^chew  haben jj»u«»  man  da- 
gegen, unter  dieser  Votaussetzutig  In  der  Gleichung  43)  aas  untere 
Zeichen  n^men,  und  jerhält  daher  In  beiden  FäUen,  alBo in  v^Uiger 

Allgememheit, 

CO^'CCi  *-  cos  ttg  CO»  1^3 

cos^i=-  ^  .,  ;-^ — -    -    , 

y  sin  a^*  sin  a^^ 

Weil  nun  aber  keiner  der  befden  Winkel  «2  und  fj3  grösser  als  180^ 
ist,  also  sina2  und  sin 0(3  beide- positiv^  ^ind,  so  ist 

*  • 

\f  s,ijk€i^^siauz^==^8mce^9\n^, 
und-  folglich 


.  •  *    » 


.        cosai-^copoacosifc,  • 

4o)    cos  Ai  = " i = — : — — '  > 

.'       ■  • 

weiches  die  bekannte  Grundformel  der  sphärisdien  Trigonometrie 
ist,  aus  welcher  sich  diese  ganze  Wissenschaft  ableiten  tösstJ 

Weitere  Untersuchungen  über  diesen,  wie  es'  uns  scheint, 
nicht  uninteressanten  Gegenstand,  behalten'  wir  einer  anderen 
Gelegenheit  vor. 


Heber  eine  {geometrische  Alifjipalie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  xlnger 

in  Danzig. 


Leonhard  Euler  hat  in  den  Novis  Actis  der  Peters- 
burger Akademie,  Tora.  IX.  1795.  pag.  132  u.  f.,  ^ie  Auf- 
gabe behandelt: 

„Die  kleinste  Ellipse  zu  finden^   welche  einem 
gegebenenVierecke  umschrieben  w*erden  kann/' 

Er  fährt  die  Aufgabe  auf  die  Auflösung  einer  Gleiehung  vom  drihen 
Grade  zurück,  und  macht  dann  eine  Anwendung  aui  den  beson- 
dem  Fall,  in  weichem  das  Viereck  ein  Parallelogramm  ist.  Den 
noch  einfacheren  fiir  das  Rechteck  hat  et  bereits  in  den  A«t«n 


>i  1 
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&et9^lhBti  AkadeMle  filr  das  Jafir  1780,  im  2t6n  thfellci, 
gelobt,  Ais  ffim  die  Aufl56anf|r  d«r  aUgemeineti.  Aufgabe  noch  tlicbt  in 
gevifiD8chter  Einfachheit  g<^langen  'x^ar.  fti  einei^  auf  die  oMge  Ab- 
handlung unmittelbar  folgenden,  Nova  'Acta.1791  pag.  146 u. f., 
betrachtet  er  dieselbe  Aufgabe  ftir  das  Dreieck. 

Fiir  das  Parallelogramm  und  Dreierk  ergeben  sich  einige  merk- 
wiirdige  Eigenschaften  der  gesuchten  Ellipse.  Der  Zweclc  dieses 
Aufsatzes  ist,  zu  zeigen,  wie  dieselben  ganz  einfach  ohne  CaIcuU 
durch  geometrische  Betrachtungen  erhalten  werden,  und  auch  noch 
andere  auf  demselben  Wege  sich  leicht  erhalten  lassen,  dass  end- 
lich die  Projectionslehre  die  allgemeine  Aufgabe  auf  eine  andere 
vom  Kreise  zurückzuföhren  gestattet.  tJm  jedoch  alles  hieher  ge- 
hurige beisammen  zu  haben,  werde  ich  die  Euler'sche  Auflösung 
voratmchldren  und  darauf  einö  Betrachtimg  fSibtf  die  Wurzeln  der 
cubischen  Gleichung,  auf  welche  sicl^  das  Problem  reducirt,  folgen 
lassen.  * 

Es  seien  (Taf.lV.Fig.  l)  A,  B,  C,D  die  vier  Punkte,  durch  wel- 
che die  Ellipse  gehen  soll.  Eni  et  verlängert  die  Seiten  AB ,  CD, 
nimmt  den  Durchschnittspünkt-  O  derselben  zum  Anfangspunkte 
schiefwinkliger  Coordinaten,  die  Gerade  ABO  zur  Abscissen-Axe 
und  CDO..ZUT  Ordinaten-Axe  an,  so  dass  die  ^'s  der  Seite  CO 
parallel  werden.  Der  Coordinaten-Winkel  AOC  wird  durch  tio  be- 
zeichnet und  OA=:a,OB=^b,OC=c ^OD^d  gesetzt,  woraus 
sich  ergiebt : 

AB=b-Uy 

CD^d-^c, 

AC^=a^  +  c^  —  2acCos(a, 
AD^—a^+d^--  2ad  Cos  w , 
ÄCat=  *a  +  c«_2Ac  Cos  ö , 
BD^=b^  +  (P^  ibd  Cos  w. 

D^  durdl.dSe  Punkte  A,  B,  C,  D  eine  Ellipse  gehen  soll,  so 
f^'ird  dieselbe  durch  die  Gleichung 

car^+2^:r^+yy2_|,2^a:+2fi^  +  f=0.  .......    (1) 

ausgedruckt,  in  welcher  zunächst  die  Gnissen  ot  und  y  dasselbe 
Zeichen  haben  müssen,  ausserdem  aber  das  Product  derselben 
«y  grösser  sein  muss  als  jS^,  weil  av  «gleich  (3^  und  07  kleiner 
afi»  ß^,  resp.  eine  Parabel  und  Hyperbel  gebön  würden.  Die  Be- 
zeichnung aer  Coefficienten  ist  hier  von  der  bei  E  u  i  e  r  verschieden» 
und. auch  im  Folgenden  so  beibehalten,  wodurch  natürlich  im  W^e- 
sentlichen  nichts  geändert,  vielleicht  aber  der  Uelerblick  etwas 
erleichtert  wird.  ' 

Um  nun  diese  Gleichnnsr.  dem  vorliegenden  Falle  entsprechend 
einzurichten,  setze  man  ^=0,  wodurch  dieselbe  in 

dbergeht,  welche  also  die  beiden  Punkte  A  und  B  ergeben  muss» 

12- 
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in*  welchen  .die  ^bs^isee^-^Axe  von  d^r  f^rxivme^  Linie  geschnitten 
wird ;.' dafür  jenen  a;^a^  mr  diesen  ar=:6  ist«  sa  nrüssen,/!!  tmd  6 
die  Wurzeln  dieser  Gleicliung  sein.    Setzen  yfir  demnach 

so  wird 

a=m,o^= ; — 5 — —  fi=nio^O'  .  . 

Setzt  man  ferner  x=::0,  so  entsteht  die  Gleichung. 

deren  Wurzeln  c  und  d  sein  müssen^  weshalb  matt  haben  wird  . 

yy2  +  %  +  t=  w  (y— c)  (y — £f) , 
wo  . 

,n(c+d)   .  ,         . 

*  '  • 

Da  aber  auch  ^=mab,  so  müssen .  die  Grossen  m  :ond  n  so  ge*. 
wählt  werden  y  dass  'S-. 

mab=^ncd 

werde,  welches  durch  die  Annahme 

m=cd  und  n=a6 
geschieht.  ^  •  ;  '  " 

Die  Gleichung  (1)  wird  demnach  einer  durch  die  vier  gege- 
benen Punkte  gehenden  Ellipse  entsprechen^  wenn  man  setzt : 

so  dass^  ausser  ß,  alle  übrigen  Coefiicienten  der  GleiehuDg^  (ij 
bestimmt  sind.  Auf  diese  Weise  bleibt  also  ß  unbestimmt ,  und 
es  entstehen  unzählig  viele  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  ge- 
hende Ellipsen 3  wenn  ß  beliebig,  doch  so  angenommen  wird,  dass 
/3^<ay  werde.  .  ^ 

Wir  wollen  nun  die  Ordinate  XY  suchen  (Taf.  IV.  Fig.  2). 
Es  ist  aber  klar,  dass  im  Allgemeinen  jeder  Abscisse  zwei  Ordi- 
naten  XY  und  XY'  entsprechen  ihüssen,  welche  die  Wurzehi 
unserer  allgemeinen  Gleichung  sind.  Die  >  Auflösung  derselben 
ergiebt :  ;       • 

I  t 

y 

Da, die  Punkte  A^ und  F  in  der  durch  die  Punkte  A^B^CD 
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fehenden  Ellipse  liegen ,  so  wird  das  Intervall  FP  zfdschen'  der 
illipse enthärten  sein;  man  wird  al80  haben,  da  Vy-^XY^-^XY 
ist,  .     '     t 

Wenn  der  Ordinate  XYY*  unendlich  nahe  eine  andere  xnif  ge- 
zogen wird,  welche  von  derselben  um  das  Intervall  xv  anstent, 
so  wird,  da  Xx=^dx  ist, 

'         •  f 

xv^Sinto.dx 

•■  .    '   '  ' 

sein ,  und  es  ergiebt  sich  das  Element  des  Inhalts  der  Ellipse 

a*.  rF'=?^^i^^  V  {(/Sa;  +  £)» -  «r*"-2y«a: -  yfl 

ein  Differenzial,  dessen  Integral  auf  die  ganze  Ellipse  ausgedehnt, 
den  Inhalt  derselben  ergiebt.  För  diesen  findet  Euler  folgenden 
Ausdruck :  • 

von  welchem  er  sagt: 

„haec  expressio  ideo  maxime  est  notatu  digna ,  quod  ejus 
,  ope  omniuni  ellipsium  areae  totae  satis  expedite  assignari. 
possunt  ex  sola  aequatione  ioter  coordinatas,  sive  eae  sint 
rectangulae  sive  obliquangulae". 

Da  nun  auf  diese  Weise  der  Inhalt  aller  Ellipsen ,  welche  durch 
vier  gegebene  Punkte  gehen,  ausgedrückt  ist,  so  wird  ß  so  zu  l)e- 
stinimen  sein,  dass  jener  Ausdruck  ein  Minimum  werde.  Diffe- 
renziirt  man  denselben  jn  Beziehung  auf  ß  und  setzt  den  Üiflfe- 
renzialquotienten  deich  Null,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von 
ß  die  ielgende  cubische  Gleichung :  '  '  ''' 

f:/53— 45£]S2+(3y«2  +  3ttf«— ay9/5— 2ayÄf=0  •  .  .  •    (2) 

wodurch  die  Aufgabe  gelost  ist.     Eni  er  bemerkt  noch  folgendes: 

'  „Ecce  ergo  tota  solutio  problematis  propositi  perducta  est 
ad  resolutionem  aequfttionls  cubicae ,  quae  cum  semper 
habeat  radicem  realem,  certum  est,  quomodocunque  quatuor 
pi^ctar.fuerint  disposita,  /$emper  unam  ellipsin  assignf^r^-. 
posse  per  quatuor  illa  puncta  transeuntem,  cujus  .ar|ea 
omnium  sit  minima,  pro  qua  aequatio  inter  coordinatas 
^  et  ^  exhiberi  potent,  k\  modo  loco  B*)  radix  ex  illa 
aequatione  cubica  oriunda  substituatur.  Quodsi  forte  eveniat 
ut  aequatio  illa  cubica  tres  ad  mittat  radices  reales,  totidem 
quoque  solutiones  locum  habebunt,  quarum  autem  indolem 
aliis  perscrutandam  relinquo'^ 


*)  Bei  Euler  hat  B  die  Bedeutung  unseres  ß. 


Wi 

-   Für  d^n  Fair,  da«&  ö=0  und  c~Q  wd,  ck»  Viereck  Bioh 
alse.  in  ein  Dreieck  verwandelt,  ist  die  obi^e  cubisdie  ttleichvng- 
nicht  anwendbar,  weil  ausser  ß  auch  a  und  y  unbestimmt  bleibe** i 
Der  Ausdruck  ^r  den  lohalt  der  Ellipse  wird  dann 

WO  a,  ß,  y  so  zu  bestimmen  sind,   dass  derselbe  ein  Mmimum 


werde.    Euler  setzt  hier  — =  Cos  qp*.  wodurch  sich  der  Ausdruck 

uy 

ßir  den  Inhalt. 

,    c.-*      { €cb^ +  yd^- '2b fl Co»  (pV^y) 

^^*"'«j 'Siny^vay     j' 

o^er,  wenn  zur  Wegachaffu.ng  der  Irrationalität 


y  =z  am^ 


^  angenommen  wird. 


\ 


,b^^d^  m« — 26dm  Cos  q> 

ergebt,  und  die  Aufsähe  reducirt  sich  darauf,  die  Grösse  r/i  und 
den  Winkel  q>  so  zu  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  ein  Minimum 
werde.  Sieht  man  den  Winkel  9  als  bereits  gefunden  an,  so 
k^mmt  es  nur  darauf  an,  deq  Aufdruck 

zu  einem  Minimum  zu  machen.    Die  I^ifereiKuatiei)  glebt  : 

b 

also  , 

utid  man  kann,  da  es  sich  nur  un)  das  Verh&ltpiss  Tt)n  a  zu  /? 
und  y  handelt, 

flf^d*iind7=36' 

aqnqbi^ieri. 

Substituirt  man  diese  Werthq'  in  den  A^i^dri^cl^  de^'  Inhalts, 
so  wird  derselbe  ^ 


'  i.     » 

.3 

.'1      . 

•        «  •  »  I  r|  1* 
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Setzt  man  hier  Tang  lip^^^t,  so  wird 

und  die  Differenziation  ergiebt 

also  g?=60®,  woran»  man   für  den  Inhalt  4er  dem  Dreiecke  um- 
scfnriebenen  kleinsten  Ellipse 

inbd  Sin  0 
3V3 

erhält.    Der  Inhalt  dieser  Ellipse  verhält  sich  also  immer  zu  dem 
Inhalte  des  gegebenen  Dreiecks  wie  47c:3v^3. 

Die'  fiieSchung  der  gesuchten  Ellti>se  ergiebt  sich  auf  folgende 
Weise.  Da  angenommen  wurde  a=:rf*undy=6-,  so  wird /J=t=  J  W« 
und  durch  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man 

* 

also 

d  (6—^)  ±  d  V(6— :r)(A  +  3ä) 

y=— — — 26 * 

Aus  dieser  Gleichuns^  geht  hervor,  dass  die  Abscisse  a:  niemals 
grosser  werden  kann  als  b,  und  die  negativen  Abscissen  nicht 
die  Grenze  |6  überschreiten  können. 

Verlängert  man  (Taf.  IV.  Fig.  3)  diß  Seite  OB  des  gegebenen 
Dreiecks  OBl>  über  O  hinaus,  und  macht  OiL'=i6,  so  wird  die 
Ordinate  EF=ld,  ilie  beiden  Werthe  von  y  M\en  \n  EF  m- 
sammen,  und  diese  Linie  berührt  die  Ellipse  im  Punkte  F.  Wenn 
nun. die  Gerade  BF  gezogen  wiird^  welche  "die  Seite  OD  in  G 
schneidet,  so  ist,  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiedce  QBOnnA^ 
EBF, 

BE:EF=BO:OG,  v       . 

also   OG^id=iOD,   so  dass  die  Gerade  ÄGF  die  Seite  OD 
li«ilJ^t-    Da  ferner.  0£  der  dritte  TheHvon  OB,  so  ist  ähch'FCi^' 
der   dritte  Theil   von   BG,  wodurch  der  Puhkt  F  sehr  leicht  be-». 
stimmt  wird. 

Für  a:=b  fallen,  ^9.  die  6rBs$^  ^nter  dem  Wurzelzeichen 
verschwindet,  die  beiden  Werthe  von  ;/  in  einen  zusammen ^ 
welcher  gleich  Null  sein^  wj-rd  ,4-  ^- »  zieht  man  durch  B  eine  un- 
endlich kleine  Gerade  der  OD  parallel,  so  wird  dieselbe  die  El>- 
lipse  in  B  berühren ,  und  deshalb  wird  BF  ein  Durchmesser  der- 
selben sein,  in  dessen  Mitte  S  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  fallen 
muss.  Da  nun  FG=lBG,  so  föilt  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
in  Sy  wenn  man  ÄS  =|i?6r  oder  GiS=JßG  macht;  dieser  Durch- 
messer wird  alle  der  Seite  OD  parallele  Ordinaten  halbiren.     Da 


im 

ferner  die  drei  Punkte  B^'.Oa  -D  unter  sich  verwechselt .  werden 
können  5  so  müssen  sich  auch  die  Linien  OK  und  DH^  welche 
resp.  die  Seiten  BD  und  ^Olhajbiren,  im.  Punkte'  iS  schneiden. 
Es  ist  aber  bekannt^  dass  auf  diese  Weise  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  bestimmt  wird,  so  dass  wir  folgende  merkwürdige  Eigen- 
schaft erhalten:  '  ■,,....; 

„Der  Mittelpunkt  der  kleinsten  Ellipse,  welche 
einem  gegebenen  Dreiecke  umschrieben  werden 
kann,  ist  der  Schwerpunkt  desselben*'. 

:WeuU',das..Preieck  gleichs,eltig»  also  b=zd  und  fi9=r=6ü^,  so 
wird  die  Gleichung  für  die  demselben  umschriebeac  kleinste  Ellipse 

und  der  Inhalt  dieser  kleinsten  Ellipse ,  weiche  sich  in  einen  Kr  eis 
v.firwandelt,  ,     .    .  ,       , 

inb^.  \  , ;;;  .  : 

;  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  das  Viereck  eiii 'Pa- 
rallelogramm ist.  Hier  nehmen  wir  die  DiagonaleD  zu  Cooffdina- 
ten-Axen,  und  den  Durchscfanittspunkt  derselben  zum  Anfangspunkte,: 
welche  Wahl  sich  auch  später  als  zweckmässiger  für  die  allge- 
meine Aufgabe  herausstellen' wird. 

Es  sei  (Taf  IV.  F^ig.  4)  ABCD  das  gegebene  Parallelogramm. 
Man  ziehe  die  Diagonalen  ADyBC,  welche  sich  in  O  schneiden. 
Bezeichnet  man  AO  durch  +  a  und  OC  durch  +  6,  so  ist  ÜD=: — a 
und  O.B= — b.  ^Nehmen  wir  nun  die  allgemeine  Gleichung  der 
gesuchten  Ellipse  (J)  wieder  vor,  so  wird  für  y=0 


<       c 


welche  Gleicbung  die.  be^eu  Wurzeln  .ar^=  4- ^  unda7:r^t-a  haben 
muss.    Setz£ ji^B  also.  ,    .     ,  .    ,. 

so  ergiebt  siih 

a=m,d=0,f=  —  mo*. 

Für  «=0  wird 

welche  Gleichung  die  beiden  Wurzeln  yz^-i^b  und  y=— 6  ba^n' 
mussL.  •      ,  •   -i  • 

Setzt  man 
so  wird  ,..,.-/ 

und  da  '  '     >  ^ 

fiia«=:»i*  •' 


sein  muss»  so  wird  mail  setzen  kunnen 
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1 

Die  allffemeln^  Gleichung  ffir  eine  dem  Parallelogramme  nm* 
sdbriebeoe  J^Uipee  wird  also  folgende  sein: 

Benutzen  wir  nnn  die  obige  Gleichung  (ß),  so  entsteht 

deren  Wurzeln  0,  +  a6  und  —  ii^sind,  wo  nur  die  erste  in  Betracht 
kommen  kann,  da  die  Bedingung 

ß'<«Y     ■'. 

erfüllt  werden  muss.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich  aber, 
da§s  die  Gleichung,  (2)  in  diesem  Falle  aufhört  vom  dritten  Grade 
zu  sein  und  sich  m  de^r  That  in  eine  vom  ersten  Grade  verwan- 
delt. Sie  ist  nämlicl^  entstanden  durch  Diflf^renziation  des  allge-^ 
meii^en  Ausdrucks  für  den  Inhalt  der  Ellipse  in  «Beziehung  amf  ^y 
welche  sich  wegen  d=0  und  «=0  auf 

^""',  aH\     '  ;  ' 

nTSva  CO. 


V  {a'b^'-ß'') 


reducirt.    Die  Differenziation  giebt  für  den  Differenzialquotienten 
dieser  Function  in  Beziehung  auf  ß 

jrSin0.^^,^,_^,^,-O, 
also  nur 

Die  beiden»  andern  Wurzeln  +ab    und   — ab  scheiden   also  von 
seihst  aus.  , 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  wird  sieh  auch  noch  im  Folgenden 
Gelegenheit  bieten. 

Die  Gleichung  iur  die  gesuchte  Ellipse  ist  demnach 

» <j 
und  der  Inhalt  dieser  Ellipse 


nSinG). ab.  '        * 

Der  Inhalt  der  Ellipse  verhält  sich  also  zu  dem  Inhalte  des  Pa- 
rallelogrammes  wie  7c:2. 

Man  sieht  ferner,  dass  der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  in  den 
Durchschnittspunkt  O  der  beiden  Diagonalen  des  Parallelogramms 
fallt,  welche  als  conjugirte  Durchmesser  erscheinen,  die  sich  unter 
dem  Winkel  o  schneiden.  Daraus  folgt,  dass  die  Tangenten  in 
den  Punkten  A  und  D  dem  Durchmesser  BC,  -und  die  Tangenten 
in  B  und  C  dem  Durchmesser  AD  parallel  sein  werden,  woraus 
die  Constraction  der.  EUipite  sich  leici^t  ergiebt.'  yf^ettn  der  Winkel 
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c^  ein  Rechtet  ist^  so  vcfrwaiidelt  sieb  das  Paraflelo^raiiim  iii  «inen 
Rhombus»  dessen  Diagonalen  die  Haupt- A±en  unserer  EllipsfesiÄd; 
Für  a  =  b  wird  das  Parallelogramm  ein  Recbteck ,  und  man^  er- 
bäit,  wenn  f  und  ff  die  balben  Haupt^Axeh  der  gesuchten  Ellipse 
sind, 

/=;aCo8i(aV2,  - 

^=aSinioV2, 
nxkraus'  die  bekannte  Eigenschaft 

/^==;Ä*Sin(o 
hervorgeht  .  ,     .    , 

Wir  kommen'  fetat  zu  der  Betrachtung  der  Wurzeln  der  voii 
Etfler  aufgeBteltten  Gleichung  (2).  Ich  werde  iseigen,  dass  diesie 
cublsche  Gleichung,  auf  welche  das  Problem  führt,  im,  Ällgemeitieti 
iniiiBief  drei  mögliche  und  zwar  positive  Wurzeln  hat,  und  da^s 
diejenige,  welche  hier  aliein  in  Betracht  kommt,  stets  die  kteinsti^ 
von  allen  ist,  während  die  beiden  andern  Wurzeln  sich  auf  Kegel- 
schnitte, die  nicht  Ellipsen  sind»  beziehen. 

Zu  diesem  Ende  setze  ich 

und  trahsformire  dit^  Gleichung  (2);  welche  durch  Substitution  der 
Werthe  von  a,  y,  ö,  s,  J  folgende  wird  : 

+ j ^ p 2 -^=0...  (3) 

in  nachstehende  : 

z^ -^a^qz^  +  {:i(p^  +  q^)^i]2^ipq=:a .  .  .  .  .  .  .     (4) 

wo 

-_  £dL*     —  ^  +  ^  ' 

P-  \'ab  '^-  V^- 
Das  allgemeine  Criterium,  dass  die  cubische  Gleichung 

drei  mögliche  Wurzeln  habe,  ist  bekanntlidi'r 

Wiclclie.^  $ich  fnrunserp  Qlekhung  in  .     '  * 

,;  ;i:i'9(/?T+7')*'-2*(pHv')+»o.i,Si»v-3i(/>'^.+;(/«)+4r  ., 


IST 

4 

\ 

verwandelt.  Da  nun  sowohl  p  als  ^  grosser  als  2  sind,  so  wird 
man  haben 

wo  f= -T—  nn^  lieg  ■■  ■■  V     positive  Grössen  sind;  die  obige* 

Bedingung  wird  demnach  erf&llt,  wenn  der  Ausdruck: 

i(fi+u^)  +  9(V+u^)+9tuit+u)^'^itu-tu^-fhi--32fiu^ 
positiv  ist.    Derselbe  kann  aber  wie  folgt  geschrieben  werden:* 

woraus  beTvori^eht,  ilass  diese  Grösse  in  der  That  st«ts  positiv 
ist,  also:  die  Gtelchung  (4),  und  daher  auch  die  Gleichung  )(3)  oder 
(2),  imm«r  drei  mßgliclie  Winkeln. hat.  Da  ferner  der  (Joeflicient 
von  2  ifn  der  Gleiehimg  (4)  offenbar  positiv  ist,,  so  srnd.  nach  dem 
D e  sc artes' sehen  Satze  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  kngleioh 
alle  positiv. 

Die  Bedingung  jJ*  <  «y  fordert^,    dass  ^  <  2  sei.      Da  in  der 

nämlich 
eine 

iniDier  grösser  als  16  ist,  so  können  zwischen .  diesen  Grenzen 
nicht  alle  drei  Wurzeln  enthalten  seiVi ,  sondern  nur  eine  und  zwar 
die  kleinste  von  allen,  wodurch  die  obige  Behauptung,  dass  die- 
jenige Wurzel;  welche  für  die  Aufgabe  allein  in  Betracht  kommt, 
die  Kleinste  der  drei  Wurzeln  ist,  sich  bestätigt. 

Nicolaus  Fuss  hat  in  den  Novis  Actis  dj^fPetefsbjurger 
Akademie  Tora  XI.  1798.  eine  AbhaRdlung  *)  veröffentlicht,  in  wel- 
cher er  die  von  Euler  gegebene  cubische  Gleichung  in  Beziehung  auf 
ihre  Vfurmki  ui)tersu<ät,  und  auf  eifiem  v^in  dem  bi^r  eingeschlai' 
geoen  sehr  versdbiedeiian  Wege  ebenOills  fiod^t,  dass  di^^elbe  immen 
dcei  reelle  \Vurzeln.  hat,  von  denen  eine  dem .  vorliegenden  Pro^ 
bleme  entspricht,  die  andern  beiden  aber  sich  auf  Hyperbeln  be- 
ziehen. Um  das  Erscheinen  derselben  zu  erklären,  betrachtet  er 
die  in  Rede  stehende  Aufgabe  als  einen  besondern  Fall  dieser 
allgemeinen: 


wo  jedoch   die  Parabel   weg<^n  ihrer  unendftch  grossen  Axe   aus- 
geschlossen ist.  '     '  '  


*)  ,,DilucidatlQae8    tuiver   probleiuate   geometriro   de   elllpsi  minima 
per  data  quatuor  puncta  diicenda. '^ 


im 


•  1 1 1 ,  j  I  <  ^  ,j 


Amvendung    der   F^rojectiönslehre    auf  die    Aufgabe: 

,ypie  kleinste  Ellipse  z^u  finden,  n^elche  einem 

gegebenen  Yierecke  umschrieben  werden 

l^ann-" 

Au  f  g  ab  e.  - 

Zwei  einander  schxneidend^  S.ßfanen:  eines  Kreises 
sind  mit  ihren  Segmenten'  gegeben,  man  sucht  den 
Winkel,  unter'  weTchera  diese  Linien  jsi'ch  schneiden 
mfissen,  damit  der  Inhalt  des- durch  ilire  Endpunkte 
gehenden  Kreises  in  Beziehung  sint  deo  Inhalt  des 
Vierecks,  weiches  durch  Verbindung .  dieser  Punkte 
entsteht,  ein  Kleinstes  werde. 

•  •    • 

Auflösung. 

«  « 

Wir  bezeichnen  die  Segmente  der  einen  Seline  durch  aimdß, 
die  der  andern  durch  v  und  8,  wo  im  Allgemeinen  ac'^  ß  und  y>  6 
sein  mag,  den  gesucnten  Winkel  durch  9,  'den-  Inhalt  des  ent- 
sprechenden Kreiseis  uiid  Vierecks  resp.  durch  JT  und  J,  dann  ist' 

und  -  .       .      '  ,  ' 


.2 


J    •    K _^a-^ß)^^if^)^-'2(a-'ß){y^S)Cak^  +  AaßShk<p 
-       J-~^  ,    2(a+ß)iy+S)S\üg>^  ^ 

welcher  Ausdruck  ein  Kleinstes  werden  soMi^     DIfferenziirt   mani 
denselben  in*  Besieh^g  auf  9  und   setzt  den-  erstenf  Dillerenztal- 
qtiotienten  gleich  NaII,    so  ergiebt  sich   der  gesuchte  Wiiikel  aus 
folgender  Gleichung: 

(I)  .  .  .  .      Cosec  y«{  Cos  y » -i-  ^*~^Jg  ~  ^  Cosy" 

• -Hiß *^'^'P+ W~~ 

oder  wenn  man  den  Factor  Cosec  tp^  weglässt,-  aus  dieser : 

(II)....'..  cosy'+^HzMr^co«^« 

-: 4aß- C«S9>+       .2«|J        -''• 

Im  Allgemeinen  kann  man  zwar  mit  diesem  Factor  die  Gleichung 
dividiren,  allein  in  besondem  Fällen  wird  man  durch  Berflcksich- 
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tigong  desselben  diejenige»  Wurzeln«  welche  fii<:lit  znm  PfoUeme 
gehören  9  sogleich  entfernen  können. 

Als  specielle  Fälle  betrachten  wir  folgende: 

Setzt  man  «=/  und  ß=ö,  in  welchem  Falle  das  Viereck  ein 
.Trapez  wird,  dessen  nicht  parallele  Seiten  einander  gleich  sin^ 
so  entsteht:  i .  , 

Cosec9*iCosg)^  +  ^-^Cosy« ^^ — 2^^     *^''^^+SsJ^'^ 

=Cosecg)4{Cos92+  (^^  ^  l)  Cos^-  ^5^*)  (1-Co8g>)=0, 

also  bleibt,  da  der  Factor  1  —  Cos 9  sich  ge^en  denselben  Factor 
in  Sin^?^  weghebt,  nur  die  quadratische  Gleichung 

C08 9.H  (^^-1) Co«?- -^^=0. 
und  man  erhält 


Cos  9.=^ ^ -r  » 

WO  aber  nur  der  erste  Werth  in  Betracht  kommen  kann,  da  der 
andere  Cos9>-— 1,  also  für  9  eiuen  unrouglichen  Werth  giebt. 

Setzt  man  ferner  y=f\,  d.  h.  ist  das  Viereck  ein  $ol€hes9  in 
welchem  eine  von  beiden  Diagonalen  durch  die  andere  halbirt  wird, 
%o  hat  man 

Cosecy«  {Cosy^~^^""~^]^^'^^Cosy}=0,  *        ' 

also  nur  Cos  9=0,  d.  h.  9  =  90^,  da  die  andern  beiden  Wijtzeln 

.    Cosg>=±V|l  +  r— ^}» 

.  *  • 

also  fiSr  9  unmögliches  geben.  ' 

Wenn  «=/^  und  v=d,  also,  da  aß=zyi  gein  muss,  das  Vier« 
eck  ein  Rechteck  wird,  so  ,^ndet  sich 

Cosec  9*  *  (Cos  9>^  —  Cos  9)  =  0, 

•  >  * 

also  ist  die  einzige  Wurzel  •  '". 

Cos 9=0  und  daheit  9^90«, 

•  •  •  •  • 

r 

welches  mit  dem  bekannten  Satze ,  dass  das  Qiäadrat  unter  allen 
einem  segebenen  Kreise  eingeschi'i ebenen  Vierecken  den  grössten 
Inhalt  hat,  übereinstimmt.         • 

• » »  z  .  •  »    •     • 

Setzt  man  (x=:y  =  0  und  j?  ~  d,    in  welchem.  F^^  sjqh.4l^. 
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Viereck  in  elti  gletchsdbenkligeB  Dreieck  vmvaiklelt,  ^o  ergiebt 
sieb  nur  die  eine  Wurzel 

(Jos  9  =^  i  9 

«tlsa  9=60^,  ivelcbes  den  Satz  entbält,  däss  unter  allen  einem 
Kreise  einsesebriebenen  Dreiecken  das  gleichseitige  den  grCss- 
ten  Inbaltliat 

Wir  wollen  jetzt .  die  GleicfauDg  (II)   in    Beziehung  auf  ihre 
Wurzeln  uotersucncD. 

'^Sotzt  mau  Cos9)=0,  so  ist  der  Wertb  deä  links  vom  Gleich-" 
heiiszeichen  stehenden  Ausdrucks 

\    '  '       ' 

also  positiv,  wenn  a—ß  und  y  —  S  gleiche  Zeichen  haben»  ne- 
gativ, wenn  eine  von  beiden  Grossen  +  und  die  andere  —  ist; 
setzt  man  C6Bq>=+l,  so  wird  derselbe 


/ 
2 


»1  («-/?) -(y-d)l 

also  negativ.  * 

Für  Cos9=--l  gebt  jener  Ausdruck  in 

über,  ist  dso  positiv,  Air  Co89>=-|-<io  wird  diereelbe 

+x,   also  positiv 

und  ffir  Cos  9  =  —  oc  wird  er 

—  00,   also  negativ, 

weishalti  eine  Wurzel  zwischen  4~  1  und  ~  1  ü^gt;  eine  zweite 
Wurzel  liegt  zwischen  H-lu^d  -f-oo  und  eine  dritte  zwischen  — t 
und  — 00/  Diese  beiden  Wurzeln  geben  abeif  Cosy^+l,  also 
für  9)  einen  unmöglichen  Winkel  und  gehören  daher  nicht  zum 
Probleme  9  so  dass  nur  die  eine,  zwischen  -f  1  und  -rrl  li^gi^nd^, 
für  unsere  Aufgabe  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  ist  4-  wenn  u—ß 
uft^  y-^(9  gleiche,  und  —  tvenn  sie  ungleiche  Zeichen  hiibäb.  In 
jenem  Falle  erscheint  der  spitze,  in  diesem  Aein  sturtpfifet  Neben<- 
winkel. 

Wenn  man  in  dem  gegebenen  Vierecke  ABCD  (Taf.  IV.  Fig.  5.) 
die  beiden  einander  innerhalb  desselben  in  O  schneidenden  Diago- 
nalen AC  und  BD  zieht  und  die  Abschnitte  AO^zzay'  OC=6, 
BOz=zc,  OD^d  setzt,  wo  im  Allgemeinen  immer  a^b,  c^d 
anzunehmen  ist,  so  kann  man  alle  Ellipsen ,  welche  diesem  Vier- 
ecke umschrieben  sind,  als  Projectibnen  des  Kreises  K,»  un^i,  4^^ 
gegebene  Viereck  als  Prorjection  des  entsprechenden  Kreisvier^ks; 
J  Betrachten,  wobei  zugleich  a  als  Projection  von  «»Aals  Projec^-. 
tion  von  /?,  c  als  Projection  von  y  und  d  als  Projection  von  i  er- 
scheint» so  dass 
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assttf 


b 
a 


Afbc 


gesetzt  Werden  darf. 

Bezeiehaet  man  den  Inhalt  des  gegebenen  Vierecks  AB  CD 
durch  i  und  den  Inhalt  einer  Ihm  umschriebenen  Ellipse  durch  i£; 
so  ist  offenbar 

K     E 

also 5    wenn  man  den  Winkel,   unter  welchem  die  Diagonalen  des 
gegebenen  Vierecks  einander  schneiden,  durch  (o  bezeichnet, 

II       . 

/Ha 


8 


D 

•8 


I 


§-,'^ 


I 

10 


§-11.1 

I 

KP 
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s. 

4- 
&  I 
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I       ..     » 


•         •  * 
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WO  9  den  Winkel  bedeutet,  welchiHi  die  beiden  Diagonalen  des- 
jenigen Kreisviereck»  eioschliessen ,  von  welchem  das  gegebene 
Viereck  die  orthographische  ProjectioD  ist. 

'    Wenn  nun 

Ax^  +  2Bx^  +  C^2.+  2Z>^ + 2Ey  +  F=0 

die  Gleichung  einer  dem  gegebenen  Vierecke  umschriebenen  Ellipse 
ist,  der  Anfangspunkt  der  ^  schiefwinkligen  Coordinaten  in  dem 
Durchschnittspunkte  O  der  Diagonalen  liegt , '  und  4lle  Aj^en  des 
selyiefwinkligep  CoQrdinatensysteiBs'ln,!diese''Diftgoiiatleu  'fallen,  wo- 
bei ;iugieich  die  Richtungen  a  und  c  als  positiv,  die:  von  A  tuftd  d 
als  negativ  anzunehmen  sind,  so  ergiebt  sich 

A=cdy  C=ab,  />=— icrl(ar— 6),  iB=-ia6(c— d), 

während  B  unbestimmt  bleibt. 

Die  Gleichung  des  Kreises  K  auf  schiefwinklige  Coordinaten 
bezogen ,  deren  Anfangspunkt  der  Durchschnitts punkt  der  Diagona- 
len des  Kreisvierecks  ist,  und  deren  Axen  in  diese  Diagonalen 
fallen,  ist 

(5~5^)*  +  (i?-Ä)H2(5-^)(i?-A)Cos9)=r«, 

wo  g  und  h  resp.  die  Abscisse  und  Ordinate  des  Mittelpunkts  des 
Kreises,  r  seinen  Radius  bedei^itet  und  q>  seine  obige  Bedeutung 
behält.  Bezeichnet  man  ferner  die  Winkel,  welche  die  Diagona- 
len des  Kreisvierecks  mit  der  Projections-Ebene  bilden ,  in  welcher 
das  gegebene  Viereck  liegt,  ourcn  <&  und  A,  und  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  der  dem  gegebenen  Vierecke  umschriebenen 
Ellipse  durch  m  und  it,  so  ist 

g  =  arSec^,    ^=:mSec'^, 

und  man  erhält:  -    . 

Ä=+Cos'0.CofiiACo8g),  , 

C=:Cos^«, 

/>=*— (mCosil — w  Cos  9?  Cos '0')  Cos -^  Cos  A, 

E=- — (nCos-^  — mCosqpCosA)Cos'^CosA., 

F = m^  Cos  A« + n*  Cos  4>« — 2iw«  Cos  ^  Cos  k  Cos  g)-^«  Cos^*  Cos  A«. 

Demnach  ist 

B^  =  abcd  Cos  9^,» 
und  man  erhält 

B  =  Cos  fp  V  abcd. 
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Der  Werth  von  i?,  welcher  der  kleinsten  dem  gegebenen  Vier- 
ecke umschriebenen  Ellipse  entspricht  ^  erraebt  sich  also  aus  der 
Gleichnog  ril) ;  man  erhält  nämuch .  durch  die  Substitution  folgende 
cubische  Gleichung 

(Llt) Ä»+(rt— 6)(c— d)Ä« 

-j ß+ 2: =0. 

Die  Euler' sehe  cubische  Gleichung  (2)  verwandelt  sich,  wenn 
man  den  Anfangspunkt«  wie  hier  geschehen,  in  den  Durchschnitts- 
punkt der  Diagonalen  verlegt,  also  dort  für  a,  y  etc.  resp.  die 
obigen  Werthe  f ur  ^ ,  C  etc.  setzt ,  eenau  in  diese  Gleichung  (III). 
Bei  der  Untersuchung  specieller  FäUe  wird  man  auch  hier  den 
Factor  CosecGp^  nicht  unoerücksichtiget  lassen,  indem  man  statt 
Gleichung  ^1)  unmittelbar  anzuwenckn,  dieselbe  zuvor  durch  den 
Factor 


{B\^fabc.d){B-^fabcd) 

multipliciren  wird. 

Setzt  man  ad^=bcy   wodurch   das  gegebene  Viereck  sich  in 
ein  Trapez  verwandelt,  so  ergiebt  sich 

— ((a-6)a + ab)  T  V  ((a— 6)2»+a6)*+2a6(a-6)« 
Cosg>= 2^5- , 

wo  aber  nur  der  erste  Werth  in  Betracht  kommt,    da  der  andere 
für  q>  einen  unmöglichen  Werth  giebt. 

Wenn  c=^d  ist,  d.  h.  ist  das  Viereck  ein  solches,  in  welchem 
eine  von  beiden  Diagonalen  durch  die  andere  haibirt  wird,  so  er- 
giebt sich 

Cos9)=0  und  C\}B(p=±V  \l^l^^\\ 

man  hat  also  aliein  B=Q ,  indem  die  anderen  beiden  Wurzein  aus- 
scheiden, weil  q>  unmögliche  Werthe  erhält. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Ellipse  ist  folgende: 

c%*+a6^«— ^c»(a— 6)a:— a6c«=  0, 

oder,    wenn   man   den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Mitte 
der  ungleich  getheilten  Diagonale  vcjrlegt,  wodurch 

% 

X  m  x-\ — 5"- 
übergeht, 

und  man  erhält  folgenden  Satz: 

Theil  X  13 
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•  -»»W^DB    in   dem  gj^egebeBen  Vierecke  eine  von 

beiden    Diagon^leii  :dureh     die    andei'e    halbirt 

^Witdf  so  fällt  der  Mittelpunkt  der  kleinsten  uid- 

echriebenen  Ellipse  in  deo  Halbirungspunkt  der 

'.  ungleich  getheilteo  Diagonale.'' 

Hier  sind  ^ —  und  »2^/6  conjugirte  Halbmesser  der  ge- 
suchten Ellipse,  die  Construction  derselben  ist  daher  sehr  letcbt. 
Wenn  ausser  c=^d  ^uch  a==:6,  also  das  gegebene  Viereck  ein 
Parallelogramm  istj  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten 
Ellipse: 

übereiustimm^od  mit  dem  obigen  Resultate. 

Die  Aufgabe:  ,,die  kleinste  Ellipse  2:u  finden,  welche 
einem  gegeoenen  Dreiecke  ums«hriebene4i  werden  kann'% 
von  welcher  wir  oben  die  Eu  1er 'sehe  Auflösung  gegeben  haben, 
ordnet  sich  auch  jenem  Falle  sehr  einfach  unter.  Ist  nämlich 
(Taf.  IV.  Fig.  3.)  JßOD  das  gegebene  Dreieck,  halbirt  man  eine 
Seite  OD  in  G,  zieht  BG  und  verlängert  dieselbe  bis  FG^^\BG 
wird,  so  muss  die  gesuchte  kleinste  Ellipse  durch  den  Punkt  F 
gehen.  Setzt  man  also  DG—GO=Cy  BG:=za  und  F6?=la,  so 
wird  die  obige  Gleichung  folgende: 

9£j%a+3a^«Ä4aar«- 

2  2c 

Hier  sind  ^a  und  —fZ  conjugirte  Halbmesser.     Der  Anfangspunkt 

der  Coordinaten  ist  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  fallt  in  den  Schwer- 
punkt des.  gegebenen  Dreiecks.  ... 

Die  Gleidiun^  (III)   kann  auf  ähnliche  V^eise  wie  Gleicbm^ 
f3)  transformirt  werden.    Setzt  man  nämlich 

SO  ergiebt  sich,  wenn  B:z:i)^W  abcd  geatzt  wird; 

aV)  ..  .    «a  +  ap^t»— {3(p»  +  ya)+4}z+4pyni0, 

wo  ^  und  q  stets  poditiv   angenommen  w^rdeo^  können.     Diese 
Gleichung  hat  offenhält   zwei  positive  uqd  eiiie  negative  Wurzel; 
•fiir  unsere  Aufgabe  kommt  nur  die  positive  zwischen  0  und  2  lie- 
gende *Wurzel  in  Betracht. 

Will  man  den  Factor  Cosec  q>^  gleich  mit '  befQcksichtigen ,    8o 
nimmt  diese  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

r 

'  Ist  das  gegebene  Viereck  ein  Trapez,  so  wird  p=zq\aiA  diese 
Gleichung  reducirt  sieh  auf  folgende  quadratis^e': 
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Ist  das  gegebene  Viereck  ein  Parallelogramm,  so  wird  pzzzqzJS, 
und  die  Gleichung  verwandelt  sich  in 

I 

Übereinstimmend  mit  den  obigen  Resultaten. 

I 


Nachdem  wir  die  Aufgabe:  ^,die  kleinste  einem  gege'- 
benen  Vierecke  umschriebene  Ellipse  zu  finden",  iii 
ihrer  allgemeinsten  Form  gelust  haben,  stellen  wir  noch  einige 
Sätze  zusammen,  welche  sich  ohne  Caicul  auf  elementare  Weise 
ableiten  lassen,  und  zum  Theil  in  jener  Aufgabe  enthalten  »Ind. 
Wir  schicken  /bigende  leicht  zu  beweisende  Sätze  voran. 

1)  Bezeichnet  i  den  Neigun<^swinkel  einer  geraden  Linie  a 
gegen  die  Projections- Ebene,  una  a'  die  orthographische  Projec- 
tion  dieser  Linie,  so  ist 

u*  =^a  Cos  t* 

4 

Zusatz.  Jede  gerade  Lihie,  welche  in  irgend  einem  Ver- 
hältnisse getheilt  ist,  erscheint  In  der  Projection  in  demselben  Ver- 
hältnisse getheilt. 

2)  Jedes  Dreieck  ist  zn  betrachten  als  die  Projection  eines 
gleichseitigen  Dreiecks,  jedes  Parallelogramm  als  Hie  Projec- 
tion eines  Quadrats,  jede  Ellipse  als  die  Projection  eines 
Kreises. 

3)  Wenn  der  Flächen-Inhalt  irgend  einer  ebenen  Figur  durch 
F,  der  ihrer  Projection  durcb  F'  bezeichnet  wird,  so  ist 

F  =  F.Cosi, 

'  wo  i  den  Neigungswinkel-  der   zu  projicirenden  Figur   gegen    die 
Projections -Ebene  bedeutet. 

Zusatz.  Jede  ebene  Figur,  welche  in  einem  gewissen  Ver- 
hältnisse getheilt  ist,  erscheint  in  der '  Projection  in  demselben 
Verhaltnisse  getheilt. 

Aus  der  Lehre  vom  Grüssten  und  Kleinsten  sind  folgende  ele- 
mentare leicht  zu  beweisende  Sätze  bekannt : 

1)    Unter  allen  nEcken,  welche  einem  gegebenen  Kreise  ein- 

feschrieben    werden    können,    hat    das    reguläre    den    gross ten 
lachen  -  Inhalt. 

Zusatz.  Das  gleichseitige  Dreieck  ist  das  grüsste  unter 
allen  Dreie,ck^  und  das  Quadrat  das  grösste  unter  allen  Vier- 
ecken, welche  einem  gegebenen  Kreise  eingeschrieben  werden 
können. 

13* 


,    '• 


196 

2)  Unter  allen  nEcken^  welche  einem  gegebenen  Kreise  um- 
schrieben werden  können,  hat  das  reguläre  den  kleinsten  Flächen- 
Inhalt. 

Zusatz.  Das  gleichseitige  Dreieck  ist  das  kleinste  unter 
allen  Dreiecken  und  das  Quadrat  das  kleinste  unter  allen  Vier- 
ecken ,  welche  einem  gegebenen  Kreise  umschrieben  werden  können. 

Diesen  Sätzen  fügen  wir  noch  folgenden  hinzu: 

Lehrsatz. 

'  Wenn  eine  von  zwei  Sehnen  eines  Kreises  dureh 
die  andere  haibirt  wird,  so  ist  der  Inhalt  des  durch  die 
Endpunkte  derselben  gehenden  Kreises  in  Beziehung 
auf  den    Inhalt    des- Kreisvierecks,    welches  durch  die 


filso  der  Mittelp- -    

punkt  der  ungleich  getheitten  Sehne  fällt. 

B  e  w  eis. 

Es  seien  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  AB,  CD  die  beiden  Sehnen,  welche 
sich  in  E  schneiden ,  so  äass  AE  =  EB  ist.  CD  stehe  auf  AB 
senkrecht.  Man  halbire  CD  in  F,  so  ist  dieser  Punkt  der  Mit- 
telpunkt des  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D  gebenden  Kreises; 
der  Inhalt  desselben  ist  in  Beziehung  auf  das  Viereck  ACBD  ein 
Kleinstes.  Denn  zieht  man  durch  E  die  Linie  CD*  beliebig, 
macht  CE—CE,  D'E=DE,  haibirt  CD'  in  G  und  zieht  GH 
senkrecht  auf  CD',  so  ist /f  der  Mittelpunkt  des  durch  die  Punkte 
A;  B,  C  9  D'  gehenden  Kreises  und  CH  ein  Radius  desselben. 
Da  nun  CH>  CG  und  C'G=  CF,  so  ist  aH>  CF,  also  der 
Inhalt  des  durch  A,  B,  C,  D'  gehenden  Kreises  grösser  als  der 
Inhalt  des  durch  A,  B,  C,  D  gehenden.  Zugleich  ist  Viereck 
ACBD*  <  Viereck  ACBD,  demnach 

Kreis  ACBD'    ^     Kreis  ACBD 
Viereck  ACBD'  >  Viereck  ACBD' 

w.  z.  b.  w. 

Aus  der  Verbindung  dieser  Sätze  mit  den  obigen  erhalt  man' 
nun  leicht  die  folgenden: 

„Wenn  in  einem  Vierecke  eine  von  beiden  Dia- 
gonalen durch  die  andere  haibirt  wird,  so  fällt 
der  Mittelpunkt  der  diesem  Vierecke  umschrie- 
benen kleinsten  Ellipse  in  den  Haibirungspunkt 
der  ungleich  getheilten  Diagonale,  woraus  sich 
eine  leichte  geometrische  Construction  dieser 
Ellipse  ergiebf 


Zusatz  1.  Der  Mittelpunkt  der  einem  Parallelogramme  um- 
schriebenen kleinsten  Ellipse  liegt  im  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Diagonalen. 
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Zasatz  2.  Der  Mittelpunkt  der  einem  Dreiecke  umschriebe- 
nen kleinsten  Ellipse  liegt  im  »Schwerpunkte  desselben. 

Wenn  ein  gleichseitiges  Dreieck  mit  dem  ihm  umschriebenen 
und  einj^eschriebenen  Kreise  orthographisch  j^rojicirt  wird,  so  ent- 
stehen in  der  Projection  zwei  conceutrische  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Ellipsen,  und  zwar  sind  die  Axen  der  kleineren  die  Hälf- 
ten der  ihnen  entsprechenden  Axen  der  gn'issera  Ellipse;  die  Pro- 
jection des  gleichseitigen  Dreiecks  wird  ein  Dreieck,  dessen  Ecken 
in  dem  Umlange  der  grossem  Ellipse  liegen  und  dessen  Seiten 
die  kleinere  berühren.  Der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der 
Ellipsen  ist  der  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks. 

«^Demnach  lässt  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
Schaar  srosster  Dreiecke  einschreiben;  nämlich  jeder 
Punkt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  solchen  Dreiecks;  die- 
selben haben  gleichen  Inhalt,  ihre  Schwerpunkte  lie- 
gen im  Mittelpunkte  der  Ellipse,  und  ihre  Seiten  hül- 
len eine  zweite  der  gegebenen  conceutrische,  ähnliche 
und  ähnlich  liegende  Ellipse  ein,  deren  Axen  halb  so 
gross  sind,  als  die  entsprechenden  jener.*'  *) 

Wenn  ein  Quadrat  mit  dem  ihm  umschriebenen  und  einge- 
schriebenen Kreise  orthographisch  projicirt  wird,  so  entstehen  in 
der  Projection  zwei  conceutrische  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Ellipsen,  und  zwar  verhalten  sich  die  Axen  der  kleineren  zu  den 
entsprechenden  der  grosseren  wie  l:V^;  die  Projection  des  Qua- 
drats ist  ein  Parallelograram ,  dessen  Ecken  in  dem  Umfange  der 
grossem  Ellipse  liegen  und  dessen  Seiten  die  kleinere  berühren. 
Der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  Ellipsen  ist  der  Schwerpunkt 
dieses  Parallelogranims. 

„Demnach  lässt  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
Schaar  grosster  Parallelogramme  einschreiben;  näm- 
lich jeder  Punkt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  solchen  Pa- 
rallel,ogramms;  dieselben  haben  gteichc^n  Inhalt,  ihre 
Schwerpunkte  liegen  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  und 
ihre  Seiten  hüllen  eine  zweite  aer  gegebenen  conceu- 
trische ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse  ei,n,  deren 
Axen  sich  zu  den  entsprechenaen  der  gegebenen  wie 
1:V2  verhaltenes  und  allgemein: 

Wenn  ein  reguläres  nEck   mit   dem  ihm  umschriebenen  und 

eingeschriebenen  Kreise  orthographisch  proficirt  wird ,  so  entstehen 

in  aer  Projeettön  zwei  concentrische  ähnliche  und  ähnlich  liegende 

Ellipsen,  und  zwar  verhalten  sich  die  Axen  der  kleineren  zu  den 

''In 
entsprechenden  der  grossem  wie  Cos — :1;    die  Projection  des  re- 

/• 

gulären  nEcks  ist  ein  nEck,    dessen  Ecken  in  dem  Umfange  der 

frössera  Ellipse  liegen   und  dessen  Seiten  die  kleinere  berühren. 
)er  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  beider  Ellipsen  ist  der  Schwer- 
punkt dieses  nEcks. 


*)  Man  vergleiche  Crelle^s  Journal  fnr  reine  Und  angewandte 
Mathematik.    Bd.  XXX.    Heft  3.    S.  275. 
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9,Demnikch  lässt  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  eine 
Schaar  grösster  TzEcke  einschreiben;  nämlicn  jeder 
l^uokt  der  Ellipse  ist  Ecke  eines  solchen  »Ecks;  die 
s^elben  haben  gleichen  Inhalt,  ihre  Schwerpunkte  li^e- 
&en  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  und  ihre  Seiten  bfit- 
Ijen  eine  zweite  der'eegebenen  concentrische  ähnliche 
iiud  ähnlich   liegende  Ellipse  ein,   deren  Axen.sich  zu 

den  entsprechenden   der   gegebenen  wie  Cos  — :1  ver 
halt 


en." 


s 


Veher  einige  Relatfonen  zwiscben  den 
Inbalten  zweier  Teti^aSder,  die  für  eine 
Vläcbe  zweiter  Ordnuni?  reclprok  toü 

einander  sind. 

Von  dem 

Harry  Doctor  A.  R,  Luchterhandt 

wa  Berlin»    " 


Mefamen  wir  zunächst  als  Fläche  zweiter  Of  diuing  eine  Kugeln 
deren  Gleichung 

ist  und  beaeichneo  die  Coordinaten  der  Ecken  des  einen  Tetraeders 
«w*  «i'fi»*i;  ^avy«,2t;  arg,«,, 2,;  a:^,if^,z^;  so  hat  man  flir  die 
Polarebenen  derselben  die  Gleichungen 

^3^  +  y3y+^2:=r*,  (3) 

Der  Durchschnitt  je  dreier  dieser  Ebenen  gtebt  eine  Ecke  des 
reciprofcen    Tetraeders.     Bezeichnen   wir   die  Coordinaten  dieser 
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Punkte  mit  Si,ih»6;  %!%,&;  &.%,&;  ?4.»?4;&  und  zwar  in  dem 
i^ione,  das8  li  >%  >&  "^^  Schoeidemiiikt  der  Ebenen  (2)  ,  (3)  und 
(4)  entsprechen«  und  setzt  man  nocn  der  Kurze  wegen 

yi2^4— 3r4«i=ai4 » '1*4-^2:40:1=614 ,  *iy4-*4yi  =  ^i4; 

y«*4— 3r4^=fl24   »  22^4— 24^2=*«4  »  ^2^4 —«2:4^2  =C^; 
yi'4— ^4^8=^4  >  ^^4-*4^»=*34  •  ^f^A  ^ ^4&3  =  ^Z^i 

und  bemerkt ,  dass  cti^  -h  ^21  ==  ^  u.  s.  w. ,  so  erhält  man 

t  — ^g  ^S4 -f  «42 -f  «23      ^  ^,  ^34+^42+^23      f.  __^g  ^34  +  ^42  +  ^28    . 

^^""*^      )  iV(234)        ""  ^»==^         iV(2a4)        '  ^'-^  :     /rC234)       ' 

>:  _,«    «41 +«18 +  «34     ^  _^^fe«l+ftl3+^34      c g    ^41+^13+^34. 

^"■'^         iV(134)        '^»-^         iV;(ia4)       '«^^^         iV(l34)       ' 

fc  ^^  «12  +  «24  +  «41        ,.       ^ft|2+ ^24  +  ^41      «. <2  ^12  +  ^24  +  ^41   . 

^^^         JV(124)        •  ^-^       iV^(124)        '^^^  .   .  JV(124)  ~' 

>.  _^q>  «23 +«31 +  «12       ..        ,i>*}i3+^31  +^12      » ^  ^23  +  ^31+^12, 

^=^       iV^(l-23)        •''*=^       ^^(123) 'Si-'^'     A(123)       ' 

wo 

^Vj(3J4)  =:;»8«84  +«^8«42  +  ^4««  =^2*14  +  ^3^42  +  ^4*23 

=^  *2'%4  +  ^3<'42 + 24<^  ; 
N(lU):=a^a^  +*4«ld  +^1  «84=^^3*41  +y4*18  +^1*84 

=2zC^  +  '4<ä3  +  2iC84  ; 

iV^(124)= j:4Öi2+a:,fl24+ j:2a4ii:ry4Ä,a  +yi6a4  +y«64i 

^«4ClÄ  +  «lC2*+^iC4i; 

i\r(m)  :i=«|«M  +4:*0«l  +^«»=^»1*28  +^2*81  +^8*12  ^ 

=2^1  Ct»  +2:2^81  +Z3  Ci,. 

Bezeichnet  P  den  Inhalt  des  einen  und  11  den  des  anderei»  , 
Tetraeders,  so  hat  man,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen, 

6P=rari(a23  +  fl34  +  «42)+^2(«U  +  ««8  +  «Bl)  +  ^(«12+«24  +  «4l) 

+  *4(«18  +  «82  +  «21)» 

6^=  Sl  («28  +  «^^  +  «42)  +  12(024  +  C^ +/31)  +  ^  («12  +  «24  +  «41 ) 

+  M«f8  +  «8a+«2l)- 

•  '  '  .      »• 

^un  ist  aber 

«i2-%&-%fi-  iV(234)iV(13i)"' 
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^    t         fc      6(x, — ah)r*.P 

»u-Vik-V4SL=  iV(123)iV(234)  ' 

««s-%&-%fe-  iV(l34)i^(m)  ' 

„    —    j.         »       6(0:3— a;,)r*.P 
«M-'?sS»-«j4fe=  iV(123)iV(i34j  ' 

«.4 -%£,- %&  =  l^(i23;iV(124)  ' 
und  deshalb 

^■^^*'*"''^ iV^(123)iV(124)iV(134)' 

«14 +«43  +  031  ==  + 


iV(r23)iV(234)iV(124)' 


«ia  +  «24+«4i  =  ^  iV(123)  iV(134)  iV(234) '  ^ 

'«i3  +  «3a  +  «2i=+^^24)iVi[134)iV(234)' 
nod  hiernach: 

|^i(öa8+a34+a42)+^2(ai4+«43+a3i)  +^(aia+ffa4+«4i)} 

6II=:3&r^,P»  -  +  ^4(gl3+«8g+g2l)  ' 

N(m)N(l2i)  iV(134)iV(234) 

216r<^/>g 

.  •  "~'iV(123)iV^(124)iV(134)i\r(234)"  . 

Bedeuten  nun  noch  P^,  P^,,  P3,  P-  die  Rauminhalte  der  Te- 
der, tvelche  durch  den  Mittel       -      '    - 
der  Eckpunkte'  des  ersten  Tetraet 

iV(123)  =  6P4,    iV^(124)=6P3,    iV^(I34)=:6P.,   N(2M)  =  6P^ 
ist ,  so  kann  man  obige  Relation  so  darstellen  : 


,     ^i ri"**"r  •"'^"  *i>  J^%$  J^Z9  J^±  «i.e  iiauminnaiie  aer  le- 

fra«der,  tvelche  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und  durch  je  drei 

Tetraeaers  gebildet  werden,  so  dass  also 


Da  nun 


•'*~»ijaLP-A.f>  ' (A) 


^-3.^         «34 +«42+«^  ==,.a_Ai±^«±^_ 

^«^4+^3«4a+^4«a3 '      ^^  •%«34+^8«42+^4«a3 

2^  ^  ^t_JÖi±M±M 


^»«84+^8«4a+^4«a3  ' 
U.    6.   W. 


ioi 

wo  die  Bedeutung  von  ß  und  y  leicbt  erhellt,  so  hat  man  auch 

wo  Hl,  n^y  n^,  n^  eine  ähnliche  Bedeutung  hahen  wie  Pi  u.  s.  w. 

Aus  den  beiden  aufgestellten  Ausdrücicen  ergeben  sich  nun 
leicht  auch  die  folgenden: 

P*  JJ4 

p^p^p^p^-  nj^njr^' ^^^ 

r^p^.m=:6^.PiP^p^p^nin^n^n^,  ....  (b) 

r^p^=%^.{P^p^p^p^^n^n^n^n^, (E) 

i^n^=:6^.(ntn^n^n^)^PiP^^p^.  . . . .  (F) 

liezieht  n^an^difs  XelraSder  nicht  auf  die  Kugel,  sondern  auf  i»ine 
solche  Fläche  dfer  zweiten  Ordnung,  die  einen  Mittelpunkt  hat  und 
defr^  Balbaxen  ä,  b,  }c  AvA,  so  gehen  die  angegebenen  Reb(tl<K 
n^n  in  die  nacbstehen^eia^  jiber :    ,  . 


^"SöPiP^P^P^'    • ^^'^ 

P^ JT4 

PiP^PsP^^n^n^n^n^' ^^'^ 

a%^t^p^m=ö*.PiP^p^p^n^n^n^n^, . .  .  .(D') 

a868c8/w=6».(PiPa/^3P4)^2Ii  74^3^4»  •  .  .  •  (E') 
a86«c«JT«=6«.(irilIaJT3J74)»/>,P2/\/^4, (F') 

welche  man  aus  jenen  leicht  erhält«  wenn  man  fär  r'  überall 
a.b,c  setzt. 

Betrachtet  man  ein  Paraboloid,  dem  die  Gleichung 

Pty^  +  P^^^PPi^ 

entspricht,  und  bezeichnet  man  mit  D|  u.  s.  w.'  den  Inhalt  des- 
jenigen anf  die  Ebene  der  yz  projicirten  Dreieckes,  welches  von 
den  Punkten  ^i,  ^a,  229  ^3»  ^3»  23;  «^4»  ^4»  «4  gebildet  wird, 
und  legt  man  dem  Zeichen  Ji  eine  ähnliche  Bedeutung  bei,  so 
^at  man: 

TT  ^  ^Pl  ^  ti\ 

^"WÖ^D^D^'  \ •  ^^^ 

P*  JT* 

£_ ~ 1  /r»\ 


20)t 


3».p*Pi*m:^4^.(JiJi4,^lt)'DiDtDtDi.  .  .  .  (F") 


:  » 


<> 


Heller  den  jpeometrisclieii  Qrt  ües 

Sebeltels  eines  Ket^isls  «weiten  €^rades, 
welcher  die  Selten  elitei^  windschiefen 

Sechsecks  berührt. 


Ton. 


Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnaainm  za  fieiligenatadL^ 


-     ■ I 

/.  *         "    X  e  h  r  ß  atz, 

I^st  im  Räume  irgend  ein  windschiefes  Sechseck 
t^t^ef  gegeben,  und  man  verhindet  die  Haupfse^enecken 
a  und  0,  b  njii  e,  c  und  f  desselben  durch  drei  gerade 
Linien  aö,  bc,  cf;  so  ist  jeder  Punkt  einer  Geraden^ 
welche  diese  drei  letzteren  durchschneidet,  also  jeder 
Punkt  des  durch  dieselben  bestimmten  einfachen  Hy- 
perboloids der  Scheitel  eines  Kegels  zweiten  Grades, 
yrelcher  die  sechs  Seiten  des  Secnsecks  bertthft. 


B.  e  w  e  i  s. 


') 


Es  sei  D  ein  Punkt  einer  Geraden  m,  welche  die  Gisradf^n' 
aO^  be,  cf  schneidet;  so  scboeiden  sich  die  drei  Ebenen  Da^, 
/>be,  'ikf  in  dieser  Geraden  m.  SSfoe  beliebige  Ebene  £  treffe 
die  Geraden  Da,  />b.  De,  Db,  De,  Df  in  den  Punkten  a,  ft  y, 
d,yB,  sp  und  die  m  in  u;  do  scbneiden  .sich  die  Geraden  ad,  ßB, 
ya  in  dem  Punkte  u\  näcb  dem  Satte  des  Briancbon  lässt  sich 
also  in  das  Sechseck  aßy5eq>  ein  Kegelschnitt  beschreiben.  Also 
mues  der  Kegel  zweiten  Gradesi».  dessen  Strahlen  den  Punkt  D 
mit   den    Punkten  di^eft  jKegeIscliiuj||ttJ|  v/6sbinden,   die  Ebenen 
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Dob,  JDbc,  Dc^y  Döe,  Def,  Dfa,  und  daher  auch  die  Geraden 
ab,  bc,  cö,  Oe,  ef,  fa  beruh.         w.  z.  b.  w. 

iL 
Lehrsatz. 

Ist  im  Rautne  irgend  ein  windschiefes  Sechseck  abcbef 
gegeben,  und  man  lest  durch  je  zwei  aneinander- 
stossende  Seiten  ab  und  bc,  bc  una  cD,  cö  und  t>e»  2>e  und 
ef,  ef  und  fa  desselben  eine  Ebene,  im  Ganzen  sechs 
Ebenen  ß,  y,  d,  s,  9,  a,  weiche  sich  paarweise,  nämlicU 
ß  und  €,  ^utid  tp,  d  und  a  in  drei  Geraden  m,n,p  schnei- 
den; zieht  nian  endlich  eine  beliebige  Gerade  g,  welche 
7»,  n  und  p  durchschneidet;  so  niuss  eine  jede  Ebene 
S,  welche  durch  diese  Gerade  9  geht,  also  eine  j^de 
Beruhrungsebene  des  durch  die  Geraden  m,  n,  p  be- 
stimmten einfachen  Hyperboloids,  die  Seiten  ab,  bc,  cd, 
öe,  ef,  fa  in  sechs  Punkten  a\  b',  c',  0',  e',  P  schneiden, 
vfelch«  einem  und  demselben  Kegelschnitte  angeboren. 

Beweis.. 

Die  Ebene  S  schneide  die  Geraden  m,  n,  p  t^  den  Punkten 
m,  n^  p;  so  liegen  diese  in  einer  Geraden  g,  I>a  nun  iE  die 
Ebenen  /^  und  ^  in  den  Linien  a'b'  und  O'e'  scnneidet,  und  m  die 
Durchscnnittßlinie  von  ß  und  £  ist,   so  ist  m  der  Durclischnitts- 

Hechsecb 
a  b^c'  un 

-.  ,  ^    _--   .    -,    —   . Hauptgc 

genseiten  desselben«  Nach  d^m  Satze  des  Pascal  liegen  demnach 
die  sechs  Ecken  des  Seche^chs  a'bVO'e'f'  auf  dem  Umfange  eines 
Kegelschnitts,  w«  z«  b.  w. 


liineäre  Konstruktion  einer  Onrve 
doppelter  Krlimmungr* 

Von 

Hienrn  Fr.  Seydewita,' 

OberiehriEflr  am  Gymnasium  zu  Hettigenstadt. 


E  r  k  r  ä  r  u  n  g. 

Unter. einer  Cnrve  doppelter  Krümmung  der  nten  Ord- 
nung verstehe  ich  eio  jedes  räumliche  Sy^^tem  stetig  auf- 


einander  folgender  Punkte^  welches  mit  einer  beliebi- 
een  Ebene  im  Räume  im  Allgemeioen  und  höchstens  n 
Punkte  gemein  hat;  und  unter  einer  Curve  doppelter 
Krümmune  der  nten  Klasse  ein  jedes  System  stetig  auf- 
einander folgender  Ebenen,  weiches  mit  einem  belie- 
bigen Punkte  im  Räume  im  Allgemeinen  und  hüchstens 
n  Ebenen  gemein  hat.  Tangente  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  heisst  eine  jede  Gerade,  läng9  welche^  sich  bezüg- 
Ucb  zwei  stetig,  aufeinander  folgende  Punkte  oder  Ebe- 
nen der  Curve,  und  Berührungsebene  oder  Berührungs- 
punkt derselben  eine  jede  Ebene  oder  Punkt,  in  welchen 
sich  bezüglich  wenigstens  drei  stetig  aufeinander  fol- 
gende Punkte  oder  Ebepen  der  Curve  vereinigen. 


I. 

1.  Es  seien  im  Räume  zwei  beliebig  (schieO  liegende  colli- 
neare  räumliche  Strahlbüschel  D  und  />x  gegeben  (siehe  S.  169. 
des  9ten  Theils'  des  Archivs);  so  werden  die  entsprechenden 
Strahlenpaare  a,  Oi;  6,  61;  c,  c^ ;  d,  c^....  derselben  im  Allge- 
meinen sich  nicht  im  Räume  begegnen;  es  entsteht  aber  die 
Frage:  ob  nicht  gewisse  und  wieviele  entsprechende  Strahlen- 
paare einander  begegnen,  und  was  für  einem  Systeme  von  Punk- 
ten deren  Durchschnittspunkte  angehören? 

£ine  beliebige  Ebene  £  im  Räume  werde  von  den  Strahlen 
a,  bi  c,  d....  des  D  in  den  Punkten  a,  b,  t»  &....,  und  eine  auf  iE 
liegende  Ebene  £1  von  den  entsprechenden  Strahlen  oj,  bi, 
c^,  dl..,,  des  jDi'ln  den  Punkten  Ai,  bi ,  q,  t>i....  getroffen;  so 
sind  die  Ebenen  £,  Si  in  Ansehung  der  entsprechenden  Pnnk- 
tenpaare  a,  b,  c,  2>....  und  Ai,  b^,  C«,  Di....  collinear,  und  folglich 
müssen  sich  (nach  S.  25.  des  8ten  1  heifs  des'  Archivs)  in  densel- 
ben im  Allgemeinen  und  höchstens  drei,  jedenfalls  ein  Paar  ent- 
sprechende Punkte  vereinigen.  Also  gibt  es  in  jeder  Ebene  des 
Kaunies  im  Allgemeinen  drei  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende 
Strahlen  von  D  und  Di  bege&nen.  Zwei  solche  Punkte  sind  offen- 
bar die  Mittelpunkte  D,  D^  cler  Strahlbüschel  selber,  indem  ihr 
femeinschaftlicher  Strahl  X//)i,.  nämlich  e,  von  dem  entsprechen- 
en  Strahle  ei  im  Punkte  Di ,  und  dieselbe  Gerade,  nämlich  fi^ 
von  dem  entsprechenden  Strahle  f  xu  D  geschnitten  wird. 


Durch  die  Gerade  DDi  gehe  eine  beliebige  Ebene,  welche  a 


a  entsprechen  muss.  Also  schneiden  sieb  die  Strahlen  a,  a^  in 
einem  Punkte  a,  welcher  auch  einer  der  /raglichen  Punkte  ist. 
Denkt  man  sich  nun  um  DDi,  als  Achse,  einen  Ebenenbüscbel 
3(  von  stetig^  aufeinander  folgenden  Ebenen  a,  ß,  /,  d....,  so  erhält 
man  eine  stetige  Reihe  von  Efunkten  a,  b,  c,  2>....,  in  deren  jedem 
zwei  entsprechende  Strahlen  a,  ai;  6,  61 ;  c,  c^;  d,  d^,...  von 
D,  D^  sich  schneiden.  Diese  Punkte  bilden  also  eine  Cnrve ,  und, 
weil  sie  in  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  im  Allgemeinen 
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ttnd  höchstens  drei  zu   drei  liegen,   eine  Curve  doppelter  Krflm- 
mung  der  dritten  Ordnung.. 

Der  Punkt  Di  heisse  e,  als  Durchschnitt  der  Strahlen  e»  ex\ 
ein  Punkt  m  der  Curve,  Durchschnitt  von  m,  7?i| ,  nähere  sich  dem 
e  ins  Unendliche;  so  wird  die  Sekante  em  oder  m^  allmähliff  in 
,  die  Tangente  für  e  übergehen,  und  gleichzeitig  m  mit  e«  mj  mit  ex 
zusammenfallen.  Also  ist  der  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  e 
beider  Strahlbüscfael  entsprechende  Strahl  ei  Tangente  der  Curve 
im  Punkte  Di. 

Es  sei  s  diejenige  Ebene  des  Ebenenbüschels  H,  welche  den 
Strahl  e  mit  seinem  entsprechenden  ti  verbindet;  und  es  sei  $1 
die  der  b  entsprechende  Ebene  in  /)|.  Da  jede  durch  «t  gehende 
Ebene  bereits  die  beiden  längs  et  vereinigten  Punkte  der  Curve 
enthält,  so  muss  jede  noch  einen  dritten  Punkt  derselben  enthal- 
ten. Es  sei  j:  dieser  dritte,  der  Ebene  ti  zugehörige  Punkt;  so 
liegt  derselbe  entweder  auf  der  Geraden  ex,  oder  irgend  wo  aus- 
serhalb ei  auf  Bi ,  oder  ftllt  mit  e  zusammen.  Im  ersten  Falle  aber 
würde  einem  von  e  verschiedenem  Strahle  x  ein  mit  ei  identischer 
Strahl  Xi^  entsprechen,  was  unmöglich  ist;  im  zweiten  würde  dem 
in  Bi  liegenden  Strahle  Xi  ein  nicht  in  t  Heißender  Strahl  x  ent- 
sprechen, was  gleichfalls  unmöglich;  also  fallen  auf  c^  drei  Punkte 
in  e  zusammen,  und  es  ist  ti  aie  Berührungsebene  in  Z>|. 

Lehrsatz    1. 

Sind  im  Räume  zwei  coUineare  räumliche  Strahl- 
büschel in  beliebiger  schiefer  Lage  gegeben,  so  gibt 
es  in  denselben  unzählige  Paare  entsprechender  Strah- 
len, welche  einander  begegnen,  ^und  zwar  bilden  die 
Durchschnittspunkte  aller  dieser  Strahienpaare  nebst 
den  Mittelpunlcten  der  beiden  Strahlbüschel  eine  Curve 
doppelter  Krümmung  der  dritten  Ordnung,  und  diese 
wira  in  jenen  Mittelpunkten  von  denjenigen  Strahlen, 
deren  entsprechende  sich  vereinigen,  und  von  denjeni- 
gen Ebenen  berührt,  der^n  entsprechende  den  gemein- 
schaftlichen Strahl  mit  den  betreffenden  Tangented 
verbinden. 

Dem  Ebenenhüschel  H  von  D  entspricht  in  Di  ^in  Ebenen- 
büschel 2lx ,  dessen  Achse  ei ,  und  der  mit  ersterem  in  Ansehung 
der  entsprechenden  Ebenenpaare  a,  /?,  /,  d....  und  CX|,  ßi,  yi,  d|.... 
projektivisch  ist ;  also  bilden  die  Durchschnittslinien  o^,  bi,  Ci,  cf^.... 
der  entsprechenden  Ebenenpaare  Linien,  welche,  wie  oben  ge- 
zeigt, den  Punkt  Di  mit  sämmtlichen  Punkten  der  Curve  verbin- 
den, einen  Kegel  des  zweiten  Grades  Ki,  welcher  auch  die  Strah- 
'  len  et  und  e  enthält  und  längs  den  Strahiep  e^  und  e  bezüglich 
von  denjehigen  Ebenen  f^  ^"^  ^'  berührt  wird,  denen  in  D  und 
Dl  die  Ebene  ee«  {t  und  ^i')  entspricht.  Aus  demselben  Grunde 
bilden  auch  die  den  vorigen  entsprechenden  und  nach  .denselben 
Punkten  der  Curve  gehenden  Strahlen  a,  b,  c,  d,,„  einen  Kegel 
zweiten  Grades  £,  welcher  längs  f  und  /^bezüglich  von  zwei 
Ebenen  q>'  und  q>i  berührt  wird,  denen  in  2>|  una  D  die  Ebene 
ffi  (<pi'  und  <p)  entspricht.    Diese  beiden  Kegel  haben  aldo  einen 


206 


vrejche  Äi  \^ngi  e  berührt,  mit  der  Ebene  g)  oder  ffi  zusammen. 
Die  t'angeiiten  «i,  ^der  Curve  sind  also  die  Dörcnschnittslinien 
dei*  entsprechenden  EbepeD  fi  und  s,  (p'  und  q>i',  welche  die  bei- 
den Kegel  Kl  ubd  Ky  K  und  Ki^  berühren. 

Da«  nämliche  gilt  nun  aber  auch  Ton  allen  übrigen  Tangenten 
der  Curve.  Denn  sind  a  und  m  irgend  zwei  Punkte  der  letzteren, 
und  man,  denkt  sich  den  m  Ins.  Unendliche  dem  a  genähert,    so 

febt  die  Sekante  am  allmä^lis  in  die  Tangente  för  a,  und  gleich* 
eitiff  diß^  die  l^trahlen  a  und  m,  Oi  und  nti  verbindenden  ei>t- 
^sprechenden  Ebenen  in  die  ßerührungsebenen  von  K  und  Kx  längs 
k  und  Ol  über.  In  der  That:  legt  man  durch  die  Durchsdhoitts- 
.Iinie  dieser  zwei  ßerührungsebenen.  irsend  eine  Ebene  ^  so  schnei- 
det letztere  die  beiden  Kegel  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  beide 
von  jener  Linie  in  a  berührt  werden  und  einen  auf  DDi  liegen- 
den, zur  Curve  nicht  gehlirigen  Punkt  gemein  haben.  Da  nun  ein 
Kegelschnitt  durch  vier  seiner  Punkte  und  die  Tangente  in  dem 
einen  auf  einzige  Weise  bestimmt  \&X,  so  können  jene  beiden 
keine  zwei  neuen  Punkte,  müssen  aber  einen  Punkt  nocb  noth- 
wendig  gemeinschaftlich  besitzen,  und  dieser  Punkt  gehört  auch 
unserer  Curve  an.  Die  Ebene  hat  also  ausser  a  noch  einen  Punkt 
mit  der  Curve  gemein  und  muss  daher  auch  noch  einen  dritten 
besitzen;  dieser  letztere  wurde  aber  ein  neuer  Durchschnittspunkt 
jener  Kegelschnitte  sein,  was  unmöglich  ist;  also  muss  derselbe 
sich  mit  ctem  Punkte  a  vereinigen.     . 

Und  da  endlich  eine  solche  VereioiguBg  auf  jeder  Ebene, 
welche  dnrdi  jene  Linie  geht,,  stattfindet,  so  muss  diese  eine  Tan- 
gente der  Curve  sein. 

.  Auf  ähnliche  Weise,  nämlich  mittels  zweier  Kegelschnitte, 
zeigt  man^  dass  die  Curve  in  jedem  ihrer  Punkte  n^r  eine  einzige 
Tangente  li»esitzt.  i 

*  .     *     •  ■  .  • 

L'  e  h  r  s  a  t  z    2« 

Die  Curve,  v^el^he  dU  Dnrch/sehnittspunkte  ent- 
sprechender Str ah le.n paare  ;«weief  sebiefiiegen.den.  i:o.l- 
linearen  räumlichen  Strahlbuschel.  enthält^ /gehört  d«n 
Oberfläcfien  zweier  Kegel  des=  zrweiten  Grades  an, 
welche  einen  Strahl  gemein  haben,  und  deren  Scheitel 
die.  Mittelpunkte  jener  Strahlbuschel  sind.  Sämmt- 
liche  Tangenten  der  Curve  sind  die  Dürcbschnittslinien 
der  nach  einerlei  Punkte  derselben  •  g^bendeil  Berüh- 
rungsebenen beider  Kegel;  insbesondere  sind  die  Tan- 
jgenten  in  den  Mittelpunkten  der  Strahlbüschel  diejent- 

§en  Strahlen  der  Kegel,  in  welchen,  ein  jeder  von  der 
en  anderen  im  gemeinschaftlichen  Strahle  berühren- 
den Ebene  geschnitten  wird,  und  die  Berührungsebenen 
der  Curve  in  diesen  Mittelpunkten  sind  die,  die  bei- 
den Kegel  längs  jenen  Strahlen  berührenden  Ebenen. 


\ 
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Die  in  Rede  stehende  Curve  —  man  mag  nun  ihre  Erzengang 
durch  xäuniliclie  Stralübflschel  oder  durch  zwei  Kegel  im  Auge 
haben  —  hat  grosse  Aehniichkeit  mit  derjenigen  ebenen  Curve, 
welche  durch  zwei  projelctivische  ebene  Strahl bfiscfaef  und  zugleich 
auch  durch  den  Schnitt  eines  Kegels  ^  mit  einer  Ebene  erzeugt 
wird.  Man  kann  sie  daher«  um  sie  einerseits  Ton  den'ebetieti 
Schnitten  des  Kegels  dritten  Grades,  andererseits  von  der  Durch- 
schnittslinie zweier  beliebiger  Kegel  des  zweiten,  welche  eine 
Curve  doppelter  Krümmung  der  vierten  Ordnung  ist  und  durch 
räumliche  Strahl büschel  von.  höherer  Verwandtschaft  erzeugt  wird« 
zu  unterscheiden,  den  räumlichen  Kegelschnitt  der  drit- 
ten Ordnung  heissen. 

Dass  der  letzte  Satz  auch  umgekehrt  gelte,  hiervon  wird  man 
sich  mittels  des  Ebenenbüschels  21  leicht  überzeugen  konneii. 

2.  Es  seien  jetzt  H,  3f|  irgend  zwei  entsnrechende  und  io 
einem  Punkte  D^  sich  treffende  Strahlen  von  D,  Di\  so  Inldeo 
die  denselben  angehorigen  entsprechenden  Ebenenpäare  der  räumo 
liehen  Strahlbüschel  zwei  Ebenenbüschel  21,  2fx»  welche  in  An- 
sehung dieser  Ebenenpaare  a,  ß,  y^  ö»,„  und  a^,  Pi,  y-^,  d|....  pro- 
jektivisch  sind.  Also  bilden  die  Durchschnittshnien  von  ex,  «i; 
ßi  ßi9  y^J'i'  ^»  ^  einen  Ke^el  zweiten  Grades  K^,  welcher 
auch  die  Strahlen  a,  '2fi  enthäTt  und  z.  B.  längs  2(  von  derjeni- 
gen Ebene  berührt  wird,  welche,  der  Ebene  2l2ti  von  Z>i  ent- 
sprechend ,  den  Strahl  21  mit  der  Tangente  .f  verbindet.  Bedenkt 
man  nun  noch,  dass  man  die  Ebenen  a,  a^'^  /?,/?|.... erhält,  wenn 
man  die  Punkte  a,  b...,  der  Curve  mit  den  Geraden  21,  2^  ver- 
bindet, und  dass  die  Curve  in  jedem  ihrer  Punkte  nur  eine  ein- 
zige Tangente  hat,  so  gelangt  man  zu  folgendem .  merkwürdigen 
Satze: 

liehrsatzS. 

Ein  jeder  Punkt  eines  räumlichen  Kegel^echnittes 
dritter  Ordnung  ist  der  Scheitel  eines  Kegels  zweiten 
Grades,  dessen  Strahlen  nach  den   übrigen  Punkten, , 
und    4^ssen  Berührungsebenen  nach  den   Tangenten 
der  Ciirve  gehen. 

Die  Punkte  Z),  D^  sind  also  keine  eigenthümlichen  Punkte 
der  Curve;  vielmehr  wird  der  Punkt  D^  und  der  Kegel  K^  die 
nämlichen  Eigenschaften  haben  müssen,  als  D  und  K  oder  Di. 
und  Kl ;  unter  anderen  folgende : 

Lehrsatz    4, 

Je  zwei  Punkte  eines  räumlichen  Kegelschnittes 
dritter  Ordnung  sind  die  Mittelpunkte  zweier  coilinea- 
ren  räumlichen  Strabibüschei,-  und  zwar  sind  die  nach 
einerlei  Punkten  und  Tangenten  des  ersteren  gehen- 
den Strahlen-  und  Ebenenpaare  entsprechende  Ele- 
mente der  letzteren. 
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LelirsatzS. 

Die  BerüfaruDgsebene  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  räumlichen  ICegelscbnittes  dritter  Ordnuns  be- 
rübrtdendurch  jenen  Punkt,  alsScheitel,  unddieCurve 
selbst  erzeugten  Kegel  längs  der  jenem  Punkte  zuge- 
l^örigen  Tangente  der  Curve. 

Aufgabe.  v  . 

■Dureb  secbs  ini  Räume  beliebig  gegebene  Punkte 
einen  räumlichen  Kegelschnitt  dritter  Oranung  zu  legen^ 
nämlich:  a)  auf  jeder  Ebene,  welche  durch  zwei  der  ge- 
gebenen Punkte  geht,  den  derGurve  angehurigendrit- 
ten  Punkt;  fi)  die  Tangenten  und /)  dieBerührungseber 
nen  in  dfesen  Punkten;  6)  die  Punkte,  welche  eine  im 
Räume  beliebig  gegebene  Ebene  mit  der  Curve  eemein 
hat,  und  insbesondere  e)  die  unendlich  entfernten 
Punkte,  die  Asymptotenlinien  und  Asymptotenebenen 
der  Curve  zu  finden. 

» 

Auflösung. 

VerbiAdet  man  irgend  zwei  der  gegebenen  Punkte,  z.  B.  Z>, 
jDi,  mit  den  vier  übrigen  a,  b,  C,  2>  durch  gerade  Linien  a,  b, 
e,  d  und  ai,  6i ,  Ci ,  <^,  so  sind  hierdurch  zwei  collin.  räumliche 
Strahlbüschel  D,  D^  bestimmt,  in  denen  diese  vier  Linienpaare 
einander  entsprechen,  und  diese  Strahlbüschel  erzeugen  nach 
Lehrs.  2.  einen  räumlichen  Kegelschnitt  dritter  Ordnung,  welcher 
durch  jene  sechs  Punkte  geht.  Gäbe  es  nun  einen  zweiten  sol- 
chen Kegelschnitt,  welcher  durch  dieselben  sechs  Punkte  ^inse, 
so  würden  nicht  nur  alle  Geraden,  welche  den  Punkt  D  mit  den 
Punkten  des  ersteren  verbinden,  einen  Kesrel  zweiten  Grades  K, 
sondern  auch  alle  Strahlen,  welche  D  mit  den  Punkten  des  zwei- 
ten verbinden,  einen  Kegel  zweiten  Grades  K'  kraft  Lehrs.  3.  er- 
zeugen. Diese  beiden  Kegel  aber  würden  fönf  Strahlen  a,  6,  c,  d 
und  DDi  gemein  haben ;  also  würden'  sie  zusammenfallen  müssen, 
d:  h.  der  zweite  räumliche  Kegelschnitt  würde  auch  der  Ober- 
fläche von  K  angehören.  Ebenso  zeigt  man  aber  auch,  dass  der- 
selbe der  Oberfläche  des  Kegels  £*]  angehört,  welcher  um  D^  als 
Scheitel  durch  den  ersten  räumlichen  Kegelschnitt  erzeugt  wird. 
Also  fallen  beide  räumlichen  Kegelschnitte  in  allen  ihren  Punkten 
zusammen. 

a)  Es  sei  v  eine  beliebige,  durch  D  und  />|  gehende  Ebene, 
deren  dritter  Durchschnitt  n  mit  der  Curve  gesucht  wird.  Denkt 
man  sich  unter  n  und  Ui  die  Strahlen ,  welche  von  D  und  jD«  nach 
n  gehen ,  und  den  Strahl  />/>] ,  jenachdem  er  dem  Kegel  K  oder 
Kl  angehört,  «mit  e  oder  fi  bezeichnet,  so  bilden  einerseits  die 
Strahlen  a,  6,  e,  dy  «,  n  ein  dem  Keeel  K,.  anderererseits  die 
Strahlen  ax>  6i,  Ci,  d^,  /i,  ni  ein  dem  Kegel  Kx  eingeschriebenes 
einfaches  6-Flach  im  Strählbüschel '^).    Kraft  des  sogenaoiv^ 


*)  Siehe  Steiner's  Sjstemat  Entwickelung  d.  Abh.  u.  t.  w.  Tbl.  I.  &  236. 
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ten  myslischen  Sechseeks  liegen  die  djrei  Geraden»  in  denen  sich 
die  drei  Paar  HanptgegenflSchen  einest  dolehen  6 -Flachs  schnei- 
den, in  einer  und  derselben  Ebene.  Legt  man  also  durch  a  und 
by  b  und  c,  c  Und  d,  d  und  e  vier  Ebenen  ab,  bc,  cd,  de,  so  er- 
hält man  als  Dnrchschnittslinlen  von  ab  nni.de,  hc  und  v  2wei 
Gerade  p  und  q,  und  legt  man  durch  letztere  eine  Ebene  por,  so 
schneidet  diese  die  Ebene  cd  in  einer  Geraden  r,  und  vernindet 
man  t  mit  ä  durch  eine  neue  Ebene  an,,  so  schneidet  diese  diev 
in-  dem  Strahle  n ,  welcher  durch  den  gesuchten  Punkt  n  gebt. 
Auf  gleiche  Weise  findet  man  auch  den  Stralil  n^  und  somit  den 
Punkt  n. 

Am  Einfachsten  wird  es  sein,  statt  im  Räume,  in  einer  der 
Ebenen  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  zu  operiren,  welche  drei  der  Punkte 
a,  b,  c,  0,  z.  B.  b,  c,  0,  verbinden.  Nämlich:  hat  man  die  Ge- 
raden DDi,  Da  und*  D^a  gezogen,  welche  diese  Ebene  in  den 
Punkten  (c6),  ä'  und  a^'  schneiden ,  und  ist  {n'ui)  der  Durch- 
schnitt derselben  Ebene  mit  v,  so  ziehe  man  die  Geraden  a'b, 
bc,  cO,,2>e;  den  Durchschnitt  q  von  n'  und  bc  verbinde  man  mit 
dem  Durchschnitte  p  von  a'b  und  Oe  durch  eine  Gerade ,  und  den 
Punkt  r,.wo  letztere  die  cD  trifft,  mit  dem  Punkte  a'  durch  eine 
ander.e  Gerade;  so  trifft  letztere  die  n!  in  einem  Punkte  n'.  So- 
dann ziehe  man  die  Gerade  Äi'bi  (%'b),    welche  die  Öifi  (De)  in 


Pi  schneidet,  verbinde  Pi  mit  q^  (q  durch  eine  Gerade  und  den 
Punkt  Ti,  wo  letztere  die  qö^  (cö)  trifft,  mitai'  durch  eine  neue 
Gerade;    so  schneidet  letztere  die  rii    (oder  n')  in  einem  Punkte 


n, '.  Endlich  verbinde  man  im  Räume  den  Punkt  D  mit  n' ,  den 
Punkt  />j  mit  t\i  durch  zwei  Gerade  n  und%;  so  schneiden  sich 
diese  in  dem  gesuchten  Punkte  n  der  Curve. 

_  #  _ 

ß)  Um  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  n  zu  finden,  kon- 
struire  man  die  beiden  Ebenen,  welche  den  Kegel  K  längs  n,  Ki 
längs  fix  berühren;  so  ist  sie  deren  Durchschnittslinie.  Bedenkt 
man  nämlich,  dass  bei  «inem,  einem  Kegelschnitte  eingeschriebe- 
nen Fünfeck  die  Tangente  in  der  einen  Ecke  die  Hauptgegenseite 
dieser  Ecke  in  einem  Punkte  trifft,  welcher  mit  den  Durchschnitts- 
punkten zweier  anderer  Seitenpaare  in  gerader  Linie  liegt,  und 
überträgt  man  diese  Eigenschaft  auf  das  dem  Kegel  K  eingeschrie- 
bene Fünf- Flach;,  dessen  Kanten  der  Reihe  nach  n,  a,  b,  c,  d 
sein  mögen,  so  findet  man  die  ersfere  von  jenen  beiden  Berüh- 
rungsebenen, wenn  man  noch  die  Ebene  nd\e^\,  welche  die  ab 
in  der  Linie  s  schneidet,  diese  letztere  mit  dem  bereits  gefunde- 
nen Durchschnitte  r  von  cd  und  an  durch  eine  Ebene  verbindet, 
und  durch  die  Gerade  t,  wo  letztere  die  bc  schneidet,  und  durch 
n  eine  neue  Ebene  legt;  diese  nämlich  berührt  K  längs  n.  Die 
andere  Berübrungsebene  ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise. 

In  der  Ebene  der  Punkte  b,  c,  D  ist  zu  dem^  gegenwärtigen 
Zwecke  nur  noch  Folgendes  hinzuzufügen.  Man  ziene  die  Gerade 
2m',  welche  die  a'b  in  8  schneidet,  sofort  die  Gerades]:«  welche 
die  bc  in  t  schneidet,  und  verbinde  t  mit  n'  durch  eine  Gerade. 
Wiederum  ziehe  man  ^in,^'*  welche  die  Ai'b]  in  8]  schneidet,  so- 
fort 8itx^  welche  die  bc  in  t^  schneidet,  und  verbinde  t]  mit  tii' 
durch  eine  Gerade.  Endlich  verbinde  man  den  Durchschpittspunkt 
der  Geraden  m'  und  tiiit'  mit  dem  Punkte  n  durch  eine  Gerade; 
so  ist  letztere  die  gesucnte  Tangente. 

Theil  X.  U 
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f)  Die  Tangente  in  n  und  irs^nd  yier  Gerade  ^  welche  ^esen 
Paftkt  mit  vier  der  gegebenen  sechs  Punkte  TerblDden,  bestimmen 
eitlen. Kegel  K^,  IVun  suche  tde  oben  diejenige  Ebene ^  welche 
diesen  Kegel  längs  jener  Tangente  berührt ;  so  ist  dieselbe  nach 
Lehrsatz  5.  die  BerÜnrungsebene  der  Curve  im  Punkte  n. 

.  .  2)  Alan  ziehe  aus  zweien  der  gegebenen  scfchs  Punkte»  z.  B. 
au0  D  und  />i ,  zweimal  fiinf  Gerade  a,  6,  Cy  dy  a  ynd  ax,  b^ 
<^i>  fh»  fi  ^^^^  den  jedesmaligen  ffinf  übrigen  Punkten  a$  b,  c, 
.j>>  Hl  und  a,  b,  c,  0^  D\  so  treffen  diese  Geraden,  die  im 
JRaume  beliebig  gegebene  Eigene  in  den  Punkten  a',  b',.c',  Ö',  c' 
und  ai',  bj',  Ci',  Wi  fx  >  wo  c'  und  f^',  ebensowie  ßund^,  sich 
vereinigen.  Jetzt  fege  man  durch  die  ersteren  fiinf.  Punkte  einen 
Kegelschnitt  Ä,  und  durch 'die  letzteren  fünf  Punkte  einen  Kegel- 
schnitt Äx,  und  suche  die  drei  (resp.  Äwei  oder  eincin)  fibrigen 
Punkte,  welche  Ä  und  Äi  ausser  dem  Punkte  {^fiS  gemein 
haben;  so  sind  diese  die  Durchschnittspunkte  jener  Ebene  mit 
der  durch  die  gegebenen  sechs  Punkte  gehenden  Curve.  Denn 
diese  Kegelschnitte  geboren  den  durch  die  Punkte  D,  Di,  als 
fScheitel,  und  durch  die  Curve  erzeugten  Kegeln,  und  folglrcK  ein 
jeder  den  ersteren  gemeinschaftliche  Punkt,  welcher  nicht  auf 
dem  gemeinschaftlichen  Strahle  der  Kegel  liegt,  der  Curve  selber 
an.  —^  Es  muss  aber  bemerkt  werden ,  dass  die  Aufgabe :  Wenn 
vöh  zwei  Kegelschnitten  ein  Durchschnittspunkt  bekannt  ist,  die 
Äbtlgen  zu  finden  —  eine  Anfifabe,  auf  welche  auch  die  Verdop- 
pelung des  Würfels  zurückkommt  « —  schwerlich  mittels  des 
blossen  Lineals  lind  eines  festen  Kreises  gelost  werden  kann. 
'Doch  lassen  sich  jedesmal  ein  Kreis  und  eine  gleichseitige  Hyper- 
bel finden,  deren  Durchschnitte  jene  Punkte  sind,  wovon  der 
Grund  im  8ten  Theile  des  Archivs  S.  10.,  Lehr^.  3.,  a)  und  /)  und 
S.  24.  zu  suchen  ist*. 

e)  Die  Strahlen  eines  Punktes,  welche  den  sämmtlichen  Sträh- 
len eines  Kegels  zweiten  Grades  parallel  sind ,  bilden  einen  dem 
letzteren  congruenten  Kegel ;  sind  daher  fünf  Paar  Strahlen  zweier 
Kegel  zweiten  Grades  parallel,  so  ist  jeder  Strahl  des  einen  einem 
Strahle  des  anderen  parallel.  Hierauf  beruht  folgende  Konstruk- 
tion: Man  ziehe,  wie  vorhin,  die  Geraden  a,  b,  c,  d,  e  und  Oi, 
hl,  Ci,  di9  fi,  und  sodann  durch  einen  der  Punkte  Z>,  />i,  z.  Ö. 
durch  D,  mit  den  Strahlen  a^,  6^,  Ci,  r^  des  anderen  die  paral- 
lelen Strahlen  a",  h" ,  c",  d".  Eine  beliebige  feste  Ebene  werde 
von  a,  h,  c,  d,  a",  ö" ,  d* y  d"  und  {efi)  der  Reihe  nach  in  den 
Punkten  a',  b',  c',  0',  a",  b",  d',  ö"  und  (c'fO  geschnitten. 
Man  lege  durch  a',  b',  c',  OS  e' einen  Kegelschnitt  jk' ,  und  durch 
cd'*,  b" y  c",  0",  ^"  einen  zweiten  Ä",  suche  die  Punkte  p,  q,  r, 
welche  Ä'  und  Ä"  ausser  (e'f")  gemein  haben,  und  ziehe  dunch /> 
nach  diesen  Punkten  die  Strahlen  p,  o,  r  (mit  welchen  die  Sjtrah- 
len  piy  ijiiy  1*1  des  Punktes  Di  parallel  sein  mtigen) ;  so  bestim-  . 
men  p,  qy  r  die  Richtungen  dreier  unendlich  entfernter 
Punkte  uer  Curve.  Sucht  man  ferner  die  beiden  Ebenen, 
welche  die  durch  a,  by  c,  dy  e  und  Oiy  bxy  Ciy  di,  fx  bestimm- 
ten Kegel  Ky  i^t  längs  p  und  p^  (oder  ^  und  qiy  r  und  r{)  berüh- 
ren, so  ist  ihre  Durchschnittslinie  die  Tangente  der  Curve  in  dem 
Punkte,  nach  welchem  piq^r)  gerichtet  ist,  d.  h^  eine  Asymp- 
totenlinie derselben;    und  zieht  man  durch  zwei  der  Punkte  a 
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b,  Cy  Ö'  mit  p  die  Paraüeten  m ,  n  und  sucht  die  Ebene ,  welche 
den  durch  jene  Asymptote  und  die  Geradenp,pi,m,  w  bestimm- 
ten Gylind^r  längs  der  ersteren  berührt^  so  hat  man  die  Beruh- 
rung;sebene  der  Cnrve  in  jenem  unendlich  entfernten  Punkte^  d.  h. 
eine  Asymptotenebene  der  Curve^ 

Die  unter  a)  angesteUte  Betrachtung  hat  zugleich  ergeben; 

Lehr.  Satz    6. 

Durch  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  Punkte, 
von  weichen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen«  iässt 
sich  allemal  einer,  aber  auch  nur  ein  einziger  räumli- 
cher Kegelschnitt  der  dritten  Ordnung  legen. 

Femer  folgt  aus  9)  und  Lehrsatz  3. 

Lehrsatz    7. 

Sind  im  Räume  6  beliebige  Punkte  gegeben,  so  sind 
in  jeder  beliebigen  Ebene  M  Punkte  gegeben,  in  wel- 
chen die  .yerbindungslinien  der  ersteren  die  Eben  e 
schneiden;  durch  j'e  fünf  dieser  Punkte,  welche  den 
Strahlen  je  eines  der  gegebenen  sechs  Punkte  ange- 
hören, geht  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  im  Ganzen 
sechs  Kegelschnitte;  und  diese  letzteren  haben  nicht 
nur  paarweise  jene  15,  sondern  alle  zugleich  im  Alige- 
meinen .auch  noch  entweder. einen  oder  drei  besondere 
Punkte  gemein. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Curve 
bieten  den  natürlichsten  Eintheilungsgrnnd  ihrer  Arten  dar.  — -  Von 
den  Durchschnittspunkten  p,  q,  r  der  unter  e)  gedachten  Kegel- 
schnitte 31',  "SJ'  sind  im  Allgemeinen  entweder  nur  einer  oder  alle 
drei  vorhanden.  Im  Besonderen  aber  können  auch  zwei  dersel- 
ben oder  alle  drei  sich  vereinigen,  d.  h.  mit  andern  Worten: 
^jene  Kegelschnitte  können  ausser  dem  Punkte  (e'f'O  einen  Punkt 
p  und  einen  Punkt  (qt)  ^  in  welchem  sie  einander  berühren,  oder 
aber  nur  noch  einen  einzigen  Punkt  (pqt;l,  in  welchem  sie  sich 
oskuliren,  gemein  haben.  Ein  fünfter  Fall,  dass  einer  der  Punkte 
p,  q,  r  sicii  mit  (e'f'O  vereinige,  ist  hier  nicht  zulässig,  weil  dann 
die  Kegel  K,  Ki  einander  längs  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle 
(efi)  berühren,  und  hiermit  die  Curve  selbst  in  einen  gew<ifan- 
licben  Kegelschnitt  ^ausarten  würde.  Entweder  <also  1)  wenn  über- 
haupt nur  ein  Punkt  p  existirt,  ha-t  die  Curve  nur  einen  ein- 
zigen unendlich  entfernten  Punkt  und  in  demselben  eine 
Asyraptotenlinie  und  eine  Asymptotenebene  von  end- 
licher Entfernung.  Unter  allen  Kegeln,  wel(;he  sie  erzeugt, 
gibt  es  also  nur  einen  einzigen  Cylinder  und  zwar  einen  ellipti- 
schen. Sie  mag  daher  selbst  eine  räumliche  Ellipse  heissen. 
Oder  2)  wenn  drei  Punkte  p,  q,  t  getrennt  von  einander  existi- 
ren,  besitzt  die  Curvie  drei  unendlich  entfernte  Punkte 
mit  drei  Asymptotenlinien  und  drei  Asymptotenebenen 
von  endlicher  Entfernung,  und  es  gibt  dann  unter  jenen 
Kegeln  drei  hyperbolische  Cylinder,  deren  Asymptotenebe- 
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ne»  paarweise  parallel  sind.  Die  Curve  beisse  dann  eine  r&om- 
li che  Hyperbel.  3)  Wenn  es  einen  Punkt  p  und  einen  Punkt 
(i|i;)  gibt,  iiat  die  Curve  nur  zwei  unendlich  entfernte  Punkte 
mit  einer  unendlich  entfernten  Tangente  und  einer  Asymp- 
tote und  zwei  Asymptoteneb^oen,  Ton  endlicher  Entfernung.  Unter 
den  von  ihr  erzeugten  Kegeln  ist  ein  hyperbolischer  und  ein 
parabolischer  Cylinder,  die  eine  Asymptotenebene  des  erste- 
ren  mit  den  die  Kegel  K  und  Ki  längs  (gr)  berührenden  Ebenen, 
die  anderen  mit  der  die  Geraden  p  und  (qr)  verbindenden  Ebene 
und  zugidch  mit  den  Durchmesserebenen  des  anderen  Cylinders 

Earallel.  In  diesem  Falle  möge  die  CurVe  eine  (räumliche^  para- 
olische  Hyperbel  heissen;  4)  Wenn  es  einen  PuuKt  (pqr) 
gibt,  hat  die  Curve  nur  einen  unendlich  entfernten  Punkt 
und  in  demselben  sowohl  eine  unendlich  entfernte  Tan- 
gente als  Berührungsebene;  und  es  befindet  sich  unter  den 
von  ihr  erzeugten  Kegeln  nur  ein  einziger,  nämlich  ein  paraboli- 
scher Cylinder.    Dann  heisse  dieselbe  eine  räumliche  Parabel. 

i.        LehrsatzS. 

Ein  räumlicher  Kegelschnitt  dritter  Ordnung  hat 
entweder  1)  drei  unendlich  entfernte  Punkte  ohne  un- 
endlich entfernte  Tangenten  und  Berü'hriingsebenen 
(räumliche  Hyperbeh;  oder  2)  nur  einen  unendlich  entfern- 
ten Punkt  oiine  aergleichen  Tangente  und  Beruhrungs- 
ebene  (räumliche  Ellipse);  oder  3)  zwei  unendlich  entfernte 
Punkte  mit  einer  einzigen  unendlich  entfernten  Tan- 
gente und  keiner  dergleichen  Beruhrüngsebene  (parabo- 
lische Hyperbel);  oder  4)  nur  einen  unendlich  entfernten 
Punkt  mit  einer  unendlich  entfernten  Tangente  und 
Beruhrüngsebene  (räumliche  Parabel). 


IL 

Der  vorigen  Betrachtung  steht  eine  andere  zur  Seite,  welche 
von  der  Frage  au«(geht:.  Wenn  zwei  collineare  Ebenen  von 
beliebiger  Lage  im  Räume  gegeben  sind,  welche  ein- 
ander entsprechenden  Geradenpaare  werden  dann  in 
je  einer  Ebene  liegen,  und  welche  Curve  oder  Fläche 
werden  diese  Ebenen  umhüllen?  Der  Gang  der  Betrach- 
tung bleibt  naturlich  derselbe ^  und  es  wird  daher  hinreichen,  nur 
die  Resultate  anzugeben.  Die  Nummer  der  Sätze  wird  immer  zu- 
gleich die  der  früheren  reciproken  Sätze  sein. 

Lehrsatz    1. 

Sind  im  Räume  zwei  collineare  Ebenen  inbeliehi- 
ger  schiefer  Lage  gegeben,  so  gibt  es  in  denselben 
unzählige  Paare  entsprechender  Geraden,  welche  in 
einer  Ebene  liegen,  und  zwar  bilden  alle  dieseEbenen 
nebst  den  beiden  gegebenen  Ebenen  eine  CurVe  dop 
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pelter  Krftmmung  dritter  Klasse;  und  diese  wird  in  die- 
sen beiden  Ebenen  von  denjenigen  Geraden»  weiche 
wechselseitig  ihrer  Durchschnittslinie  entsprechen»  und 
In  denjenigen  Punkten  berührt,  deren  entsprechende  in  der  Durch- 
schnittslinie der  Ebenen  und  in  den  betreffenden  Tangenten 
liegenl 

Lehrsatz    2. 

Sämmtiiche  Ebenen,  weiche  entsprechende  Gerade 
zweier  schiefliegenden  cöliinearen  Ebenen  verbinden» 
umhüllen  zwei  Kegelschnitte,  welche  eine  Tangente 
gemein  haben  und  in  diesen  Ebenen  liegen.  Sämmt*- 
liehe  Tangenten  der  von  jenen  Ebenen  gebildeten  Curve 
doppelter  Krümmung  dritter  Klasse  sind  die  Verbin- 
dungslinien der  Punktenpaare,  in  weichen  je  eine  jener 
Ebenen  die  beiden  Kegelschnitte  berührt;  insbeson- 
dere sind  die  in  den  beiden  Ebenen  liegenden  Tangen- 
ten der  Curve  diejenigen  zwei  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte, welche  nach  den  Berührungspunkten  der  Durch* 
Schnittslinie  beider  Ebenen«  und  des  jedesmaligen 
anderen  Kiegeischnittes  gehen;  und  die  Berührungs- 
punkte der  Curve  in  den  beiden  Ebenen  sind  die  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Kegelschnitte  und  der  eben 
genannten  Tangenten. 

Bedenkt  man,  dass  ein  Kegel  entsteht,  wenn  eine  Schaar. von 
Ebenen  zwei  Kegelschnitte  im  Räume  umhüllen  und .  in  einem 
Punkte  (Scheitel,  Mittelpunkt,  Centrum  des  Kegels)  sich  schnei- 
den, oder  aber  wenn  dieselben  die  entsprechenden  Strahlenpaare 
zweier  im  Räume  beliebig  liegenden  concentrischen  ebenen  Slrahl- 
büschel  verbinden,  so  wird  man  es  natürlich  finden,  die  in  Rede 
stehende  Curve  einen  excentrischen  Kegel  dritter  Klasse 
zu  nennen. 

'  .  .  -  ■ 

Lehrsatz    3. 

Eine  jede  Ebene  eines  excentrischen  Kegels  drit- 
ter Klasse  wird  von  allen  übrigen  Ebenen  desselben  in 
den  Tangenten,  und  von  sämmtlichen  Tangenten  des- 
selben in  den  Punkten  eines  Kegelschnittes  geschnitten. 

't 

Lehrsatz    4. 

Je  zwei  Ebenen  eines  excentrischen  Kegels  drit- 
ter Klasse  sind  in  Ansehung. der  Geraden-  und  Punk- 
tenpaare, In  denen  sie  von  sämmtlichen  Ebenen  und 
Tangenten  des  ersteren  geschnitten  werden,  collinear. 

Lehrsatz    5. 

Ein  e^centrischer  Kegel  dritter  Klasse  wird  von 
jeder  seiner  Ebenen  in  demjenigen  Punkte  des  in  die- 
ser Ebene  von  ihm  erzeugten  Kegelschnittes  berührt. 
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in  weldieiQ  dieser  LetjKtere  von  der  betreffenden  Titn- 
gente  des  eiisteren  berührt  wird... 

Aufgabe. 

Ad  sechs  im  Räume  beliebig  gegebene  £benea 
einen  excentrischen  Kegel  dritter  Ablasse  zu  legen« 
nämlich:  cc)  für  jeden  Punkte  welcher  auf  der  Durch- 
schnittslinie zweier  der  sechs  Ebenen  liegt,  die  durch 
ihn  gebend^  dritte  Ebene  der  Curve;  ß)  die  Tangen- 
ten und  y)  die  Berührungspunkte  der  Cutve  in  diesen 
Ebenen;  S)  die  Ebenen  der  Curve«  welche  durch  eiuea 
im  Räume  beliebig  gegebenen  Punkt  gehen,  und  insbe- 
sondere s)  diejenigen,  welche  mit  einer  gegebenen  Ger 
radeii  parallel  sind,  zu  finden.  * 

Lehrsatzö. 

•  *  •     —  < 

An  sechs  im  Rnume  beliebig  gegebene  Ebenen»  von 
denen  keine,  vier  durch  einerlei  Punkt  gehen,  lässt  sich 
allemal  einer,  aber  auch  nur  ein  einziger  exc'entrischer 
Kegel  dritter  Klasse. legen, 

Lehrsatz    7. 

Sind  im  Räume  sechs  beliebige  Ebenen  gegeben,  so  geben 
von  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  nach  den  Durch- 
schnittslinien  jener  Ebenen  15  neue  Ebenen;  je  fünf 
dieser  letzteren,  welche  nach  den  Durcfaschnitts|lnien 
einer  der  sechs  ersteren  mit  den  fünf  übrigen  gehen, 
umhüllen  einen  bestimmten  Kegel  zweiten  Grades,^  im 
Ganzen  sechs JEegel;'  und  diese  letzteren  werden  nicht 
n'uT  paäriveise'voti  den  l^Ebenen,  sondern  afle  zugleich 
auch  noch  entweder  von  einer  oder  von  drei  besonde- 
ren Ebenen  berührt 

L  e  h  r  s  a  t  z    8. 
(Ohne  eigentliche  Reciprocität.) 

•  ■  «  *  * 

Unter  allen  excentrischen  Kegeln  dritter  Klasse 
besitzt  nur  derjenige  eine  unendlich  entfernte  Ebene« 
und  daher  auch  eine  dergleichen  Tangente  und  Beruh-* 
rungspunkt,   welcher  von  zwei  Parabeln  erzeugt  wird. 


;    I 
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Kinl  j^e  Betraclituasen  aus  der  hSheren 

Oeomedle. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  S  ch  1  o  m  i  I  ch 

an  der  Universitol  zu  Jena. 


Es  sei  in  Taf.  IV.  Fig.  8.  O  der  Anfangjspünkt  mchdriokiiclier 
Coordinaten  OM^:zx,MP^=y  und  PQR  eine  wiilküfarliche  Curve, 
an  welche  im  Punkte  P  eine  Tangente  i^T'.gelegt  ist.  Construirt 
man  zu  OM  und  der  Subt^ngente  mS^  dre  qpiit  s  bezeichnet  werden 
möge,  die  mittlere  harnionische  Proportionale 

ar  +  f 

SO  kano  das  Rechteck  aus  ML  und  MF,  nämlich  LMPN,  in 
irgend  einer  Relation  zu  der  über  der  Abscisse  liegenden  Fläche 
OMPQR  unserer  Curve  stehen;  so  wäre  es  z.  B.  mugliehi  daas 
für  OMPQR^u 

— -r— y= ti,  öder =2t£,  U.S.W. 

•jC  "T"  S 

wäre,  wie  diess  z.  B.  bei  der  Parabel  der  Fall  ist*).  Allgemeiner 
ausgedrückt,  konnte  überhaupt.  : '      . 

sejn,  und  es  wurde  nun  darauf  ankommen ,  diejenige  Curve ,  d.  h. 
ihre  Gleichung  y=f(^)^  zu  bestimmen,  in  welcher  die  genannte 
Ej^epschjgkft  s^tt  fände.  M^n  b^auchtß  aber  nicht  gerade  zwiscl^en 


*),Für  die  Parabel  ^=Vj9X  ist  bekanntlich  ur=z\xy ^sz=i2x^   aUo 


7X8 
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X  uDd  s  die  mittlere  harmoDiscbe  Proportionale  zu  Gonstmiren; 
man  konnte  diess  auch  zwischen  2rr  und  $ ,  3a:  und  s ,  oder  ^  x  und  s 
u.  s.  f. 5  überhaupt  zwischen  irgend  einer  Linie  z  und  s,  i^oraus- 
gesetzt 9  dass  z  auf  bekannte  Weise  von  x  abhängt,  also  etwa 
2=tf;(ar)  ist.  In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst,  würde  nun  die 
Aufgabe  lauten : 

« 
,  Es  wird    die    Gleichung   derjenigen    Curve   gesucht,  in 
welcher  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  u,  die 
Ordinate  y  und  die  Subtangente  s  durch  die  Relation* 

mit  einander  verbunden  sind,  wobei  g>(u)uiAilf(x)  zwei 
willkührliche  Funktionen  erster  Dimension  bezeichnen. 

■       *  >  « 

Die  Gleichung  (1)  lässt  «ich  «ucb,  in  der  folgenden  Gestalt 

s  '^  tlf(x)      g>(u)^ 

oder,  nach  Multiplikation  mit  y,  in  det  nachstehenden    . 

'.    .  '  \'  . 

darstellen,  und  fuhrt  in  derselben  sogleich  zur  Differenzialgleichung- 
der  gesuchten  Gurve.    Da  nämlich 


u=  I  ydx 


ist,  so  folgt  umgekehrt 


Ferner  gilt  zur  Bestimmung  der  Subtangente  einer  Curve  die  Formel 


X         V 


»        ■       .  • 

dy 
woraus  man  sogleich  erhSIt      ,. 

t-^dx—dx^  W,. 

I    .    •  '      '  ■ '  '         . 

Substituiren  wir  jetzt  die  unter  (3)  und  (4)  gefundenen  Ausdrücke 
fär  y  und  ^  in  die  Gleichung  (2) ,  so  wird 

9  * 

dx^^  i\f  (x)  dx '~^q>{u)  \dx/ 


217 


oder      ~ 

dPu       y  du 

wobei  der  Bequemlichkeit  wegen 


= <%)'■ 


(5) 


ü= 


(6) 


'Pix)  (p{u) 

\  -.    /  ••  .. 

gesetzt  worden  ist  —  Da^  Integral  der  Differenzialgleichung  (5) 
wOrde  uns  nun  u  als  Funktion  von  x,  also  etwa  u=F(x)  +  C 
geben,  wobei  die  Constante  so  besttiilmt  werden  mass,  dftSs  für 
x=:0  auch  M=0  wird,  und  darauf  hatte  man,  um  die  Relation 
zwischen  y  und  x  zu  finden,  bios  eine  simple  Differenzlation  nÖ- 
thig,  nämlich  zufolge  der  Gleichung  (3)  wäre  y=^F'  (x). 

Die  Integration  der  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  und 
zweiten  Grades »  auf  welche  wir  in  Nro;(5)  gekommen  sind  ^  würde 
sehr  Leicht  sein,  wenn  da»  Glied  auf  der  rechten. Sc^te^^O,  die 
Gleichung  alsq  von  4^)'  Form 


dv 
wäre;  denn  man  hätte  dann  {är-^^wi 


«  •« .  I 


oder 


s+^»=» 


(7) 


dw 
w 


=  —  Xdx  i 


Iw 


=  —  /  ^do?  -f  Const , 


oder,  wenn  man  den  cönstanten  Faktor  mit  x  bezeichnet, 

dv 


dx 


z=.%er'S^^ 


(8) 


und  hieraus  wäre  v  durch-  eine  neue  Integi:ation  leicht  zi^  entwickeln. 
Da  nun  die  Gleichung  (7)  bis  auf  die  rechte  Seite  formeU  mit  der 
zu  integrirenden  identisch  ist,  so  liegt  die  Vermuthung  sehr  nahe, 
dass  auch  ihr  Inte^r^l  von  ähnlicher  Form  sein  werde ;  wir  setzen 
daher  conform  mit  (8)  * 


du 
dx 


:=z%e-f^^ 


(9) 


aber  mit  dem  Unterschiede,  dass  wie  hier  unter  %  nicht  eine  Con- 
stante,  sondern  eine  erst  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x 
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oder  u  verstehen.    Durch  Differenziation  von  (9)  ergiebt  sich  nun 

V 


oder,  wenn  man  fdr  die  Exponentialgrosse  ihren  Werth  aus  Nio.  (9) 
substituirt. 


cPii /d%  J    y\  1  du 

4^^      Vdo?  )  ^dx 


Schreii»t  man  •ocIi-y'  •  jr-fllr  ^>  so  wird 


Soll  YiuD  die  tSleichung  Nro.  (9)  in 'der  Thai  das  erste  Integral 
vmi  der4>ilforen£tals1eichung(Ö)  darstellen,  sp  itiuss  d|e  Oleichung 
(10)  mit  der  in  (5)  identisch  sein;  da  auf  del*  libken  8eite  diesiD 
Identität  bereits  statt  findet,  so  braudben  wir  blos  die  rechten 
Seiten  zu  vergleichen,  uq^  daraus  pfiälten  wir 

d.  h.  eine  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  »  dient,  nämlich : 

—  =  üdu, 
/x  =?  /   üdu + Const  y 

wobei  zur  Abkürzung  e^^^^=  C  gesetzt  worden  ist.  Substituiren 
wir  den^  Werth  von  x  in  die  Gleichung  (9),  so  wird 

od^ 

du.e-f^*'=Cdx.e-f^^', 

fräd  da  hier  die  Variabelen  getrennt  $tnd;  so  ^rglebt  sich  durch 
Integration  ,  ' 


•I.      ;i    • 


'        'fdu.e-'fV^^^cfdxe-rXiiT^p^^^^^^^^  ^^yy 

als  vollständige  Integralgleichung  der  Differenziaigleichung  (5).  Nach 
geschehener  Integration  lost  man  sie  nach  »  auf^  bestimmt  die 
willkühriichen  Constanten  so,  dass  sich  u  mit  x  gleichzeitig  an- 
^i;^l|rL.u^d,^;rh9jit  dann  dif$  gßsuiebto  Gleichung; Izwiseben  y  nnd-ar 

mt  Hälfe.  4«r  Fpr^wi         i 
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:  I 

Als  erstes  Beispiel  betrachten  wir  die  Spezialisining  9  (te)  =  ti, 
^(x)=ic,  also 

U  PH 

Es  giebt  dasselbe 

und  folglich  ist  die  Iiite^algleidiang  (11) .  v 

oder  \ 

u  ' 

und  wenn  wir  C= — a,C=b  setzen: 

1 


M= 


a  —  bkc ' 


wobei  in  der  That  t^=£=0  ist  ßtr  ^=0.  Nach  (12)  ergiebt  sich  nun 

.       b 
^~"  a:(a-bla:)^ 

als  Gleichung  derjenigen  Curve^;  iq  welcher   die   Coordindten  mit 
der  Fläche  u  und  der  Subtangente^s  durch  die  Relation 


ii      I 


•  1  1  - 

verbunden  sind,  wovon  man  sich  £^ieh   leicht  a  posteriori  über- 
zeugen kann. 

u  Sc 

Ftirflpfte)=3— 5  ib(x)'=^^9  wo    n   eine  von    der  Einheit  ver- 

schiedene  Zahl  bedeutet,  wird  U^  —  ^Jf^— ,   und  folglich 

-f  VAü:ni  l  (^)  .^f  Xdxz^  |(ij). 
Die  Integralgleichung  (10)  geht  dabei  m 


fdu~=  cj*da;^+  C, 


220 

oder 


2»— 1  tt^^»-^  n  —  1  a:»-* 

über,  woraus  man  fiir 


*    +C' 


sehr  leicht 


«--=r!fö  (*3) 


findet.    Hierdurch  bestimmt  sich  dann  u  und  y  sehr  leicht.    Die 
zugehörige  Relation  zwischen  x^  y»  u,  s  ist 


,  2—xs 

-tt=  1 y 

n         i      . 
— Är  +  * 


oder 


M=  — TT — \  Vy  (aV 


und  es  ist  also  in  diesem  Falle  u  einem  Rechtecke  gleich ,  wel- 
ches die  Ordinate  zur  einen  und  die  mittlere  harmonische  Pro-     • 
portionale  zwischen  Abscisse  und  nfacher  Subtangente  zur  anderen 
Seite  hat.    Für  n=2  giebt  diess  z.  B. 

wobei  u  mit  x  gleichzeitig  verschwindet,  und  ferner 

Giebt  man  den  Constanten  a  und  b  spezielle  Werthe,^8o  ergeben 
sich  bespndere  Formen  unserer  (3urvßn;  z*  B.  aus  (13)  für  6=0 

woraus  man' durch  Differenziation  äaeh  x  und  ffir    \ 

\a/  n  — 1 

sehr  leicht  erhält: 
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O  4  1"^  « 


91 


A:;3P 


»  y=kx 


also  Curven^    welche  unter  das  Geschlecht  der  Parabeln  gehören, 
wenn  1  >2n  ist;    für  n=|  ist  z.  B. 


y 


=  *V¥, 


und  in  der  That  wird  liiefdurch  die  6leichunff  (14)  fiir  n  =  i  be- 
friedigt; für  n  =  |  erhält  man  die  sogenannte  P) ei r  sehe  Parabel, 
die  Evolute  der  Archimedeischen.  • 


I  •    . « 


Uebungsaufn^abeii  lllr  filehüler. 

■Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilch^ 

an  der  UniYersitäi  su  Jena* 


Man  soll  die  folgende  Regel  zur  Beurtheilung  der  Convergenz 
oder  Divergenz  der  Keihe 


beweisen.    Wenn  die  Reihe 


convergirt,  so  ist  diess  auch  mit  der  obigen  der  Fall,    und  wenn 
die  Reihe 


M, 


«» 


«es 


«<0+«l        «0  +  ««l+«»        «0  +  «l  +  M2  +  W8 

divergifl^  so  divergirt  auch  die  anfangs  genannte. 


Von  dem  Mittelpunkte  eines  dreiachsigen  Ellipsoids  sind  Per- 
pendikel auf  die  Tangentialebenen  desselben  gefällt;  man  soll  nun 
die  Gleichung  derjenigen  Fläche  aufstellen^  welche  die  Fusspunkte 
jener  Senkrechten  in  ihrer  Continuität  erziBugen. 


22% 


»    '  ■    » 


•r 


BI I  s  c  e  1 1  e 


Ueber  den  Brinkley'schen  Satz  vom  Mantel  des  schiefen 

Cylinders. 

Von 

dem  Herausgeber. 


ßrinkley  hat  die  folgende  BeBtimmang  des  Mantels  des 
schiefen  jUyIindeffs  tnit  kreisförmiger  Basis  gegeben ,  weiche»  so 
einfach  und  so  leicht  sich  ganz  von  selbst  darbietend  dieselbe 
auch  ist^  doch  verdient  >  allgemeiner  bekannt  und  bei  dem  Elemen- 
tarunterrichte benutzt  zu  werden »  da  sie  auch  sehr  wohl  eine  ganz 
elementare  Darstellung  gestattet.  Dieselbe  scheint  übrigens  von 
dem  genannten  Mathematiker  schon  vor  Iftneerer  Zeit  gegeben»  und 
nur  erst  jetzt  in  einigen  französischen  und  englischen  Journalen 
von  Neuem  hervorgehoben  worden  zu  sein.  Öei  dem  geometri- 
schen Elementarunterrichte  ist  es  wohl  manchem  Lehrer  schon 
eben  so  unangenehm »  wie  oft  dem  Verfasser  dieses  Aufsatzes »  ge- 
wesen» in  der  Lehre  vom  Cylinder  sagen  zu.  mös^nv  dass  die  fie- 
stimmung  des  Mantels  des  schiefen  Cylinders  in  den  Elementen  sich 
nicht  geben  lasse  und  nur  durch  Kunstgriffe  der  hohem  Mathematik 
muglich  sei ,  überhaupt  den  Anfänger  ohne  alle  Auskunft  über  die- 
sen Gegenstand  lassen  zu  müssen. 

In  Taf.  IV.  Fig.  9.  sei  ABA'B\  der  durch  die  Axe  eines  schie- 
fen Cylinders  geführte». auf  seinen  beiden  paraUielen  Grundflächen 
senkrecht  stehende  Schnitt.  Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte 
B  lind  B'  zwei  auf  der  Axe  des  schiefen  Cylinders  senkrecht 
stehende  Ebenen»  so,  erhält  man  den  zweiten  geraden  Cylinder 
BCB'Uy  und  aus  dem  Princip  der  Symmetrie  erhellet  aul  der 
Stelle,  dass  die  beiden  krummflächigen  Mäntel  der  KOrper  ABC 
und  A'B'C  einander  gleich  sind,*  der  schiefe  Cylinder  AB  AB' 
und  der  gerade  Cylinder  BCB'C .  also  ofl[enbar  glßiche  Mlint^l 
haben,  so  dass  folglich,  wenn  wir  die  Mäntel  dieser  beiden  Cylin- 
der respective  durch  M  und  VCi  bezeichnen» 

ist.    Die  Grundflächen  des.  geraden  Cylinders  BCB't?  sind  aber 
Ellipsen»  deren  grosse  und  kleine  Axen,  wenn  die  Hafbjnesser  det 
Grundflächen  des  schiefen  Cylinders  durch  r»   und:  der  Neigungs- ' 
Winkel  seiner.  Axe  ge^en  seme  Grundflächen  durch  /  bezeichnet 
werden»  wie  sogleicn  m  die  Auge»  fallen  wird»  respective 
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2r  and  2r  sio «/ 

sind.  Die  Hohe  de«  getaden  Cylinders  BCVC  ist  der  Seite  s 
des  schiefen  Cylinders  ABA'Bf  gleich.  Bezeichnen  wir  nun  den 
Perimeter  einer  Ellipse^  deren  Axen  überhaupt  a,  b  sind,  durch 
Per.  Ell.  (0,6)4  so  ist  offenbar 

m=f  .{Per.  Ell.  (2r,  2rsin,/)l; 
also  nach  dem  Obigen  anch 

ilf  =  f  •  { Per.  Ell.  (2r ,  2r  sin  J)  V 
Ist  nun  aber  h  die  Hohe  des  schiefen  Cylinders  ARA'B',   sd  ist 

h  =«sin  J» 
und  folglich 

oder 


2r:2r  sin  J=f :  A=l :  sin  J, 
2r:f  =  2rsin/:Ä. 


Daher  sind  zwei  Ellipsen,  weiche  die  grossen  und  kleinen  Axen 
2r,  2rsin«/  und  f,  A  haben,  einander  ähnlich,  und  es  ist  folglich 
offenbar  auch 

'     Per.  Ell.  (^r,  2rsinJ):Per.  EU.  («,  A)=2r:*; 
also 

Per.  Ell.  (2r,  2r3in  J)=~{Per.  EU.  (i,  A)}. 

Führt  man  diesen  Werth  von  ^ 

Per.  Ell.  (2r,2r8inJ) 

in  den  obigen  Ausdruck  von  M  ein,  so  erhMt  man  sogleich 

iir=2r.tPer.  Ell.  (f',A)),  ^ 

d.  h.  der  Mantel  eines  schiefen  Cylinders  mit  kreisför- 
miger,Basis  ist  einem  Rechtecke  gleich,  dessen  Grund- 
linie und  Höhe  der  Durchmesser' einer  seiner  beiden 
gleichen  Grundflächen  und  der  Perimeter  einer  mit 
seiner  Seite  und  Höhe  als  Axen  beschriebenen  Ellipse 
sind;  welches  der  Ausdruck  ist^  auf  den  Brinkley  die  Bestim- 
mung des  Mantels  eines  solchen  Cylinders  gebracht  hat. 

Bemerken  will  ich  nur  noch,  dass  man  bei  der  obigen  Darstel- 
lung auch  die  Anwendung  der  Trigonometrie  oder  vielmehr  Gonio- 
me&ie ,  d.  h.  den  Gebrauch  des  durch  sin ./  dargestellten  Verhftlt- 
nissexponenten^  leicht  ganz  vermeiden  kann.  Die  grosse/  und  kleine 
Axe  der  Grundflächen  des  geraden  Cylinders  sina  nämlich  offenbar 
AB  und  BC9  also  ganz  wie  oben 

m  =  i.lPer.  Ell.  {ABy  BQ], 

und  folglich,  weil  M=)Xi  war^  auch 

M=s.\  Per.  Ell.  (AB,  BQ }. 

Aus   einer   ganz   einfachen  Betrachtung   der  ähnlichen   Dreiecke 
ABC  und  BB'D  folgt  aber  augenblicklich 

ABiBC=:^BBf.B!D^s:h 
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oder 

Folglich  Ist  ,offeiil?aT 

Per.  Ell.  (AB,BC):PeT.  EU.  (s,h)=AB:s, 

also 

4B 

Per.  EW.  {AB,  BQ^^^ [Per.  EIL  (*,A)t, 

und  daher  nach  dem  Obigen 

M  =  AB. {Per.  Ell.  U,A)1, 
oder 

^M=AB.{Peu  Ell.  (ÄÄ',  B'D)U 
odier  auch 

ilf=2r.{Per.  Ell.  (j,  A)}. 

ganz  wie  oben^  woraus  denn  auch  wieder  der  obige  Brinkle3''scbe 
»Satz  folgt. 

Theoretisch  genommen  hat  übrigens  der  Brinkiey'sche  Satz 
nach  meiner  Ansicht  nur  vrenig  Werth,  da  er  die  Rectification  der 
Ellipse  voraussetzt^  die  ja  bekanntlich  nur  durch  unendliche  Reihen 
möglich  ist.  Aber  um  dem  Anfänger  wenigstens  eine  deutliche 
Ansicht  zu  geben,  worauf  es  bei  der  Bestimmuns  des  Mantels 
eines  schiefen  Cylinders  eigentlich  ankommt,  ihn  überhaupt  nicht 
ohne  alle  Belehrung  über  diesen  Gegenstand  lassen  zu  dürfen^  wie 
bisher  beim  Elementarunterrichte  immer  geschehen*  ist  und  ge- 
schehen musste,  scheint  mir  der  Bririkley'sche  Satz  in  der  That 
sehr  geeignet  zu  sein.  Vielleicht  werden  auch  andere  Lehrer  den- 
selben künftig  bet'm  Elementarunterrichte  zu  benutzen  und  in  den- 
selben einzufuhren' angemessen  finden.  Der  Umfang,  einer  Ellipse 
lässt  sich  Ja  wenigstens  mechanisch  mittelst  eines  um  dieselbe 
gelegten  Fadens  messen,  was  man  in  dcfr  Praxis  yielleicht  selbst 
seiner  Berechnung  aus  den  beiden  Axen  vorziehen  dücfte. 

Die  Formel  fSr  den  Mantel  des  geraden  Cylinders  folgt  übri- 
gens leicht  aus  dem  Brinkleyschen  Satze,  da  für  diesen  uylinder 
i=zk  ist,  also  Ell.  (s,  h)  in  £11.  (A,  A),  d.  h.  in  den  mit  der  Höhe 
A  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  übergeht,  folglich 

•'s 

Per.  EU.  (*,A)=:  A», 

und  daher  nach  dem  Obigen 

JH  =  2r .  Att = 2r  Att = 2r;r .  A 

ist,   welches  ganz  mit  dem  aus  den  Elementen  allgemein  bekann- 
ten Ausdrucke  übereinstimmt. 


Veber  efnlire  bestiiiuiite  thtegraie, 

Ton  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt/ 

Lehi^r  am  Gymnattnm  za  StraUand. 


f  1. 

l>ie  ganze  üntersucfauDg,   welche  ich  im.  Folgenden  anstellen 
werde,  basirt  sich  auf  die  Werthbestimmung  de;s  Integrals 

Pf  COBOf  e, 
t/   CD       ^ 

Ivo  p>0  ist.  Offenbar  muss  dasselbe  einen  bestimmten  endli- 
chen Werth  haben,  für  den  man,  ähnlich  wie  beim  Integra|logar 
rithmuSy  eine  convergirende  Reihe  erhalten  kann.    Setzt  man  näm- 

lieh  fär  cosj?  die  bekannte  Reihe,  muitiplicirt  dieselbe  mit  — , 
integrirt,  und  macht  der  Kürze  halber 


1       „     1     a:«        l        x^ 
(a)  .  .  .  .    ^l.x  -2    iT2+4    1.2....4~    •~®(^^* 


60  kommt 


"> 


/*'^^^8x=?e(p)+ci,  wo  Ci=-e((»)  ist. 

Hier  tritt  nup  bei  Bestimmung  der  Cönstante  Ci  dieselbe  Schwie- 
rigkeit wie  bei  der  des  Integrallagarithmus  ein,  indem  der  Werth 
S{qc  )  mittelst  der  Reihe  (a)  deshalb  nicht  bestimmt  werden  kai^n,  weil 
alle  Glieder  uhendficb  werden.  Die  folgende  Untersuchung  wird 
lehren,  dass  diese  Constante  Ci  merkwürdigerweise  die  des  Inte- 
gralloearithmus  ist,  was  man  noch  nicht  bemerkt  zu  haben  scheint. 
Dm' die  Identität  der  beiden  in  Rede  stehenden  Constanten  darzu- 
thun,  stellen  wir  jede  derselbien  durch  ein  bestimmtes  Integral  dar^ 
was  für  den  Integrallogarithmus  schon  geschehen  ist,  hier  aber 
nothwendig  mit  aufgenommen  werden  muss. 


Thdl  X. 


15 


v_ 
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^-  A  »  ^=^+2'-2'*-fr2+4  Tili--«**'' 

wo  C=0^7721S6....  ist. 

§.  2. 

Wenn  im  vorigen  Paragraphen  auch  hinreichend  dargethan  ist, 
dass  C^=C  ist,  so  will  ich  doch  eine  Bestätigung  diesier.  Wahr- 
heit auf  anderem  Wege  gehen,    der  uns  zu  einem  merkwürdigen 

Ausdruck  der  Function  — g —  fuhren  wird. 

Bekanntlich  entwickelt  Lejeune-Dirichlet  p.  v  dadurch, 
dass  er  den  Ausdruck  P(a)=/  x9^^€r*Zx  nach  a  dlfferenzirt, 
wodurch  T\a)  =z  1      a:«-i  e"*  Ixdx  kommt,  nun  fiir  Ix  das  bestimmte 

t/   o 

(c-»r-c-*!f)-^  setzt,  und  die  Integration  umkehrt 
statt  dessen  nehmen  wir  die  Gleichung 


/ 


*  cosy — cosxy^  _ 


9  ^ 


zu  Hülfe,  setzen  also  r{a)^r*x^^e—dx  /**  £252_£2!22[gjy 
=  #  /      ^""^ «~* (cosy —  cosxy)  dx.  Beachtet  man  nun,  dass 

a;«-ic-*cosy8x=cosyP(a),  und 

ist,  so  kommt 

r'(a)_/»«/  cos(aarctaDgy)\8y 

rwf-Vo  v°7~  .(!+»*)*•  yy 

Bekanntlich  ist  nun  die  Constante  des  Integrallogarithmus  C  dei 
Werth,  welchen g für  a=l  erhält;  also  wird  die  vorher- 
gehende Gleichung  fär  a^l  folgere: 

mT      «    .  -  .  .  1.     «        cos(ärctanetf)         1      . 

Nun  findet  man  leicht,  dass  --^rt^=±=^-c=  j-t--^  ist,  also  wird 
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^=~/*G»'»-TT?)|' 


und  wenn  man  diesen  Ausdruck  mit  4.  vergleicht^  so  kommt  Ci=:C:. 

Herr  Prof.  Schlömilch  ist  in  einer  Abhandlung  „Notes  sur 
quelques  integrales  döfin  ies''(Crelle'sJourn.Ad.33.{p,316.) 

auf  die  Function  C  +  J/  .p*  —  J .  f-«  +  *  •  T^  ~4 ""  ^*^'  geführt  wor- 
den;  ich  weiss  nicht,    ob  er  bemerkt  hat,   dass  dieselbe  gleich 
/^i»  cos  V 
^y     ^5y  ist    Ich  werde  im  Folgenden  die  Schlömilchsche  Be- 

Zeichnung  wählen^  nach  welcher  . 
60  das«  also  auch 


§.  3. 
Ueber  die  Integrale  11=  /        ^  ,  ^   ,  v^l      —zrrzr' 

Wird  x^=^ay  gesetzt,  so  kommt 

/**  cosaft^dv  /**  sin  abydy  " 

oder  fär  a6=:m: 

p^  cosmxdx  /**  8innur8ar 

"n/o  ~r+^'*=j.  -tm"- 

•                    -           ,.                   1                   /*®coswi(W— l)3f/ 
Setzt  man  ferner  li-a7=7,  so  kommt  tt=:/ : ? 

t?  =  /     g^"^vy—  ;  y^  folglich  durch  Auflösung  des  Cosinus  und 
Sinus : 

/*•  cosm^dv  .     .        /**  sinm«^ 

tt=cosm/       ^-^+sinm/       — "T^^V^ 

J  \  y  J  \         y 

v^^coBM  §       '^-=^«^sinwi  1 

t/i       y  Jx       y 

Von  diesen  beiden  Integralen  ist  /       ^^-^  in  §.  1.  und  §.  2. 

entwickelt  und  gleich  —Ci(m),    Was  das  andeit  betrifft,   so   ist 
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reichen,  aber  freilieh  auch  sehr  künstlichen  Methode,  welche  ziem- 
Hefa !  wieitläiifige^  Rechnungen  erfordert,  bedient ;  kurzer  gelangt  man 
so  zu  dem  Werthe  von  c^.  Man  setze  in  der  Gleichung  (j7)m=:co; 

dann  geht  /     dx  über  in  /      8a;=5-,   und  dej  Factor 

von   cosm  verschwindet.     Femer   muss  auch   to  fiir  m=oo  rer- 

e-"»*öar=ilf.  — ,  wo  M  einer 

4er  Werthe  der  Function  ,  ,  ^  ^^^  a:=0  bis  a:^=QC',  also  offen-' 
bar  encHich  ist  Daher  ist  pach  {g)  0=  sin m { e^ -f-9)(m) }(?»=: qq), 
wo  g)(m)=  t  —cosmBm,  also  fi  +  9(Qo)=0,  €i  =  -^g>(Qo), 


/*"»cosi-     .            /'7t      p^Binx  r,  \ 
(D=:sinmf      Sx  +  mobmin-^f     öa?l. 

Beachtet  man  nun,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 


/. 


m' 


»cos^  1    w^    ,  1        ».  .         ^..   . 


so  kommt 


...» 

-j-r— ä-=sin  mCi(m)  +  coswi  {4« —  Si(m) }, 

— 2  ■    a    ableitet. 
p      ^  •  ^ 


*'3«*'*~^*i'aaWi 


'  ■         I 
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Heber  eüAge  bestimmte  Iiitein*ale, 
welche  sldh  auf  die  beiden  Integrale 

zurftcbfilliren  lassen. 

Von  dem 

Herrn  Docfor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  GymnMiam  zu  Stralsand. 


hat  bekanntlich  einen  end- 

liehen  Werth^  wenn  p>0  ist»  und  kann  durch  die  folgende  Reihe 
dargestellt  werden; 

/Pe^'Sx     ^,.       p     1     p»      1      p»     .    . 


wo  C=0,57721ö6  ist.    Fat  e-*=2;  verwandelt  es  sich  in  /       -j-, 

weshalb  man  es  den  Integrallogarithmus  genannt  und  durch  U(e-P) 
bezeichnet  hat. 

In  einer  frühem  Abhandlung  habe  ich  ferner  gezeigt,  dass  das 

/P  cos^ 
— —-da:  durch  die   folgende  uuendliche  Reibe  darge- 

CT  *^ 

stellt  werden  kann: 

„   -^3^=C+/p^j.f^  +  j.j^2;^--etc., 

wo  es  besonders  merkwürdig  ist»  dass  di^  Constante  mit  der  des 
Integrallogarithmus  übereinkommt.  Man  konnte  diese  Function 
wohl  den  Integralcosinns  nennen»  und  Herr  Prof.  Schlomilch 
scheint  diesen  Gedanken  gehabt  zu  haben»  indem  er  es  durch 
Ci(p)  bezeichnete. 
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•        Uebrigens  habe  ich  a.  a.  O.  gesagt :  „  Offenbar  hat  das  Integral 

/p  cos«r 
da:  einen  beistimmten  endlichen  Werth,  wenn  p>0  ist"; 

dies  liegt  indessen  doch  nicht  so  auf  der  Hand,  weshalb  ich  dep 
strengen  Beweis  dafiir  hier  nachhole. 

Nach  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 
J  S^Sx=  -J  cosxdx+J^J  coBxdx—-^\nx^J^'^x, 

folßUch  ,       '   T><  '  " 

/Pcosar^        1    ,        .  ffAnXr, 

fösf  fct>mttt  aihw  der  iBetrefs  'dafäulf  blnäud;  tro  seigei»,  ikssT^    — -|-ftr 

einen  endlichen  Wecth  h&f»  w^  aqf  folgend^  Weise  erhellt.  Nach 
einem  bekannten  Theorem  ist 

indem  M  einer  der  Werthe  (Ten  aHo:  ist»   vreldie  diese  Function 

bei  der  stetigen  Veränderung  des  x  von  op  hi9  2^  erlangt ;   da  nun 

dieser  Sinus  niemals   die  Mnheit  übersteigt,    so    ist   Klar,   dass 

l 
— M.—.  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  nicht  verschwindet;  end- 

Ikh  ist.  '    ,      w 

•  t^e-^dx 

Es  ist  WIM  leicht  ek^^usehen»  dass' da»  Integr^Jf    — :::sr»wf 

den  Integrallogarithmus  reducibel  ist,  wenn  m  c^ne  pestiln»  gaaise 

j  P  cos  X 
Zahl   bedeutet, 'Jass  "feroer  die.  beiden   Integrale^,     iam+i^^^ 

/     — ö— Sar  auf  /     8a:  zuruckseffihrt  werden  können ,  auch  ist 

diese  Rediictbo  nit  gar  keinei»  i^chwMrfekd^en  iifeHbundefi ;'  ieh 
werde  sie  aber  dennoch  vornehmen,  um  daraus  einige  merkwür- 
dige bestimmte  Ictegfäfe  herzuleiten,  zu  dere'A  Wertbeo  man  aut* 
anderem  Wege  vielteicht  nur  mit  Schwierigkeit  gelangen  wurde. 


/* 


i»r-^0a5. 


(8       a^-  •"»••••  '  '■' 


Man  fc^/f^l-fe^/M^/^a.  J^= 


.         '  ■       '       ■  1  >  »  ( 


8S3 

Aus  dieser  Reduction^fonnel  deht  mai^  das9  dalBTo^gelegte  Inte- 
— —  reducibel  ist.    Fuhrt  man  die  Kecfanmig  aus^ 

OD  *^ 

80  erUM  nani 


1  •  • 


^  '  «fc         a?»  ^    (m— !)!>•»- 1^  (»i— 2)  (ot— l);»«*-« 

.    ~  (itt-5)(mp-2)(iii^l)^«»-»  +  ***^-  =t  j  .2i3-.;(»^t)|»^ 
,   ^1  fP  e-'dx 

*  1.2.3:...  (m^^      '^IT'^         •    . 

» >  •  • . 

Hiernach  ist  die  Theorie  des  Integrals  linker  Ha^d  als  abge- 
schlossen zu  betrachten^ '  wenn  man  Tafeln  für  den  Integralloga- 
rithmus hat;  indessei^  führe  ioh  diesen  Gegenstand  we^er  ims, 
um  neue  Reault9.t^- daran  4a  knlfpfen. 

Denkt  man  sich  er-p  jn,  eine  unendliche  Reibe  entwickelt  und 
für  den  iDtegrallogarithmus  ebenfalls  die  obige  unendliche  Reihe 
gesetzt,  so  sieht  man  uxtt  der  'Steife ,  dass  das  Integral  durch  eine 
unendliche  Reihe  von  fc^gendex  Form. dargestellt  wird; 

-TjSr-»  — Tf  + -^=15.+....  +  ^  +  ao/p+Ä,p  +  6«;i*+  etc: 
w       ^  P  P  V 

+  Cm— 1  9 

wo  6m— 1  eioa  immeirische  Constante  ist.  Unter  ^^nweodung  eines 
sehr  bekannten'  Theorems  über  Binomialcoefficienten  erhält  man 
insbesondere : 

"    __, 1    _. L__     1  1 

1 1  .         -  i         1 

+  1 . 2.  a  •  («i-^)««»-*^®'*^-  +  ^~  ^'       *t.-2 («-2)*a; 

(_l)m-l  1  1  ,  '  " 

Se^en  wiiaii^Fei'Sßits  für  «— ^  die  unendlJM^hßReihe^^tind  inlegrtren 

m!^P   tC~^  OHC, 

vbn   ar  b=  00  bis  ii:  =  » ,    so   erhält  man  f     — —^ =f(p)  ^rfi^  )> 

w%j;wm  folgt  ~-/*(i9D)=Cjyi-^;.  da.  mm  die^erjst^  Horizantabreihe  in 
f^}  (&t  jf:^<x>  Y^rsiQbwiiidet»  8^  fcJgtp  4a(^,^ifi^ii¥!ic^^.    . 


(c) 
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fSr  ar=QO  einen  bestimmten  endlichen  Werth  —  Cn.«  erhSit,  der 
vermöge  der  Gleichung  (b)  bestimmt  werden  kann.    Mit  Hülfe  der 

findet  man  nämlich  leicht 


CO 


Die  Aufgabe  ist  nuo,  diese  Zahl  durch  ein  bestimmtes  Integral 
auszudrücken. 

Nach  (c)  ist:  ^ 

/Pe^Sx  ,  1  1  .1  1 


«iP+«^*  +  ß^i»'  + '>**>    ^so  für  p=0  ver- 
lassen sich  alle  Glieder  linker  Hand,  vom  zwei- 


wo  2  die  Form 

schwindet    Nun 

ten  an,  durch  bestimmt^,  von  x  bis  p  sich  ausdehnende  Integrale 

ausdrücken.    Denn  man  hat  offenbar 


folgliiih  nach  dem  Vorhergehenden: 
4f         La:"  ~  a:"  +  i^r^-  "La*  x"-»  +  **"'  + 1 . 2...{m-  2) '  a;« J 

LSsst  man  sich  in  dieser  Gleichung^  der  Null  nähern,  wobei  H 
und  /(l  -\-p)  zum  Verschwinden  kommen ,  so  erhält  man  die  merk 
wflrdige  Gleichung: 

i^    fSxre-'-l  .      1  1         1.1  1        .. 

^*^«(b      arL  a;"-i   ^«»-«"O'^^  +  ITO'a:"-«'"®**'- 

,    (-1)—^     1  .      (-1)'^       -1-1-r 

■*"  1 .  2....(ot— ^  *  a;  + 1 . 2...  .(m-l)) "  1  +  a; J  "  ^-» ' 

WO  Cm-i  eine  numerische  Constante  bedeutet,  die  nach  (d)  berech- 
net wird. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dasei  diesedeichung  f&r  m=i  eine  Modi-' 
fication  erleidet;  es  kommt  näitalich,  wenn  niän  die  obige  Betracht 
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lang  für  diesen  Fall  aufmerksam  verfolgt,  und  beachtet^    dass  C^ 
die  CoDstante  des  htegrallogarithraus  (c)  ist: 


(e') 


(fr' 


1  + 


^=C. 


1.2....(»n— 2)« 


In  dem  Falle  m=2  eodKch  kommt  das  Glied 
gar  nicht  vor;   es  ist  vielmehr 

Was  die  Werthe  (\y  (^  C^,  u.  s.  w.  betrifft,  so  kann  man  aus 
(eO  leicht  eine  Recur^ionsformel  dafür  entwickeln.  Bezeichnet  man 
nämlich  die  absoluten  Werthe  derselben  durch  kleine  Buchstaben, 

so  kommt  leicht  Cw  — -:'Cfii-i=— -r-a — zi%  oder 


if) 


c»--(c«-i+j^2_J. 


Da  6'=0,57721S664901  ut,  so  findet  man 

C=0,677215664901, 
<^ =0^22784336099. 
Cks=0,461392167549, 
c,= 0,209352944735 


u.  s.  w. 


Diese  Zahlenreihe  nimmt  ziemlich  schnell  ab ;  übrigens  ist  mit 
Ausäahme  von  C  die  Zahl  c^  am  grSssten,  von  Cg  an  aber  findet 
fortwährende  A.bnahme  statt,'  wovon  man  den  Grund  leicht  ein- 
sehen wird. 

/p   COS  Od 

/cos^  /*  hx         C  C  dx  i 

^^2i^S^=^eo8xJ^^^fl+J  »inxBxJ^^^y  so  erhält 

man  leicht 

/y  cos>T8jr_       1    cosp      _1_  /*P  sin:r  p 

Man  erhält  ferner 

/P  Binx  r,   _  1 sinp  1       fPcoBX  ^ 


Die  Substitution  dieses  letzten  Ausdrucks  in  den  vorhergehenden 
giebt  die  Redüctionsformei 


■Hl 
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^    ajä^+i**^— 2m'  p««  ■*^^--l)2»»t'^ä*^      • 

'•  '  •■    1         fp  cosa;  jj 

/ 

und  ddrdh' snctessive  Anwendung  defi^elben  kommt 


>  \     «     -     -      l«. 


fp  cosa?  Q   __      ^    cosp  .       .1  siny 

W  ^    5ä^Fi^^~'^2m'./>a«  +(2m— l)2m;|i««^» 

L coäp  '  — -        1  flihy 

■"  (2m-2)(2OT— l)2m  "p«»»-^  ^  ^2»i-3)(2m— 2)(2wi— 1)2/» ' p^  ' 


{— *  1)"»       coap  .    (^  l)*^^  '    ainp 
I.3.4....2to"    /?«   "''1.2.3v.l2m*    p 


+ 


( l)w+2        fPcOS» 


1 .2a3....2m«^     ;  o; 
Durch  die  Entwickelung  von  cos^,  pinp  und  /     ^Sar  fiq^eC 


man  das  Integral  linker  Hand  von  fölgctider  VdttAi 


•  s 


/'^3.=CV+^+^,:t^^+.:..+^| 


P 

+  «alp+hiP* + *<p*^  etc. , 

und  zwar 

(_  1)111+1 ......  1 

d7d   (IkHgcfn.'Co^fltci^nt^tl   fitidet  mafti  ^tlf^clf^t  iv!tch   A\e  unb6 
stimmte  Int^gfation  d^i^  Differentials 

*        « 

;yaw+iCosa:-^a„^^(l-j  2+ 1,2.3.4""**^*^'' 
auf  diese  Weise  erlialt  man  nämlich  sogleich: 

^^^•"••4    a;«»*+i*^""^*^'^2mp2«''^1.2(2iii— 2)pa*-« 

^  l^ra  •  (SHJpJsri +etd  +4.25~S^ä)  •  V 

+  1.2....2m'^  +  1.2....(2m+2)*^+1.2....(2m-f4>'^*+^"  *'*^- 

.  '*      '''^'.     .'     •  ^  •  •      ^1      1  i 

Drückt  inaiimitf»  wievöAet^dleGlk^eri— ^gjr^,  j-g  *.^_^'  «g^i^ 

u.  is.  wi/j  2    2m ^^  ^"'^'*  böstfirimte  lyltfe^ile  aiiö ,.  A^  ;^teiij^öft 
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1.2  a:^«-'- 1:2:^2  ■ä^i!f=i  +  - 
•"•  +  ,-4=^^^^!=i,    1  ^    (-1)'»         1  •  T 


t  md 


C) 

o«MllSrBi=i 


f'^dx.      .      i 


IHidie 


nt    ^-«i«- Integral/' 4E£ar. 


I  A  sonÜiPJ^^^^^«^..,  ...^.^^  .2v>*^-4 


(— !)•*■* 


iTe  Bez 
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:  '-•■    1 fP  jcosa;  « 

/ 

und  dÄrdhv'siictessive  Anweiidung  defi^elben  kommt 


»     1  -,  —  ji 


+  (2m-2)  (2m— l)2m  '  p^^^^  ""  {2OT-3)(2m— 2)(2w— l)2m '  p'^ 


II    t  • 


r      ,       Hl)"»       eoap       (-1)"*+^;  .?{np 
^2.3.4....2m      p«   ^1.2.3vA2m*     p 

"*'l.!j.3....2m-4     ;  a:    ^'*'- 

•  .  \ 

»I       1-     ■•••','  »  •  '  •    y» 

Durch  die  Entwickelung  von  cosp,  ainp  nndj     dx  fiq^eC 

das  Integral  linker  Hand  von  fölgehder  Fcfrmf 

+  «ö^ + *2p*  +  i^p**-  etc. , 

^       •  >    > . 

und  zwar 


man 


» • .  .1.1  .  .{.'».«'<" 


d7^  'tibHgcfDi'C(>^fltcient^ti  fiididet  mM  ^h^cii^t  duVch   dl^  unb6 
stimmte  int^fafion  döi^  Diff^i-ebtials 

3a?  dx      -       ;c^  a^ 

^H^  cos  ar  =^^SrFI  (1  -  O  +  OX4  ~"  ^^'^'^ ' 

auf  diese  Weise  erliatt  man  nämlich  sogleich: 

(_1)«  (^l)m+l  (_l)iii+ä 

+  1.2....2in 'V  +  1.2....(2m+2) -^^^  1.2....(2m-M>'^*+'"  '"^ 


ti        -1 


•V  ■     -."x      \        r. .  .       r 


Drückt  inaiintnft',  wievöÄec^dle  CrfiMeir  i—  4Lf' 21»  *  fo  VW— ^'  aairli» 
u.  s.  wi/j  2     2m^^  *"^^  bestifilmte  Ijitfe^ide  a^ö>  dSö'fifejfc  l^öil 
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X'  bis  p  ausdehnen ,   bringt  dieselben  auf  die   linke  Seiten  md 
lässt  dann  p  skb  der  Null  nähern,  so  erhält  man: 

,g.   fdxreasx-r,    1        i_     1  ■     •■    I  '"'".  '  .    ' 

^'»i     a-L     a;*»     '■»"  1.2*  «2^»""  1.2.3. 4  >««?-*  ■*""•• 

•"•■*'1.2....C2i»-2)'a:«.+  1.2....2i«  l+xJ^^*"' 
Für  m;;=0  liat  man  besonders  zfi  beachten; 


und  für  9it=l 


^^^ 4      o:  V    ^*       +1.2  l+a:y~^*' 

Die  absoluten  Werthe  der  Grossen  C^m  sind,  wie  aus  (ß)  er- 
hellt, mit  den  Grossen  C2m  identisch« 

III.    Von  dem  Integral^     — ääT^^' 

CO        *^ 

Da  die  Betrachtungen  in  Bezug  auf  dieses  Integral  den  vor- 
hergehenden ganz  analog  sind,  so  darf  ich  mich  jetzt  kurz  fassen. 

-  Durch   die-  Reductionsfonnei  S  .   — «zr  8a;= — ;  3 f  •  "am^i 

1 cosp  '    '■    ^  ■  J  ^'  ~-         /*p   sing;  ^         .       . 

man  zu                  ..    -  .     . .      >    .^f,'  .,/,..    >«i.u  *.    j     '•  .     .^ 
^ ' ■    ■  •  ^  »inrp  '    -  •  '- •■   -         covp  '    '  " 

+  1.2.3....(2m^l)-    j,   .+^:ä:ä....(2««-l)Tfc        ar    "*' 
daraus  ferner 


(2m— 2^' 


5^»£=i-'  •"•  +1.2:...  (2»«-^  '^**'  ozps-r/'' 
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/ 
und  dÄrdhv  Buccessive  Anwendung  deriielben  kommt 


«  /    t  .    »         «  » 


(  ^.  —  ^^ i 


/*P  cosa?  .   _      J^    cosp! ...  1  •  1  »ipy 

W  J^    a-aw+iöa^— 2m  '.  p«»  T  (2»i— l)2m  >**-» 

"*"  (2m-2)(2w— l)2m  '  jS«^^  ""  ^2m-3)(2m— 2)(2w— l)2/ii '  p*-^ 


<  «    . 


^  ®.3.4....2»n     21«  ^1.2.3v.l2m      p 


2. 


I  > 


1.2.3....2m«^     j  a; 


\  t  \\\  M  P  COS  »l? 

Durch  die  Entwickelong  von  cos/?,  pinp  und  /     *—Sx  fimleC 

man  das  Integral  linker  Häod  tod  föfgehder  FoYmf 

+  ffö§) + h^jJ^ + 6<p*+'  etc. , 
und  zwar  .  :    ..  .    . 

( l)w»+i  ..J  1 

ißk'1iÜA^^u!C6i{tc\^n^^  ^<)f&clif^1-  duM    dl^   ünb6 

stfinrate  Ihtfegf äfiort  diö  Dlff^reDtfals 

9a?  _    dx     -       .T^  a:^ 

a:2w+ic?sar--^j„^^(l-j  2+1  2.3.4— «*c.); 

auf  diese  Weise  erhalt  nlian  nämlich  sogleich: 

+  i:2:i^^^  +  1.2....(2m+2)*^*+1.2....(2m+4r^*+>  '*«f- 
Drückt  inait  mn^  wie  vdrbes^rdle  6(k4(Br  *-  ^g^  *  12  '^Z^S^»^' 

u.  s.  WV  ^  o  ^  o  yip  Äwrch  böstfirimte  lötfe^i^le  a^^v  fti^  «(cli  t^bii 
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QO'  bis  p  ausdehnen^    bringt  dieselben  auf  die   linke  Seite »  lud 
lässt  dann  p  skh  der  Null  nähern,  so  erhält  man: 

^^•5,     a-L     x^    ^  1.2*  a;«»-«'"  1.2.3. 4  >*?-*"*"  ■"• 

■••■*'1.2..,.(2i»-2)'a:«T  1.2....2»i  1  +aJ^*'»"- 
Für  m^Oliat  man  besonders  zfi  beachten; 

♦ »  •  • 

und  für  9it=l 

Die  absoluten  Werthe  der  Grossen  C^m  sind,  wie  aus  (ß)  er- 
hellt, mit  den  Grossen  f^m  identisch« 

/p  sin  sc 


'«• 


Da  die  Betrachtungen  in  Bezug  auf  dieses  Integral  den  vor- 
hergehenden ganz  analog  sind,  so  darf  ich  mich  jetzt  kurz  fassen. 

/v  sin^  1         sin  2) 
.   x^^                2m— 1    «*»~* 
^ f                 ^ 

man  zu 


1 cosp  "^-    ' '     I  ^  fp  sinx  ^        . 


J*  sin;»^  sin»  ^  coso 


•  • '  8inr;>  '  ■'  ■  ■'    , —  '^      •        comp  '    '  "  ' 

(—  !)■»  BIPp        ,    /  (_t)m+l  /*>  COSaTQ 

+  1.2.3....(2»i-l)'    p   Tl.2.3.J(2m-l)ri        a:    "''' 


> 


^)  •  •  •  •    .^      Jj^a;=  C"a»-j  -  (2^— 2)p*»-« 

i  j/^  (—1)"»-^»         1    .       (—1)*-»  , 


1,2:... (»11»-^  V     1.2....(9ter-l; 
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>"•!'■ 


/Peofca.i   _■    2_!  coajp         '1  rtnp' 

/ 

and  ddrdh^  Bnctessive  Anwendung  deffielben  kommt 


»     \ .,  ■  ~  i»  ....-  • » 


/*P  cosa?  Q   _      _1_    cosp. .    .  ■  / 1  <iny 

W  .4    5«^Fi^^— ^2m'.p«m  +  (2m--l)2m  >««^i 

1 co^  '    '-  -         1  glttj> 

+  (2/11-2)  (2iii— 1)2/11  *  jS«^^  -*•  ^2OT-3)(2m—2)(2wi— 1)2/11  >"- 


2. 

■j .. 


1.2. 3... .2m  «(5     j  a: 

•  •      •  '  *'^  /  P  C08.T 

Durch  die  Entwiekelung  von  cos/?,  pinp  und  /     ^^So:  fimleC 


man  das  Integral  linker  Hand  von  fölgehd^r  Foirmf 


+  «ö^ +*2p*  +  h^Tp^4lr  etc. , 
und  zwar 

d7^  'tibHg€^ni'C(y^fltct6nt^h   fiYidet  mafti  ^Klfacl^^r  duVcll   dl^  unb6 
sthnmte  lilt%f aifion  db^  Diff^rebtials 

8a?  _    8a?    ..       ,t^  a?^ 

^am+iC08/r~^a„_,.^(l-j  2+1  2  3  4— etc.); 

auf  diese  Weise  erÜatt  man  nämlich  sogleich: 

-  ra  \^^l)p^^^^^ + nv^ä)  •  2^ 

+  lX::2^»"^1.2....(2m+2)'*^'+1.2....(2m-f4>-^^'»>  **«f- 
Drückt  mai*mi«5  wievöÄet^rdleGltedpr  i-^gr^,  j2  'f^Z^SäS^' 

u.  s.  W!;j  o   C  ?ip  ^fuifcli  bestffiimte  Ititfegrile  Wöv  «i^  äJcIi  i^bii 


t.    <i 
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00'  bis  p  ausdehnen^   bringt  dieselben  auf  die   linke  Seite,  lud 
lässt  dann  p  skh  der  Null  nähern,  so  erhält  man: 

(s,  r^xYt<mx-\\    1        1  t  1     \         ' 

^^•d     a-L     a;*»    '■•"  1. 2 '«*"-«""  1.2. 3. 4  >*«?-*     •"• 

••  +  1.2....(2»»-2)  a:«.+  1.2.,..2ni  1+«J^*'*"" 

J  .      •  .  ■       ■     ' 

Ffir  m^O  liat  man  besonders  zfi  beachten; 


/^8a:  •      '1 


und  für  911=1 


«    >    * 


Die  absoluten  Werthe  der  Grossen  C^m  sind,  wie  aus  (§)  er- 
hellt, mit  den  Grössen  c^m  identisch. 

III.    Von  dem  lntegTa.[J     — 2m  ^^' 


vor- 
fassen. 


Da  die  Betrachtungen  in  Bezug  auf  dieses  Integral  den 
hergehenden  ganz  analog  sind,  so  darf  ich  mich  jetzt  kurz  fa 

/P  sin  HC  1         sin  o 
1 cosp  '   "      ''  •  I  ^'  •'        fP   sinx  r,         ,       . 


»^    ». 


mal)  zu 

i^sin;»A  «in»  ^  cos» 


( —  1)°»  sinp      .      (—1)»»+^         /•p  cosa?  ^ 


•       * 


daraus  femer  ^ 

„  fp  sin  a>^       ^  1 

W  •  •  •  •    .J    ■^<'^— t'  >"-»  -(2ot-2;jp*»-« 

.  _1 t/  (—1)"^»        1    .      (— 1)*-» 

"■^  ••#•  'r' 


/ 


Gadltcb  kommt 

/••Sir  sin»       _i^4.^'-,.-5i^--- 

and  insbesondeie : 

/••  a»  /»im L_'\=Ci"=,_(l-C 


,    ,      XJOV.. 

iTPbei^ebie  eeWlsse  Klasse  fteslimiBter 
jreDer^^me  K«=   „„Ichcn  die  Function 

*•* 

ö        «    ,   -^.F.  Arndt, 
Herrn  DoctorXi..„  siraUuri. 

Lehrer 'am  Gjmuaaiatii^.ji. 

ki     sich  Herr  Profeesor 

^Im  VII.  Bande  des  Archivs  p.  270  ff.  hatT^t_  /**  c""*^^ 

SchlSmilch  :iBit    den    beätimmfV   Integraleo^^'  "      *^^ 


/'«'  xalnbxdo! 


b(isch«ftigt,  und  TolgepdB  VVerihe'  gei 


y"®  cos 6^ 8a:  tc   ,        -  sp^xsinbxbx      n         . 

.,.(a>0,  6>0).  ,  ... 

Im  Creile'dch.d.il  Journal.  Band:il^^.;jhat  dieser  ausgeaeicbDete 

Mathematiker  denselben  Gegenstand  von  N^uem  aiugenommen  und 

durch  eine   zwar  weitläufige ,    äb^r  sehr  sftmreft^he'Methoä^'äUch 

i_    j.     «T    XL     '^    .  f"^  xcosbxdx       j   /•®sin6^3ar         .^  ,^ 
noch  die  Werthe  fonW  .  g^^a  '  ""^<*  J      ^laLW  «raiittelt. 

Es  finden  sich  dort^ld'  Formeln 

a_  a    = — cos  ao6'f(4i6)-»-T«aii6  &*(«*)*    • 

/*  asin6a:8ar     „    .,        ^vi*.  ■        \  ov  jx  «x 

Ich  werde  diese  vier  Integrale  natli  einer  von  der  Sehr^mllcb- 
sehen  ganz  verschiedenen  Methode  v^on  Neuem  besonders  unter- 
suchen ,  und  darthun  y  dass  die''  so  eben  angegebenen  Werthe  nur 
unter  einer  ganz  besondem  Varaiisset^ng  richtig  sind.  Zum  bes- 
seren Verständniss  des  Folgenden  muss  ich  einige  Bemerkungen 
vorausschicken. 

Alle  vier  Integrale  sind  von  der  Art ,  dass  die  Functiqn  unter 
dem  Integralzeichen  för  x-z^a  unstetig  wird,  und  eben  deshalb  ist 
bei  der  Werthbestimmung  derselben  ganz  besondere  Vorsicht  ntithig. 

Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral  /      f{x)dx.  Wenn  die 

Function  f{x)  für  alle  Werthe  von  x ,   fswischen  welcben  man  in- 

tegrirt,  endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  bekanntljch 

•  ••  •  •  ^ 

(«) y  "/T(ar)ar=iK^i)-tK*o).  '     • ''" 

t 

wenn  ^f(x)  der  allgemeine  Auisdmck  des  tinbestimmteii  Integrals 
f  f{x)ix  ist.    Wird  dagegen  die  Function  f{x)  fiir   einen  Mittel- 

werth  zwischen  Xq  nndo^i,  z.  B.  für  x=a,  unstetig,  so  darf  man 
di^  Formel  (a),  wie  bekannt,  im  Allgemeinen  nicht  anwenden; 
vielmehr  glebt  sie  dann  häufig  fehlerhafte  Resultate.  In  diesem 
letztem  Falle  ist  eine  Theilung  des  Integrals  nuthig;  um  nämlich 
seinen  Werth  zu  finden,  suche  man  die  Grenze,  welcher  sich  die 
Summe 


f(x)da;+J  ^  f(x)dx 


nähert,   indem   die  positiven  Grüssen  u  und  t^. beide  gegen  Null 
o(üf         convergiren  und    sonst    ganz    unabhängig   von   einander  sind 

'M'        £fi^  sei  z.  3*    -   '  I 


*)  Die  Bezeichnnng  ist  bei  Schlömilch  etwas  anders. 
Theü  X.  16 
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/ 


ZU  entwickeln ,  wo  wi ,  n  positiv  öind  und  fiir  x=0  Unterbrechung  der 

rdx 
Stetigkeit  ßtaltfindet.    Da  aUgetteiny  ~i:|/.<a:«),  s«  wifrde  die 

Anwendung  der  Formel  (a)  geben; 

■   •  /_:i=K.<.«)-.'.M=i/-  (s)'^'£. 

da  n,  m  positiv  sind.   Allein  dies  Resultat,  iat  unrichtig;  denn  zer- 
legt man  das  Integtal,  so  kommt 

füt  ff«;n:0,  .vs?0>  also  offeobftf  r 


Hier  bleibt  nun  das  Verhältniss  — .  während  u,    v  sich  beide  der 

u  .         - 

Null  oabem^  vuUi^  i|d bestimmt,  da  die IJedingung  der  Aufgabe 
gar  .keine  gegenseitige  Abbängigkeit  zwischen  u  und  v  feststellt  ^ 

. —  unbestimmt  *).     Es  ver- 

dient  besondejs  hervorgehoben  zu  werden«   dass  man  nicht  etwa 
ü^tf  i^etzen  darf,  alsQ  auch  nichf 

Unter  dieser  Voraussetzung  würde  l9g-7offeii|baf  verscbwiiideQwd 


*)  Minding  nimmt  in  seiner  ▼ortröffllchen   Differ^n^fal^   nn^ 
Integralrechnung*    Aerlin«  l$3Ctt  auf  den  hier betrach^eteii  AasnaK- ' 
nyefall  ganz  besonders  RUcksicbt,  und  die  obige  Definitien  des  bettiinm-' 

ten  Int^rals  /    ^/(x)Sx  for  ^n  Fall,  da««  für  o;  7=  41  Unterbrechung  der 

Stetigkeit  statt  findet,  Terdanke  ich  ihm. 

Merkwürdig  ist,    dass  ^r  anter  Anwendung  der  Formel  (a)  findet: 

/??=/(  _?_V  also  einen  Inairinären  Werth,   der  die  Unzuläs- 
-m  X       \—my 

qigkfit  der  Formel  (a)  fof  den  vorliegenden  Fall  um.fo  laebr  ^°^  lu^^bi 
setz?B  soll,    JHLinding  kommt  «u  diesen^  Resultat |  indem  ei;  da«  onbe- 

/f)x  '  . 

—  z=lx  setzt,    -wai  nnr  für  positive  X  fichtig  iaft, 
X 

/Bx 
— =ll(x^),  wie  schon  hinlänglich  bekannt  ist 
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der  Wtitb  fr-  fiicl]%  sei».    Däas  iib  AligemeJDfn  nicbt  ^=?«;  ge- 

In 

nommen  werden    darf,  erhellet  leicht,  wenn  man  die  bestimmten 
Integrale  sich  durch  Fläcfcenräume  dargef^teHt  denkt 

Nehmen  wir  nun  bei  den  obigen  vier  Integralen  die  erwähnte 
Theilung  vor,  «o  werdep  die  folgenden  Betrachtungen  uns  zu  dem 
Result^U^  fuhren,  dass  d!e$e  Integr^tJe  unbestiWmt^^$ilid,  unil 
nur  unter  der  Voraussetzung  «  =  v  die  voo  Schi 5 milch  a.  a.  O.  ' 
gegebenen  Werthe  ßrhaiten.  Sqhlüjfuli-pli  fiat  jn  iseinen  Ent- 
wickelungen  auf  die  Unterbrechung  der  Stetigkeit  nicht  Rück- 
Bicbt  genommvoi    «ü^esbulb  er  zu^  obig«»  b^atio^tiiilea  Werthen 

geführt  wurde;    er  setzt  unter  Anderm  /      -« «=0,    was  nicht 

richtig  ist.  Denn  man  hat  durch  unbestimmte  }ntegTi^tion 

•^        x^ — a*         •^a+»ar2^ö*      ^     Lt?(2a— m)J« 
Nähern  fiicli  nun  u  und  t?  der  Null,  so  conyergirt  a^^^    *g^gcP  1> 

»  • 

allein  das  Verhältniss  —  'bleibt  unbestimmt,  und  es  ist  also  auch 

/*     3a;  :    ■       . 

-j 5  unbestimmt,  und  nur  =0,  wenn  man 


0    x^-a^~*^o        x^-a^jJoA^x^'-a^ 

•  ■  \  • 

setzt,  und  die  Grenze  für  ttr: 0  iiesthnm^       ,.'■ 


I. 

Beschäßigen  wir  uns  nun  zuerst  mit  demlntegraA  /     — ^ — 2"=*^» 

WO  wir  offenbar  a  und  &  als  poi^tiv  betrachten  dürfen;    auch  darf 
^  n^cht  Geschwinden,  da  ^  sp/9sjt  wifiidjfch  wird. 

»'»•Ol  '1 

P»  »  *  'Atig — ^  — : — i — ,L*o  kommt  die  Aufgabe  euf  iBe 
Entwickelung  von 

zurück. 

Was  das  erste  Integral  betrifft,  so  habß  ich  seinen  Wertfa  in 
einer  frühem  Abhandlung  scnon  entwickelt;  ich  habe  nämlich  ge- 
funden :  .  :  -1  .     i!    ' 

16* 
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'  (l).../*2!»i^^_^cofl«6G»(«fr)+8in«*j4«— «(<*)), 

;    .     .         .  ..  ♦     .      .  •  ^  •  . 

C  (die  Constaiite  des  Integrallogarithnius)  ==  0,5772156. 

Um  Bttii  ferner  co»  zu  entwickeln,  bei  welchem  für  o^^^rü  Unter 
brechung  der  Stetigkeit  statt  findet,  müssen  wir 

y^g-ttcos6a?:8a;      /*?  cos6ar8^  . 
0  a: — a    ^J  a\v     X — a 

setzeti,  und  u,  v  sich  der  I^ll  nähern  lassen^    Es  sei  also 

/•o-«cos6;uS^     ^       /**   Qos6a;da?v 
0  =  / ,  ®i  =  /  •'      — -^i 

•  "  "    •        1, 

Fiir  X — a:^*— y  wird 

4  •  t 

^      r^cosgF(a-y)8y^  cosaft/^^^^+sinai/'?^ 


Man  hat  nun 


also  durch  Substitution: 

(2)  ....  &=^         --^=coBab[a{ub)—Ci{ab)\ 

-  .         ..,+sinaft'{5j'(w6)-W(a6)).  ,.'*'    ,. 

Auf  der  andern  Seite'häf  nlaW,  \¥enn  x — ä=y  ges^M  wirf, 

aber 

also  durch  Substitution : 


24S 

(3)..,.«,=/'*  ^^^~=^eo»obG(vb)-Binab{\it-Si(vb)]. 
Durch  Addition  von  (2)  und  (3)  kommt 

+8ma6[Mv6)+SKvb)-Si(aby^lit]. 

•  •  •  •  '  , 

Nahem  sich  nun  «  und  v  denr  Null,  so  veTschwindeD  offeDbar  Si(ub), 
Si(vb)',  dagegen  wird  Ci{ub)  —  C£(i;6)=4/.(^J  >  oder,  wegen  a>0, 

—  ),  wobei  das  Verhältniss  —  völlig  .  unbe- 
stimmt  bleibt    Es  ist  folglich 

(4)....    „.=/[*  S^^=c.8«Ät/(j)-0(ii*)r 

-48ina6{i«  +  Si(a6)i. 

/*  COS  bxBx         /* 


^  cosbxdx 
x—a 


— l/'     T — >  so  hat  man  nach  deo  Gleichungen  (1)  und  (4) 


(5) 


2a  /      — s — «-=cosao/l  —  I— »sinoo. 


Addirt  man  die  Ausdrücke  (1)  und  (4)  und  beachtet,   dass  ^  ,   • 

X ==  -s i,  SO  findet  man  auf  der  Stelle 

■ .  jf — a     JF"— Ä* 

I 

(6)....y^"  ^^^=cosa6{>?(j)-Ö(ai)}-sina6Äi(a6). 

2. 
Auf  eine  ganz  ähplidie  Art  wie  vorher  findet  man  die  Formeln : 

— coaab\Si{vb) — Si{ab)\, 

ii-|-t)      X"^  "Ä 

durch  Addition: 
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/ 


sin  bxdx 


*  Binbxdx 


w  ab  [Ct(tib)—Ci(vb)'-  a(ab)] 


— COS  ii6  [  Si{nb)  4-  Si(vh)  -  &(q6)  -  4«], 


and  für  tf=0,  t;=:0: 
o         a>— a 


(3').../^ 


In  einer  frühem  Abhandlmig  habe  ich  ferner  entwickelt: 


r-  »     ii;  « 


&iireh  Sabtmctimi  and  Addition  der  FV^noeln  (3^  ttod  (40  erhält 
man  leicht: 

mf^  ^^^=^^«MU0)--a(Ä6)}+ce8«6S£(aÄ)^ 

(6') j^      ■  ■  rJ^  -^  "iii  i  ll  —  1  sin  ah  +  ixe  cos  a6. 

För   -=1  gehen  die^  Formeln  (5),   (6),   (5'),   (d')  tn  die  von 

Schlumiloh  im  Archiv  und  im  Crell«'schen  Joufnal  ange«. 
gebenen  fiber^  was~^  ich  bereits  oben  angedeutet  habe. 

Schliesslich  will  ich  bemerken ,  dass  die  beiden  Integrale 

,  "  •        *  -  -  r  •  •  « 

"      *  •  » 

nüt  denen  Schlömilch  sich  im  Crelle'schen  Journal  ebenfalls 
beschäftigt  hat^  unbestimmt  wie  die  vorhergehenden  sind.*  Ich 
werde  sie  in  einem  nächsten  Aufsatze  einer  besondem  Datersudivog 
unterwerfen. 

rA  ■"•  ■    •  ■  •   . 

■\  J     ■  .  ■       . 


1     •  • » 


(' 


'   \. 


'\  .  '.Ol 


• »  • 


3t7 


I  * 


Uejber  die  Intearrale  f*  ^^  und 


s: 


Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

L^hier  Am   Gymnasitim  zu  StiulMuid. 


Da  bei  beiden  Integralen  Utiterbrecliung  der  Stetidcett  für 
ar=a  eintritt 9  so  müssen  wir  jedes  derselben  in  zwei  -anaere  zer- 
legen, deren  eines  sicli  von  ;r=^0  bid  :ir=^a — k,  das- andere  von 
^==a-ft7  bis;r=OD  erstreckt^  und  die  Grenze  der  Summe  für  u=üy 

©=±="0  ermitteln.    Da  ferner  ^-s — 5=3 zn — '  -5 — 5=--' — 

x^—ar     x—a     x-\-a    x^ — o*     x—a 

-f-      i    ■,  60  diobt  man»  dass  es  hier  nur  auf  die  Entwidcelung  fol- 
gender drei  Integrale  ankommt: 

•^0         ^ — o  ^a+»   ^ — «  •^o      ^+a 

Was  das  erste  betrifft,  so  erhält  man,  a:  —  a=  —  y  gesetzt, 
e=/"^:^5:^^:^=e-»/-S5!^^e-^/"'*^.  Die« integral 
ist  nuf.durehHeihen  entwickelbar  I  am  einfachsten  setzt  man,  um 
eine  solche  Reihe  zu  erhalten,  für  e9  dieiinendtiche  Reihe  l+y+^ö 

-|-  4   q  o-f  gtc,  und  integrirt  zuerst  unbestimmt  i  wird  zur  Abkürzung 
tf'(»)=i'.(y*)+f+i-I^+i.r^+etc. 

— ^-*t=t'5;(t«Ä^)-^ip(«Ä),  also 

«^    y 
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/%!"te  *'®''*  """"  *"*   •*•««"  Gleichung,   dass   das  Integral 
Man  hat  ferner,  x—a=:y  gesetzt. 

Dies  Integral  i^t  bekanqtlich  der  Integrallogarithmus  von  e-*».  und 

man  ii|ij(  '  ..■...%..(•        -  -r.   ^  ' 

WO  0=0,5772156; 
demnach  ist  ^ 


(2) 


voraus  man  sieht,  dassd^s-Integraiy*  ^r-^x^sr  +  ap  .wirA 
Die  Addition  der  beiden  Ausdrücke  (1)  und  (2)  giebt    ' 

ffir  »=Ö,  r==0  wird  btfebbar  t(«6) -Ä(«r*')='if./|)Vc,  wo 
das  Verhältniss  -  unbestimmt  bleibt;  folglith  ist 

.^     Endlicli  fi^diöt  toan  (ur  a:  +  a=«:  ;  •  \ 

also 

Subtrahirt  man  nun  (4)  von'  ^^  so' eitsteht: 
«\    o    /'*e~**5a:    .  /m\*    ■ 


/ 


^i» 


die  Addition  von  (3)  und  (4)  giebt  dagegen 


.1 


Setzt  mä^  jetit  mit  Schlö  milch 


»   -  Cö*     .    .         CD* 


C+y.(a»2)+j-+i.j^:+i.|-5-^+etc.:^fö(<v).  , 

so  Ist  offenbar  C  +  ip(a6)=J4(a*),  /i(^)  =  £i(-a6),  ind  die 
Gleichungea  (9),  (6)  nehmen  folgende  (Ceetalt  an:  ^ 

(8)  ....  2j^*=^^=«-.»[J/.  (j)Vi£(a6)]-*«»£f(-a*). 

Die  Integrale  sind  folglich, Ikeide  unbestimmt;  set^t  man.  dasTet;- 
hältnisa  .  r'^ls  ck>  gehen  die  Aasdröcke  in  diejetiigen'über^/irelche 

Schlo.milcfa  im '33$ten'  Bande  des  Oi^^lle'sciben  JpurnaU 
p.  328,  gegeben  hat  '      " 

;  .   .  *  I  •  •  •  •  • 

Schiiesslich  verdient  noch  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 

•  '  .  •♦       .       .      ■ 

Da  ^   ■    '  .,,.,,, 

£i(-a6)=C+4/.(o6)«—  ^  +  4.  ^^-etc.=Ä.  (e-«*), 

und  diese  Function  n  Ei{ab)  übergeht,  wenn  man  a6  negativ  setzt, 
so  konnte  man  sich  veranlasst  sehen,  Ei{ab)  =  li{e^)  zu  setzen; 
allein  dies  ist  fehlerhaft,  indem  der  Integrallogarithmus  einer  die 
Einheit  übersteigenden  Grösse  wiederum  unbestimmt  ist. 

Um  dies  darzuthun,  .sei  da«  Integral    #        zu    ent- 

wickeln ,  wo  p  positiv. ist.  Da  für^^=:0  Unterbrechung  der  Stetiskeil 
Btati  findet,  «o  M<i»e  num  '  -      •    ">  ^ '  ■■^'      '-  •  ^^^ 

wo  14,  9  beliebig  kleine  positive  Grossen  sind.-    Man  hat  dann 

— j-  =  C+4/.(it«)-j-  +  4.f72— etc.. 


.1 


«2 


—  4/.(t>*)— j— 4.  j72"*"®*^ 


^0 


folglich 


wo  ^  filr  nssii,  v^O  verschwindet.    Daher  hat  man 

oder  tmch,  wenn  man  e~'^t^. setzt; 

Hier  ist  nun  eP  grosser  a|s  die  Einheit,  und  der  Integralloga- 
ti^hams  einer  die  Einheit  ühersteigendea  6r9S6ö  ist  £»lriidi  «noef 
stimmt,  da  zwischen  u  und  v  keine  Abhängigkeit  irgend,  einer  Art 
iHbstefat.  Ich  habe  diese  BemeHcong  hi«r  gemacht,  weil  Schloß 
n^ilch  an  verschiedenen  s  Stellen  des  Ardiivs  solche  -  Bekehr 
ntmgen  wie  li{ev),  (/'>  0)  angenommen  hat.   Der  obigen  Ansichi  ist 


'i  :»     • 


ITelber  einen  Ton  Oanss   fr^ltondeneB 
Ausdruck  der  Oammafinnction. 

Von  denr 

,  Herrn  Dpctor  F.  Aritidt, 

Lehrer   am  6;finna8ium   zu  Stralsund. 


^      I       I  r.^i  «  ,    »»>i    ■  yi 


In  der  berühmten  Abhandlung :  ,,Disquisitioiv^s  generale 
irca  seriem  inf^Altan^    '  •  .  •      f 

•^      /•'•ftp     ,  '      .  • 

^   Jo     W  '^y    r  , 


s 


ist 

I  .  «/»,  .  «(«+1)13(^+1)    »  .    . 


<tf 


hat  Gauss  bifkanhtlich  gefundbn^jdass  das  Product 

1.2,3....*.Ä» 


'    't 


siehl  wenn  k  ins  tjiieo^iche  wächst»  der  QrcüJae  Via  -f  1) 
=y      a^er-*d»  nähert,  dass  also  ir(oo ,  a)  oder  kürzer  JI(a)=r(fl+l) 

ist.  Die  Herleitung  die$(er  GJelchvtig  bei  QausslifnihtailfEigeA- 
Schäften  der  obigen  Reihe,  die  er  mit  einem  grossen  Aufwände 
von  Scharfsinn  entTFickelt.  Ein  v  besonderer  einiacber  iB^weis  der 
in  Rede  »tehenden  Gleichuhg  dürfte  kvohl  wünsch qnswefth  und 
vielleicht  nicht  ohne  Interesse  bein.       ^     '  "  \  -^   '     ' 

Ich  erinnere  zunächt  an  die  bekannte  Gleichung 

> 


und  beachtet,    dass  das .  erste  Integral  dieser  Summe  den  Werth 
Ik  bat,  so  kommt 

da* 
oder«  wie  leieht  «rhellet :    •        i.    ' 

Dies  Integral  kann  man  in  twtat  Th^ile  zerlegen,  nämlich  in 


•  :• 


{! 


I« 


deren  jeder  einen  endlichen  Wejrtb  hat^  wie.  leicht  erhallet.  ,  Was 
den  letztern  betrifft,  so  ist 

—= — ;t— =a?«+i:«+i  +  ....+a;»^-*~i, 


aS2: 

also  '  r  •       , 

.      .1      ~  '  . 

•'o      1--«     •   -«+1  Ta+aTr'iTo+Jfc' 

folglich 

«  *      *  % 

•<■;■.•••■  * 

Nun  ISsst  sich  beweisen,  dass  das  Integral 


^    .  ...  .  •€? 


•        t  I 


fiSr  Ä;=x)  verschwindet    Denn  .d^  von  den  beiden  Factoren  anter 
dem  Integralzeichen  x*^^,  9  =  '-p— rr— ,  der  erste  sein  Vorzei 

's 
eben  (-I-)  zwischen   den  Integrationsgrenzen  nicht  ändert,    so   ist 

C^  1 

bekanntlich /r=:.ilf/  ^  s^^^^x^M .-ry  wo  M  einer  des  Wer^e  ist, 

welche  die^Function  op  erlangt,  indem  a  von.O  bis  1  sich  stetig 
ändert.     Alle  diese  Werthe  sind   aber  endlich ,    was  ffir  jedes  x^ 

das  <  1,  von  selbst  erhellet,  und  für  x=\  auf  bekannte  Weise  dar- 

•         .       .  I  . 

gethan  wird ;  folglich  bleibt  M  endlich ,  also  verschwindet  M,  j-  für 
A:=aci,  d.  i.  r=0  fär  k^=<x>.    Nach  dem  Obigen  ist  also: 

,,    ^f^(g^^l)    „      1.   ^  1   '  i  ,,      , 

»  .   J  •        . 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  rechter  Hand  durch  il,  multiplicirt 
die  füi*  j0d^s  endliche  k  geltende  Gleichung-  -^  \  ^  *  "tnÄ-^-r  mit 
da,  und  integrirt  von  a=0  bis  a=a,  so  kommt 


ITia^^  1)  ^f"^  JSba^f^r^Oi 


.'  » 


Nun  wird  auch  das  Inltegr^  ^^J  >  rS^-för  As=qo  verschwinden. 

Setzt  man  nämlich  J  rda = ^(a) ,  so  wird  J     rda  =  ^  («j  —  ^  (0) ; 
atieV  nach  ^Äein  TayW'siiW  i^abe^  * "'  "/''  ^     •  'V-' V"'/    '^•"■'«'  ""■ 


«•    <    • 


wo  O  zwischen  0  und  1  liegt,  also  B=iaij;'{^)>,    Da  nun  ^'(Oa) 


j 


2SS 

==     g       (nach  der  Differenziation  ^o  st&ttn  gesetzt),  und  — g — 

=  r  ist;    da  ferner  nach  dem  Ohigen  r  für  jedes  a,  wenn  k=  <x>, 
verschwindet«  so  muss  auch  R  für  k=Qo  verschwinden.   Demnach 

ist  /r(ö  +  l)=/     ^3a(Ä'=ao),   oder,    wenn  man  die  Intekrätion 
ausführt, 

(b)  ...  /r(o+ 1)  =/. ^^ _^ jj ^^ ^--^r.^. _(*=«, ), 

Daraus  ergiebt  sich  sogleich  .  , 

< 

(c) r(a+l)=  („^.i)'(«+2)..;.  («+*)<*=*>• 

I 
t 

Bekanntlich  geht  die  Constante  des  Infegraliogarttfamus  Cher- 
vor  a„,  -^i^^ti),  ...„„..an  in  diese.  Ausdrucke  «=0  s.tzt; 
nach  (a)  ist  also 

was  fl|9Bst  auf.n^ndjer  strenge  Weise,  dargethan  wir^'»« ,. 


•    •  I 


I'  I 


\ 


V  ■  / 

Zwei  Ciiitwickeliinffen  des  liestiiiiiiileii 

«  •  ••  

•  •  •   % 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymoasiom  za  StraUnnd. 


\ 


»  •  • 

Le1eune-Dirichlet*s  interessanter  Beweis  des  Legendre- 

schen  lliebrems  über  Eulersche  Integrale  der  zweiten  Axt  (Cr  eile 's 

Journal  Bd.  15.  p.  258.  ff)  kommt  der  Hauptsache  nach  darauf 

hinaus,  darzuthuo,  dass  die  Ableitaog  :    ,   .    .  v 
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g     r(a)J'(«+.i)r(a+|)....r(a+2^) 
Sa^'  I\na)     ' 

.       I  .  .  .  , 

eme  yoq  u  uns^bhängi^e  GrOss^  ist,,  deren  Werth  Iroan  übrigens 
nicbt  za  kennen  braucht.  Zu  dein  Ende  entwickelt  Diricnlet 
die  Gleichung 


1  71—1 

setzt  darin  a,  a  +  — ,....a^ statt  a,   und  bildet  die  Summe 

n  n 

woiiir  er  das  bestimmte  Integral  ernält; 

.1-1 


1^    «  ly  _ 


Dieser  Ausdruck  tnrd   durch  die  Substitution  rön  x"  statt  x  in 
den  folgenden  transformirt : 

1 


zieht  man  nun  von  dieser  Gleichung 

da     -"r{na)-''J^^''    '      *'ar(l-a:) 
ab,  80  kommt 

3o         %     \  1 — ^"     1 — ^^y  ^  ' 

i^elches  Itf  der  ^at  eine  von.a.  unabhängige  Grosse  ist 

Hieraufbi;t(Schiumilchin4iesemAeeb3v:71lLVII.  P.  348.  ff. 
darauf  aufmerksam  gemacht^  däss  man  sich  auch  der  bekannten 
Gleichung 


-ctf:'-^^ -). 


da 

zum  Beweise  des  Lesendre'schen  Theoremes    bedienen  könnte. 
Man  findet  hi^r  n$iyilicn .  ;.       ; 

*)  C  bedeutet  die  Constanta  do«  Int^rallogortthiDii««    ....        « •: 
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oder,  ai^  statt  o:  gesetzt, 

Zl«bt  man  von  der  letztern  Gletchnng  . 

Zinna)  _^     /»ii-a^.-! 

ab,  so  kommt 

■ 
'  .   '     ,  '         •  •        •  • 

Wo  das  Integral  sich  leicht  unbestimmt  entwickeln,  und  dann  zwischen 
den- Grensen  0  und  1  Bebroen  lässt.  

Ehi  dritter  Weg  ist  folgender«    Unter  Anwendmig  der  bekaon* 
ten  Formel 

a/r( 


findet  man  leicht 


•'o  V^i     1-jr«'' 


oder«  3"  statt  or  gesetzt» 


.»•  u.     '             j-    ^    #-1  •  k        Bir(na)_f^/n      nx«^^\t, 
Zieht  man  von  dieser  Gleichung  — g =^     I-^r 1 Idx 

ab,  80  erbSit  man  <^ 


«— 


1  • 


8a  „        ^^ 


also  eine  von  a  unabhängige  Grusse.    Uebrigens  ist  das  in  diesei; 
Gleichung  Torkommende  nestimmte  Integral  bekannt.     Eine/i^ehx 

einfache  Entwickelung  desselben  ist  folgende.    Für  l—=^z  wird 

1 OXZSS.f  ^  '  *    pOZ. 


^8% 


Dies  Integral  cUirf  nicht  in  seln^'eVden  Thetle  zerlegt  werden,  da 
jeder  unendlicli  wik|i;  integrtieii-  fvjlr  deshalb  von  z=p  bis  2=sqd, 
woj9>0,  und  setzen 


«-**8z 


,  wenn  man  z  statt  nz  setzt» 

^— -^,  folglich  Wird 


Was  endlieh  das  letzte  Integral  betrifft^.so  ist  es  nach  einem 

bekannten  Theorem  gleich  Mj      — =ilßny  wo  Üf. einer  der  Werthe 

p     ^ 
Ist,  weiche  die  Function  e^^  von  z:=z0  bis  2  =:np  erlangt   Da  also 

II 

iüf  zwischen  den  Grenzen  -—»   -;j^  liegt,  und  diese  sich  derselben 

Grenze  1  nähern,  wenn  »  gegen  l^ull  convergirt,  so  ist  ilf=l  für 

zrzln  för  />=0,  d.  i.  nach  dem  Obigen 


/ 


— ez=^m. 


.  z 
wie  bekannt. 

Ich  habe  mich  über  diesen  Gegenstand  hier  nur  deshalb  so 
weit  ausgelassen,  um  daran  eine  Ben^ck^ing  zu  schliessen,  die 
mich  in  diesem  Aufsatze  Weiter  beschäljtig^n-soll. 

Bei  allen  dreien  im  Vorhergehenden  Vorgezeichneten  V^rfah- 
rungsweisen  wurde  der  erste  Ausdruck  von  s  dadurch  transformirt, 
dass  man  x^  statt  fc  setzte,  und  in  der  That  erreicht  man  seinen 
Zw^ck  1^0  auf  di^,  einfachste  Art.  \yird  tiäraJkb  diese  Transfiu^- 
niatipn.-ttiiterlai^eA,  oder  der  erste  Ausdruck  von  funmittelbar  an- 
gewandt, so  ergiebtsich,  man  mag  nun  Dirichlet's  bder  Schlü- 
milch 's  Weg,  oder  den  m.ejnigen  betreten, 

dir(na) 
s " 


3«      '^Jo  \\^Jk       i-x )  ^* 


näd  nVin  ^teÜt  sich  die  Aufja^abe  dar,  zu  zeigetn,  dass  dies  Integral 
eine  voü  a  unabhängige  Grösse  ist.    Die  Combination  dieser  Glei- 

chuiig  mit  der  obigen  $ -r — '= — nln  lehrt  zwar,  dass 


(«) 7   ( — i--iz:]rJ8j?=«^w 


257 


sein  mass^  aber  die  gabze  Torhergeh^de.  Betrachtimg  hat  zur 
pothweDdigen  Voraiiss€ltztt«g,  dass.n  eine  p#J^ttte  ganze  Zahl 
ist^  und  die  Gleichung  (a)  bedarf  deshalb  mit  Rücli^icht  auf  ge- 
brochene n  einer  besondern  Untersucbiw^! ' ;  Ztf  t  denl  fiadid.w^de 
Ich'  Ini  Folgenden  zwei  Entwickelungen  der  Gleichung 


(')■••    •   -/.'(S^-T^^i'^V 


welche  aü^  (a)  durch  die  Substitution  ^Voh  .sr«'  statt  ä!  heffvorgebt, 
mlttheilen,  welche  die  Richtigkeit  derselben  für  den  Fali,  dass  a 
eine  positive  Grösse  und  n  einepositive ,  aber  sog  st  beliebige 
Zahl  ist,  v^rbür^en.  Die  in  Rede  stehende  CjUerchüng  ist  Übri« 
gens  bekannt i  die  Art  ihrer  Entwickelun^  mir  aber  nicht  gegen- 
wärtig. Leitet  man  sie  nicht  gewöhnlich  nach  eiiidtd,  dem  Ubi- 
edl  vielleicht  ähnlichen  Verfahren  u4ter  Zuzi^biing  dqr  (rannoa« 
functionen  ab? 

Noch  eine  Bemerkung,  bevoi'  ich  tvLjtt  Beweise  schi^iter  Die 
beiden  Theile^  in  welcM  das  Integral  (fr)  zerlegt  werden^ k/spiv 
nämlich 

läibd  so  b^schsdfen,  dass  das  erste  Integral  in  das  ;7weite  übergeht, 
wenn  x^  statt  x  gesetzt  wird ;  allein  man  darf  nicht  schliessen,  dass 
das  Integral  selbst  verschwindet;    ein   solcher  Schluss  wäre  nur 

zulässige  wisnn  dac»  Integral^  _rir— 8ar  ^ipep    endlichen   Werth 

hätte ,  was  bicht  der  Fall  ist.  Ueberhaupt  darf  man ,  nach  einer 
Bemerkung  von  Dirichlet,   die  beiden  Theile  deä  Integrals 

{/•(«)— V(x)  13*,  Dämüch  I  .  f(a!)dicij    ip(x)^,.    . 

a  a  ^  a 

nicht  verschiedenen  Transformalionen  unterwerfen,  wenn  einer  der- 
selben einen  unendlichen  oder  unbestimmten  Werth  hat. 


tj 


Erste  Methode^  das  bestimmte  Integral 

•   zu  entwickeln« 
Der  Werth  von   cd  für  a=?l  ist  leicht  zu  entdecken;    es  ist 
nämlich  f(i~-^^)^  =  i'-  (jZ^y»  also 


yoXr^'"r?^)^^='"' 


•     I  '  I 


WO  n  positiv  sein  muss,  damit  a:'>  för  ;t:±i:0  verschwinde.    Setzen 
wir  nun 

Theii  X.  IT 
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•         >  <  I        «  •     X.     » 


ttoduntörMlcheii'  die  Oifevem; 


j.:-. 


— I  ■      ■  dx  unter  Vonm«- 

<^et):Qn&  äa89  a  poisititr  ist.  einen  enaiichen  IVerth  bat.     Dies  ist 

unmittelbar  Idar,  wenn  a— 1>  Ol,  indem  dann  die  Function  -ri ^ 

für  äHe  Wertbe  de?  Verfind^riichen  von  0  bid  1  endüctie  Wertbe 

' .    l_;2^o-l 

etiangt;  allein  fSr  et«  positives  ficht  gebrochenes  a  wifd     4    ■ 

;^)-QD  för^a:=^0,  und  4ieses  Falls  wegen  ist  noch' eine  l^e^qadere 

BetracfituDg  nuthig.    Es  sei  a=^,  nvo  p,  q  positive  ganze  Zah- 

len  bedeuten;   wird  dafnn  orrr^zf  gemacht,  Iso  kommt 


ll_--r«-l  •  /•125-1-zP 


Nun  ist  9—1  ^  0,  /?  — 1  ^;0,  die  Function  — rZ"j —  erlängt 
also  nicht  nur  ftfr  alle  Von  NuTI  verschiedenen  Werthe  des^  t,  son- 
derh  auch  &f  z^d  selbst,  endliche  Werthe,  und  /  — |-r^ — dx 
hat  mithin  ein^o  bestimmten  endlichen  Werth  0.      Macht  man 

^.   ■■■  j'-""- ■■'  gl,  da  it  positiv  ist;   also 

d.  I.  wj  —  ©=0.    Nueh  dem  obigen  Werthe  von  wi  ist  folglich 

(a>0,  n>Q).  ,    , 

Zweite  Methode. 
Differenzirt  man  die  Gleichung  ~  )  ' 


OD 


0  vi=-"5""T=i»;^'^ 


\ 
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auf  bekannte  Weise  nach  n,  so  erhält  man 
oder,  ar»=3;  gesetzt. 


da 
dn 


=4/'3^[(i-')(H«&)+^]. 


wo 


weeen  der  semachteii  Sipbstitutien  n  positiv  sein  muss.  Bei 
aufmerKsamer  Betrachfung  des  Bildungsgesetzes  der  Function 
miter  dem  Integralzeichen  erkenjit  maa  £a1(1,  da^s  das  cQmfUeift 
aussehende  Integral  sich  auf  folgende  Wehe  tmbesthBfaf  ent- 
wickeln lässt.  Bezeichnet  nmn  'W;  «sos^p^frii^n  durch  J,  und  setzt 
z^k=zu,  so  kommt  z»— ^(1 +  ofe)oi=Sa,  folglich 

oder  5  für  le  seinen  Werth  gesetzt. 

Für  £=dO  Terschwindet  die  Function  qp^    unter  Vori^ussetznng^ 

dass  a  positiv  ist,  wie  man  leicht  findet;  fOr  z  =  l  wird  dieselbe 
leich  —1,  wie  man  durch  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner 
ndet;    also  ist 


/: 


*^E^[(l~*)(l+a&)+i&]=-l  (a>0); 


g  1 

folglich  7p=:^,  o>t=:/jff  Const    Da  aber  die  Constante  versdiwin- 

den  m«ss,  indem  <o  für  n::^!  verschwindet ,  sp  kommt  ca=/7i,  wie 
vorher. 


IT 
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(1 


eluienilUfi^eiiieineii l^ehrsatz  der 

•       .       .  .,  -  •         '        :  . 

Von 

*  • 

dem  äerausgeber« 


Einleitung. 

■;  .    ;        i  '   •    •  •  .     \ 

Herr   Fabriken  -  KommissioDsrath    B  rix    in   Betlin   hat  das 
Verdienst,  in  der  neuen  Ausgabe  des^  verschiedene  arithmetische 
und  geometrische  Lehren  enthaltet) den,  Anhangs  s:ü  seiliein  aus- 
g^jseiclrneten  Elementär-Lehrbu'che,  der  dynaviischen  Wis- 
sen seh  aften,(>^*  ISP;  —  iS*  ^^0  zuerst  eineu  allgemeinen  Stereo 
metrischen  Lehrs^atz    zur   Sprache  gebracht   zu    nabeii^..  mi|;telsf 
dessen  sich  die  Inhaltsbestimmung  einer  grossen  Anzahl  von  Kcir-^ 
pem,    namentlich    aller   derjenigen,   welche  ip<   der   elementaren 
Stereometrie  betrachtet  2^u  'wer£nlp!flegen,  ^pd  solcher,  die  durch 
Umdrehung  der  Kegelschnitte    entstehen,    mit  aller  zli  wunschen- 
den Leichtigkeit  ausführen  lässt.    Dieser  Satz  hat  bisher^  wie  es 
wenigstens    scheint]   nicht  idie  Beacbtitog   gefunden,    Meldhä    er 
jedenfalls  in  hohe^Gra4e  verdient.  ,   Nur  erst  in  diesem  Augeq- 
blicke  fölft  mit  eine  so  eben  e^schJeAene  kleWe  Schrift:   „ü'eber 
die  Inhaltsberechnung  der  Körper  nach  einer  eimiäen 
Formel.      Mit  besonderer  Rucksicht  für  die  Praxis  be- 
arbeitet von  W.  Ligowsky,  Feuerwerker  in  der  7ten  Ar- 
tillerie-Brigade.     Berlin.  1847.*'    in  die  Hände,    in  welcher 
dieser  sehr  bemerkenswerthe  Satz  von  Neuem  zur  Sprache  gebracht 
wird,    und  da  Herr  Ligowsky  in  der  Vorrede  sagt,    „dass  die 
Aufmunterung,    welche  ihm  zur  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes 
Seitens  seiner  Hohen  Günner    zu  Theil  geworden   sei,    die  erste 
Veranlassung  zur  Herausgabe  der  vorher  genannten  kleinen  Schrift 
gegeben  habe^';    so  scheint  das   allgemeine  Gesetz,    um  welches 
es  sich  hier  handelt,    und   namentlich    seine  nach  meiner  Ueber- 
zeugung  grosse  Bedeutung  fuc  das  praktische  Bedtirfniss,    wenig- 
stens in  Berlin,    höheren  Orts  Aufmerksamkeit  erregt  zu  haben, 
und  Herr  Ligowsky,    um   den  Satz,    wie  er  allerdings  gar  sehr 
verdient,    allgemeiner  in  die  Praxis  einzuführen,    zur  Bearl^eitung 
und  Herausgabe  seiner   Schrift  veranlasst  worden  zu  sein.    Nun 
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nk  aber  zu  bemerken,  das»  ine  Sdirilt  des  Herrn  Ligoiraky, 
welöke  jedenfalls  das  Prodact  eines  Aiitaagers.  ist  und  namentitcii 
in  Rücksicht  anl'  mathematiscbe  StreA<?e  sehr  Vieles  zii-wöiiiicheB 
übrig  iässt»  dem,  was  Herr  Brixa..a;  O.  schön  gegeben  hat,  oielits 
flnr^seatUcb  Neues  ,>  was  wenigstens  det  Beachhins  einigermassem 
^erth  wäre,  hiazufCigt,  und  diss  Letzterem  je&nfalls  das  Vea 
Herrn  Ligowsky  in  der  Vorrede  jbu  setner  Schrift  nicht  so  deut- 
lich und  bestimmt,  wie  es  erforderlich  gewesen  wäre  *),  hervoi- 
S^hobene  Verdienst  -bleibt,  den  Satz  zuerst  aufgestellt  und  seine 
edeutnng  für  die  Praxis  durch  eifae  ziemlich  grosse  Anzahl  von 
Beispielen,  denen  Herr  Ligowsky  auch  nicht  eben  etwas  Nedes 
von  einiger  Bedeutung  hinzugefügt  hat,  zuerst  nachgewiesen  zu 
haben. 

So  sehr  und  so  gern  ich  nun  aber,  namentlich  bei  den  freund« 
schaftlichen  Beziehungen,  in  denen  ich  schon  seit  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  zu  Herrn  Brix  zu  stehen  die  Ehre  habe,  des- 
sen grosses  Verdienst  rucksichtlich  des  fraglichen  Gegenstandes 
anzuerkennen  bereit  bin,  so  muss  ich  doch  bemerken,  dass  Herr 
Brix  den  Satz  nicht  eigeotlicH  allgemein  bewiesen  bat,  und  dass 
derselbe  a.  a.  O.,  wenn  auch  nicht  ganz,  doch  gewissermassen 
nur  als  das  Resultat  einer  Induction  erscheint,  was  auch  wohl 
zum  Theil  der  Grund  gevvesen  sein  mag,  dass  der  Satz  bii^  jetzt, 
wie  es  wenigstens  scheint,  wenig  Eingang  gefunden,  und  sicfh 
noch  nicht  Bahn  in  die  Lehrbücher  gebrochen  hat.  Auch  scheint 
mir  Herr  Brix  den  Satz  noch  nicht  auf  seinen  wahren  Ausdruck 
zuruckgefiihrt  und  die  eigentliehen  Bedingungen,  unter  denen  er 
allein  gültig  Ist,  nachgewiesen  zu  haben,  was  mir  nothwendig'  zu 
sein  scheint,  wenn  der  wahre  Werth  und  die  wahre  Bedeutung 
desselben  sowohl  in  theoretischer,* als  auch  in  praktischer  Beziehung 
gehörig  hervorgehoben  und  in's  Licht  gestellt  werden  soll.'  Ich 
werde  mir  daher  erlauben,  diesen  der  Aufinerksamkeit  gewiss  sehr 
werthen  Gegenstand  In  der  vorliegenden  Abhandlung  einer  ganz 
neuen  Untersuchung  zu  unterwerfen,  und  in  jeder  fiieziehung  in 
sein  gehöriges  Licht  zu  stellen,  namentlich  auch  Aen  Satz  auf 
seinen  wahren  Ausdruck  zu  bringen  und  die  eigentliche  Bedingung 
seiner  Gültigkeit  nachzuweisen  suchen.  Dabei  wird  sich  dann 
auch  zugleich,  wie  ich  wenigstens  hoffe,  zeicen,  was  der  eigent- 
liche Grund  der  allerdings  grossen  Genauigkeit  ist,,  welche»  die 
Formel  von  Chapman  in  den  meisten  Fällen  bei  der  annähern* 
den  Bestimmung  der  kurperlichen  Räume  gewährt,  indem  die 
gewöhnlichen  Entwickelungen  dieser  bemerkenswerth^n  Formel 
mir  überhaupt  Vieles  zu  wünschen  übrig  zu  lassen,  und  einen  recht 
deutlichen  Blick  in  das  eigentliche  Wesen  derselben  nicht  aui'c(et 
währen  scheinen,    worin    doch    am  Ende    der  wahre  Werth  einer 

1'eden  mathematischen  Demonstration  liegt.  Querst  werde  ich  mich 
»ei  der  Darstellung  der  Integralrechnung  Dedienen,  dann  aber  auch, 
was  mir  hier  von  besonderer  Bedeutung  zu  sein  scheint,  zeigen; 
dass  ein  ganz  elementarer  Weg  fast  eben  so  leicht  und  eben* so 


*}  Herr  Ligowsky  erinnert  eigentlich  nur  an  die  langst  bekannte 
Kfihernngsforroel  zur  InhalUbestSmmnng  der  Korper  Ton  ChapntRn, 
und  sagt,,  dass  er  dieselbe  in  den  der  Mechanik  gevridmeten  Werke« 
von  Eytclwein,  Poncclet  und  Brix  wiedergefuoden  habe. 
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schnell  zum  Ziele  ffihrt,  und  hoffe  mich  nicht  zu  täuschen,  we&m 
ich  mir  hier  zum  Schiuss  noch  die  Ueberzeugung  auszui^prechen 
erlaube  9  dass  dieser  ganze  Gegenstand  in  der  ihm  hier  «^ebenen 
Gestalt 9  oder  wenisstens  in  einer  ähnlichen,  sieh  fern ernin  gewiss 
in  den  ElementarHünterricht  der  Stereometrie,  namentfich  aui  idlen 
»ehr  eine  praktische  oder  technische  Richtung  verfolgenden  Lehr- 
anstalten —  für  welche  die  Sache  vorzugsweise  von  Bedeutung 
sein  dürfte,  und  denen  ich  dieselbe  daher  auch  besonders 
empfehle,  -^  und  in  die  Elementar'« Lehrbücher  dieser  Wbsen- 
Schaft,  allgemein  Bahn  brechen  wii^,  was  ich  wenigstens  wün- 
schen mdcnte. 


I. 

"Wir  wollen  uns  einen  yoji  eioer  ganz  beliebigen  Fläche .  umr 
schlosseneo  Körper  denken,  und  annehmen,  dass  die  t'läcben- 
räume  aller' in  einer  gewissen  Lage  geführten,  einander  parallelen 
Queerschnitte:  desselben  ganze  rationale  algebraische  Functiomea 
des  zweiten  Grades  ihrer  normalen  Entfernungen  von  einem  ge- 
wissen bestimmten  Punkte,  den  wir  überhaupt  den  Pol  nennen 
wollen,  sipd^  wobei  alle  von  diesem  Pole  aus  nach  der  einen 
Seite  hin  liegenden  Entfernungen  als  positiv,  alle  nachdem  ept« 
gi^engeseizten  Seite  hin  liegenden  Entfernungen  als  ni^atfv  be- 
dachtet, mit  Rück^cht  hierauf  aber  im  Allffemeinen  durch  a:  be» 
zeichnet  werden  sollen.  Bezeichnen .  wir  dann  den  :  Fiächenraum 
des  der  Entfernung  x  von  dem  Pole  entsprechenden  Queerschnitts 
überhaupt  durch  JPj«,  und  denken  uns  zwei  bestimmte  positive  odej 
negative  Werthe  a  und  b  von  x,  wobei  jedoch  angenommen  wer- 
den soll,  dass  a<6  sei,  so  ist  das.  Volumen  des  zwischen  diesen 
beiden  Queerschnitten  enthaltenen  Theils  upsers  Korpus,  weiches 
wir  durch  V  bezeichnen  wollen,  offenbar  die  Gränze,-  der  sich, 
indem  wir  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeuten  lassen»  und  der 
Kürze  wege^i 

*— a      . 

n 

< 

setzen,  wo  i  unter  der  voilier  gemachten  Voraussetzung  eine  posi 
tive  Grosse  ist,  die  Grosse 

<{F,+Fo+i  +  Fa+it  +  F„+3.-  +  ....  +  Fö+(i^i)/|, 

oder  auch  die  GrOsse 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  knan  n  in's  Unend*- 
liehe,  wachsen  lässt,  was  sich  so  leicht  und  ganz  von  selbst  atäi 
den  elementarsten  Sätzen  der  Stereometrie  von  dem  Inhalte  des 
Prismas  oder  des  Cylinders  ergiebt,  dass  wir  weitere  Erläuterun- 
gen, darüber,  an  .^esem.Orle  für  völlig  überflüssig  halten.  Bezeich- 
nen wir  also  die  in  Rede  stehenden  Grenzen  in  der  Kürze  durch 
das  den  obigen  Ausdrücken  vorgesetzte  Lim.,  so  erbalten  wir  nn* 
mittelbar  dfieibeiiden  folgenden  Gleichungen: 
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1)  F=lilniatT.+;F^+FH.M+*',»f s«+.  ..^►/'•fc»-!)*} 


und 


<  <•  1 1 


welche  lUe  Grandlage  alles  Folgenden  bilden.   . 


I,  « 


t.     1 


n. 


*  • 


■ '..» 


M 


Nach  ebeift  ÜekatititeD  Satze  von  den  bestimmten  Integralen  *) 
tat  nun  aber 


yr« 


dx  . 


=:  Lim .  iFft  +  Lim  •  1 1  F«4.;-f  Fo^-^f-f  Fa-f-s  I +  ••..  + F«4-ii<} , 

d/i.»  iveil,  da  Fa  eine  bestimmte  endliche  Gr5s3e  ist,  j  steh' 
aber  bis  zu  einem  jeden  beliebigen  Grade  der  Null  näiert«  t?etin: 
ÄUüDi  n  fai's  unendliche  ivachsen  lässt^  offenbar 


> .  I         * 


Lin^.iF«=Fp 


ist. 


/: 


Fldx 


also  nach  der  Gleichung  2) : 

3)     F=  /**  F,aa;. 


i     « 


Weil  nun  aber  F,  «Ine  ganze  raiinnale  algebraische  Function 
des  zweiten  Grades  von  ;r  sein  soll,  so.  kann,  indem  A,  B,  C 
Constanten  bezeichnen,  im  Allgememen  ^ 

4)    Fx^i+fir+ißr« 

gesetzt  werden,  und  es  ist  folglich 

fFsdx^zAt^iSx^+iCx^+Conat, 


also 


')i) 


/^F^d^;^4lib-a)+'B(b^~a^)i-iC(b^--a% 


folglich  nach  dem  Obigen 


«)  Archiv.  Tbl.  IL  S.  S75. 
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I 

oder 

6)     r=ib^a){A  +  iB(afb)+lCia^+ab-^b%  , 


III. 


'••    .f 


Za  dem  Beweise  der  Torhergehenden  Gleichung  6)  bedarf  man 
aber  in  der  That  der  iDtegralrechoang  gar  nicht,  sondern  kann  zu 
derselben  ißicht  und  mit  völliger  Strenge  durpb  das.folgßnd^  g&iUE 
eiemeotare  Verfahren  gelangen.     . 

Einen  beliebigen  Werth  der  Eotferono^  x  bezeichne  man  durch 
(t,  setze,  indem  n  eine  positive  gi^nze  Zahl  bezeichnet, 

•     •       !     '    *  t    i  •      ♦  »       *  .  f.*    i 


I 


iiod  bezeichoe  ,d^  Yolumen  d^  zwischeq  den  Qußc^rschpitten  F^^ 
ui^/Ik  enthsiltenßn  Korpers  durch  V,  sp  ist  oÄe»bar,ipdena  man 
in  deo  folgendeo  Gleicnungen  da^  pbere  .oder  uoiere  Zeuch.en 
nimmt,  jenachdem  die  Grosse  a  positiv  oder  negativ  ist, 

V=L\m. ±i{Fi4-Fii^Pu+F4i+....+F,i}, 

oder,  was  Dasselbe  ist, 

±V=:Lm.HFi  +  Fn+Fii+F^i  +  ....  +  F,i\. 

.  »  •  •  •  « 

Weil  nun  aber  nach'  der  Voraussetzung  im  Allgemeinen 

t 

Fs=^Ai-Bx+Cx^ 
ijst,  so  Ist  /  ^         . 

.=•:  ^+ •&•«+'  «»■•. 

+  Ai^2BÄ  +  2^CP  , 
VAi  +  iBf^  +  i^Cfi 

u.   S.  'ff.   J  '•')'^  •'••'' 

2s=n^r+(l +  2  +  3  +  4+.... +»)Ä'« 

+(l«  +  2«  +  3a+4«  +  ....+n«)Ct», 


». 


i    « 


t»  ♦ 


also,   nach   bekannten   ElemeotarsStzen  von  der   SünMXiining  der 
Reihen*); 


*)  Die  Sommenformel  for  die  QoBdrate  der  natürlichen  Zahlen  findet 
man  bekanntlich  sehr  einfach  auf  folgende  Art. 


MS 

Weil  aber  nabik  dem  Obfgien*  •  ^ 


t  /  "1 


: « 


1        1  ,     .- 

a 
Ist,  SO  ist  .  \  *'     • 

==n.l.J+in(n  +  l)Ä.5+i»(n  +  l)(2»  +  l)C.~, 

d.    !•  .'■.;.»••.''.•. 

•-. ..  :.%•.  j.  i,ori{Fi+Fii-hF3l+.F^i-i'....  +  Fni\ 


■»- 


hUsit  iMiiii4iufi^ip/4lie8er  "Gielcliubg.n  ;iil.'s  Uoendficbewach- 
«en  und  geht  auf  beideo  Seiten  derselben  zu  den   Gräozen  aber. 


<     I         •         • 


Es  ist 

(n + 1)3  =;Äi\  -|r34*^'A?l4!  i^i  L 

*  («— 1)"=:(«— 2)»+3(»^2)«+3(«— 2)+l, 

2»  =  l«  +  3.^«  +  3.i  +  l; 

I 

also,  wenn  ipan  add^rt  and  aufhebt,  was  sich  aufheben  lasst: 
and  folglich ,  weil  be)can9ilich  -  '  --  \     '        ,  .        ^ 


*     ' »     •  • 


>         / 


ist, 


also 


(«+0»:;=i(»+l)(3«  +  2)+35««. 


\  ^ 


'  ^     6Ä^±±i2(;j+l)»  — («+l)(3«+2) 

=  («+l){2(«  +  I)»-(3«+2)) 

=«(»+l)(2«+l);    '  ^ 

woraus  soglololi  >    ' 

^       5««Ä|».(ii  +  l)(2»lf  1)! 
folgt. 


;  :f 


I  .  ••' 


so  erhält  man  auf  det  SMle/1ln4^dtirGllldleleiAfachsteH,   hier  kei- 
ner weiteren- |lr|äpterung:hedürfeiu^ri^chiuf[8e  4'^  Gleichung 

Lim.i(Fi+F2i+/f»i+F*£+.*.f  JFWl 
also  nach  dem  Obigen  v 

oder  •         '  '  ,       ;  .  .    ^^ 

'  .    .    .    ,7)    X>=±(^«+iÄ««+jC«»),        , 

wo  man   immer  das   obere  oder  untere  Zeichen   zu  nehmen  hat, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  ■    ( 

Wenn  jetzt  b  und  h-  iwei  Ueiiel^ige  l^^iill<^''  von  x  sind  und 
a<6  ist 9  so  wollen  wir  die  Volumina  ider  zwischen  den  Queer- 
schnitten  Fo'und  fi,  F»  u|id  Fh^  F«  und;  F|  ^e^tUaltenen  Kürper 
respective  durch  P,   F'^  und  V  bezeichtien. 

•  1 :   Sind  <Uiiw  ztterst .  a  und  b  beide  :po8ilivi^  i  so  ist  *  oCeifatf 

'f '    •    !        f  •'  •  '  *      I     ,  '  I    •  *  I    J       '      I  I      •      »  • 

F=  r'-  F, 

und  nach  der  Gleichung  7)  Ist 


li 


Will  man  die  Formel 


Sn^\n(n^\y    ' 


nicht  als  bekannt  voraassetzen ,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren. 
Es  ist,  vie  man  mittelst  leicfitir^ Rechnung  lUldet,  allgemein 

i«(»+l)(2ii+l)  — J(«  — i)n(«»*^i3*=f«*$ 
also  {.  :     y 

1«(«+1)(2«+1)— >(«— 1)«(2«-1)=:««, 

i(«-i)»(2»--i)-K«-al)(»*^m2»— S>=(«-1)S 

i(«-2)(«-l)(2lI-d)-;(«— 3)(«-2)(2»—6)  =  (ll-2)«,        ^ 

i.a.%,(2.2f  a)^ia»^<j2a4-i)=2>, 

J. 1.2.(2.1+01  =1'5 

also,  wenn  man  addirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  \^^^%x^,    .    .^.,  ;• 

1 «  +  2« +3«  +  iaff  r... +f  •  r=^i  =  Jl?  («  + 1)  (2»+l), 
wie  vorher.  '"'  '^ 
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also   .'  '     '    ' 


t    ) 


<  t 


Sind  ferner  a  und  b  Leide  negativ,  so  ist  offenbar ^    weil  der 
absolute  Werth  von  a  grösser  als   der  absolute  Wertb  von  b  ist, 

und  nach  cfer  Gleichung  7)  ist  ..       :  '.  .:  , 

also 

Ist  ferner  a  negativ  und  b  positiv,  so  ist  offenbar 

und  nach  der  Gleichung  7)  ist  .    . 

F=-^^a— 4^0*^1  Ca», 

¥"=  Ab+\Bb^+ia^;       ; 

also  ' 


•  I 


Da  nuh  untet  den  gemachten  Voraussetzune;em  absser  den  so 
eben  betra<^bteien  drei  Fällen  ein  anderer  Fall  nicht  weiter  vor- 
Ivommen. kann,  so  ist  völlig  allgemein  , 

8)     F=J(6-a)  +  iÄ(Ä«-^«^  +  ;C(6»^a») 
oder  ' ' 

9)     V=ib-a)\A-i-iB(a  +  b)  +  \C(a*  +  abrH^], 

*  .  I  .         • 

•  •  • 

welche  Gleichungen  mit  den  in  li.  gefundenen .  Gl^binK^en  5)  und 
6)  völlig  ujbereinstimmen ,  hier  aber  ganz  elementar  bewiesen  sind; 
und  ich  zweiiQe  durchaus  nicht,  dass  dieser  Ulew eis  w^en  seiner 
Leichtigkeit  und  Einfachheit  zur  Aufnahme  in  die  Elemente  ganz 
geeignet  idt. 

IV. 

» 

Die  drei  in  der  Gleichung' 

Fx=A  +  Bx+Cw^ 

vorkommenden  Constanten  A,  B,  C  kann  man  nun  jederzeit  be- 
stimmen, wenn  man  für  drei  beliebige,  aber  bestimmte  Werthe 
«»  /3,  r  der  Entfernung  a:  diß  entsprechenden  Werthe  F«,  Fßj  Fy 
des  Flächeninhalts  AeA  Queerschnitts  Fx  'li^enfit>  4&djem  man  näm- 
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lieh  znr  BeBtimmanK  der  drei  In  Rede  »teilenden  Constanten  die 
drei  folgenden  Gleicliiing^h  des  ersten  Grades; 

J'ß^Ai-Bt+Cß; 

F,=A+By  +  (Y 

bat.  LSst  man  aber  diese  drei  Gleichnngen  nacb  den  genübn- 
licbeu  Regeln  der  Algebra  in  Bezog  auf  A,  B,  C  als  nnbekanvte 
Grfissen  auf,  so  erhalt  man  nach  leichter  Rechnung  Bir  A,  B,  C 
die  folgenden  Werthe: 

I  ß,(ß-y)F.  +  ,«(r-—)f,+,^(„-^F, 

.  («-flC« -)■)()■-«) 

„_     (f—flF.  +  (r'-«')Fß  +  {•f-f^F-, 
„ tf-yjf.  +  fr- .)F»  +  (.-ffiF,  . 
-  («-fttf-rXj— «) 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

B-      iHr)F.      ■  (.H-r)F,i       (.+BF, 
(«-«(«-T)    (i»-«)(/!-y)    (r-«)(r-»' 

/--    (■.-^«(»-)')  +  tf-.)<iS-r) t(i— )(r-A' 

FQhren  wir  diese  Ausdrücke  von  A,   B,   C  in  den  Ausdruck 
9)  von  V  ein,  so  erhalten  wir: 

11,  j^=  ~        : 

^Ift- ätf+)')(n+')  +  i(»'+o6+««)) 


+.(p^:^l"r-i<"+?)<''+*)+:(«'+«H«')l 
+5rr^^l''|S-i(«+«(°+«)+i(»"+«6+*')i 


>»)l 
i>)l  . 

*1I:,' 


Mittebt  dieser  Fonfael  la«6t«lcfi  ühb  !det  Inhalt  Fdes  zwischen 
den  beiden  Queerschnitten  F«  und  Ft  enthaltenen  Kfikp^rs'aiis  den 
Entferaungen  a:  und  b,  nnd  drei  den  ganz  beKebigen  Entfernung 
gen  €c,ßfY  entsprechenden  Queersdh n i tte n  F«,  F8}Py  berechnen, 
naturlich  immer  unter  der  Voraussetzung»  dass  die  Queerschnitte 
der  durch  die  Gleichung 

ansgedtöckten  Bedingung  entsprechei». 

Den  Erttfemunffen  «'//?;  y  kann  man  alle  ganz  beliebigen 
Werthe  beilegen.  Wir  können  also  z.B.,  um  einen  gan:^  «p'eciel- 
len  Pall  der  Vorhergehenden  allgemeinen  Formel  zu,  betr^chten^ 

setzen.    Dann  ist  ', 

y  —  a  =  o — a;  ,     ,  .     I 


V 


so   WIB' 


I '     *  * 


1  > 

» 1' 


/J+y=i(a-t6)+6  =  '(«  +  3A). 
y-\-tt=.b-\-a; 

uod  viiT  erhalten  ohne  Schwierigkeit: 

.     .    /Sr-;(^+y)(«+*)+i(«'+«*+4«)=A(Ä-«)'. 
■  r«^i(y+«)(«+*)+I(«"+o*+*')=-l(*.-^»)'v 

Fiihrjt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichung  11)  eiui  so  erhält  man 

12)     F=i(Ä-a)(F«  +  4F4(a^Ä)  +  Fft}  /    :' 

od^r  ' . 

13)     F=l{Ä— a){2F.(a+ft)  +  i(^«+^Ä)!, 

und  ^ann  die  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen 'Sätze  auf  folgende 
Art  aussprechen: 

Wenn  die  Fläcbenräume  der  parallelen  Queerschnitte 
eines  Körpers  ganze. rationale  aigebxiiisidbt  Functionen 
des  zvi'eiten  Grades  ihrer  gehörig  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachteten  Entfernungen  von  einem  bestimm- 
ten Punkte  als  Pol  sind,  so  veird  der  körperliche  Inhalt 
eines  jeden  zwischen  zwei  paralleleil  Queerschnitten  als 
seinen  Endflächen  liegenden  Theils  eines  solchen  Kör- 
pers erhalten,  wenn  man  zu  der  Summe  der  Flächen- 
räume der  beidenEndfiächen  das  Vterfaclie  des  Flächen- 
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r^aHmii  de«'  zwUdieo  den  beiden  Endfläche«  in  der  Mitte 
liegenden  Qneer^choitt«  addirt«  und  dieSnmme  mit  dem 
sechsten  Theile  der  Entfetnjung  der  beiden  Endflächen 
von  einander  multipllcirt; 

oder: 

Wenn  die  Flächenräume  der  parallelen  Qneorschnitt^ 
eines  Körpers  ganze  rationale  algebraische  Functionen' 
des  zweiten  Grades  ihrer  gehörig  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachteten  Entfernungen  von  einem  bestimm-' 
ten  Punkte  als  Pol  sind^  so  wird  der  körperliche  Inhalt 
eines  jeden  zwischen  zwei  parallelen  Queerschnitteo  als 
seinen  Endflächen  liegenden  Theils  eines  solchen  Kör- 
pers erhalten,  wenn  man  zu  dem  arithmetischen  Mittel 
zwischen  den  Flächenräumen  der  beiden  Endflächen  das 
Doppelte  des  Flächenraums  des  zwischen  den  beiden 
Enailächen  in  der  Mitte  liegenden  Queerschnitts  addirt 
hnd  die  Summe  mit  dem  dritten  Theile  der  Entfernung 
der  beiden  Endflächen  von  einander  multiplicirt. 

Man  hat  aber  nicht  zu  übersehen,  dass  diese  Sätze,  denen 
es  auch  noch  besonders  zur  Empfehlung  gereichen  dfirfte,  dass 
sie  sich  sehr  leicht  dem  Gedächtnisse  emprägeif  lassen,  nur:  ganz 
specielle  Fälle  des  in  der  Formel  11)  oder  ll^V,  mittelst  welcher  sich 
der  Inhalt  eines  jeden  solchen  Körpers  wie  der  im  Vorhergehenden 
betrachteten  aus  drei  beliebigen  seiner  parallelen  Queerscbnitte  be* 

rechnen  lässt,  enthaltenen  allgemeinen  Satzes  sind. 

•  » 

•    V. 

Die  Anwendung  der  vorhö'geheiiden  Sätze  durch  Beispiele  zu 
erläutern^  dürfte  an  diesem, Orte  fast  ab  überflüssig  erscheinen, 
indem  ein  Jeder  gewiss  sogleich  übersieht,  ds^ss  die  in  der  ele- 
mentaren Stereometrie  vorkommenden  und  die  durch  Umdrehung 
der  Kegelschnitte  erzeugten  Körper  fast  alle   in  die  im  Vorher- 

f übenden*  betrachtete   Kategorie   gehören.     Jedoch   mag  darüber 
olgendes  bemerkt  werden. 

1.  Haben  wir  z.  B.  eine  Pyramide,  so  ist  nach  einem  be- 
kannten stereometrischen  Elementarsatze  in  Bezug  auf  die  Spitze 
der  Pyramide  als  Pol 

wo  C  eine  Gonstante  bezeichnet,  indem  nämlich  bekanntlich  die 
einander  parallelen  Queerscbnitte  den  Quadraten  ihrer  Entfernungen 
von  der  Spitze  'der  Pyramide  gerade  proportional  sind.  Also  haben 
wir  in.  diesem  Fälle  die  folgenden  Gleicnangen: 

Au9  den,  b^den  ersten  dioser  Gleichungen. folgt 


.MJJ 
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und  aus  der  dritten  Gleichung  ergiebt  sich  also 

« 

Folglich  ist 

;  •.  ■  *'. + *FiWpy*  Fi  sp.,2.(F4  +  VK^i-t.  Fd ; .' 

also  nach  der  Formel  12): 

14)    r=i(b-ä)(F.+VT:7Pi+F^, 

* 

oder  wenn  die  beiden  .Gnipdflächen  und  die  Hüh,e  einer  sogenann- 
ten abgekürzten  oder  abgestumpften  Pyram^ide  respective  durch 
fy  f  und  h  bezeichnet  werden,  der  körperliche  Inhalt  V  einer 
solchen  Pyramide: 

15)  v^ih(f+VfF.+n> 

welches  die  aus  der  elementaren  Stereometrie  bekannte  Formel  ist. 

Wie  man  von  der  Pyramide  zum  Prisma,  zum  K^el  und  Cy- 
linder  übergehen  kann,  ist  aus  den  Elementen  der -Stf reometrie 
bekannt. 

2.  F3r  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist  bekanotlicli,  ffeon  m  und 
n  die  beiden  Halbaxen  bezeichnen,  die  Gleichung 

wo  das  obere  Zeichen  der  Ellipse,  das  untere  der  Hyperbel  ent- 
spricht^ Weil  nun  für  das  durch  Umdrehuns  der  Ellipse  oder 
Hyperbel  um  die  Axe  m  entstandene  EUipsoid  oder  Hyperboloid 
olt^nbar 

ist;  so* gilt. in  die$em  Falle,  wen^  A  und  (7  Gonstanten  bezeich- 
nen, die  Gleichung 


Es  ist  also 


F^=zA  +  Ca:^ 
Fi=A  +  Cb*, 


«   « 


folglich 


272 


und  daher 


also 


F,  +  4Fj(,f»)  +  F» 
(fla-6^(F,  +  Fi)^(a^-  ft)»(Fa— F>)+4(agF»-*^«F«) 

woraus  «ich  femer  leicht 

F.  +  4Fi(»^»)  +  F» 
_:^  (2tt»~4&«-f-2oftjF,  —  (26»->-4«'-f2<i^)Ft 


oder 


F.  vf  4F4(»f »)  +  F» 
^(a»-26«+a6)F,~(t?-2««+gfe)F> 


er^iebt.    iFolgficb  ist  nach  12) 


•  I 


'   I 


.   3(a  +  6)  .    , 


■    I  <  1 


Nun  ist  aber,  inclein  immer  das  obere  Zeicheo  dem  EUipsoid^  da» 
untere  Zeichen  dem  Hyperboloid  eutdpricht: 


n 


Fa^±^—^{ni^-^^)> 


m 


n? 


I  "  < 


•  ■  •   • 


Ft=±n-^i,ifl-b^', 

4  . 

also  Dach  dem  Vorhergehenden 

^-+3;^-  ^+6 ""^''^""^ — 

und  folglich,  wie  sich  hieraus  l*eicht  ergiebt: 

«M«   3m»  (g«— 6«)  —  (a*-6«)  -  ab  (a«— fe«)  •      • 
^— +  3m»  •  ^        0  +  6  .  ' 

d.  I.  ! 


•\ 


17)    F=T3^(«-*){3»i»«-(oH«H6")l 


.1     •'     • 
«»  »     -  • 
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* 

oder 

i  < «         '  • 

18)     V=±^^(b-^)ßm*  —  {a^  +  ab+l>')l 
Auch  ist 

und  folglich 

19)     F=±^(A-a)l3m«-^i(a«+*>)+i(*-«)"l 
Setzeo  wir  aber 


: '  t . !    I  • 


•  I 


80  ist 


also 


I  !  ' 


^=  ±  £«'(*-«> '  i  (*  -  «>'  ±  ^(«H/J«)) 


d,  L 


20)     r*i:g^3(6-io)j(6-a)»±35^(««+/P)}/ 

'I         :  .      "  '   •  '  '      ■ 

Für  die  Ktisel  Ist  m=^n  zu  seftzien  und  In  der  vorhei'gelienden 
Gleichung  das  obere  Zeichen  zu  nehmen;    also 

ehie  aus  deti  Elementen  der  Stereometrie  hinreichend  bekannte 
Formel. 

3.    Die  Gleichung  der  Parabel  Ist  bekanntlich 

wo  p  den  Parameter  bezeichnet;  also  ist  für  das  durch  Umdrehung 
der  Parabel  um  ihre  Axe  entstandene  Paraboloid  in  Bezug  auf 
den  Scheitel  als  Pol  offenbar. 

w 

wo  B  eine  Constante  bezeichnet.    Daher  ist 

Tbcil  \.  18 


an 

Fa  SS  Ba , 
Ft  =  Bb, 

Fu»^i)  =  \Bia+b); 
und  folglich 

F,  +  4Fi(H-i)  +  *^  =»  3B(« +6). 

Also  ist  nach  12) 

F2=iÄ(6—o)(6  +  a)  =  JA  (**—««). 

Nan  ist  aber  nach  dem  Obigen 

also  B:=znp,  und  folglich 

22)     F=}^(6«-a*). 
Setzt  man 


so  ist 


'  «+6=^(««+/»«), 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  auch 

23)  -r=4«(6-a)(«»  +  ^), 

f  t 

WO  6 — o  di^  Höhe  des  parabolischen  Körpers  von  dem  lohalte  Fist 

4.  Uebrigens  scheint  mir  hier  der  scliicklichste  Ort  zu  sein, 
zu  bemerken,  dass^  wenn  die  Queerschnitt«  eines  Körpers  wie  im 
vorhereehe^d^q  B^^ispteie  *  bei  d^m  Paraboi^tl  bloss  ^nze  ratio- 
nale a^ebraische  Functionen  des  ersten  Grades  ihrer  EntfemuDgen 
von  eip^m  if^^isi^^p  PqIq  aind>  90  da«s  im  Allgemeinen 

Fx  =  A^Bx 

ist,  dann  schon  zwei  Queerschnttte  im  Aligemeinen  zur  Inhaltsbe- 
stimmung hinreicbewt    Auf  gan»  ühnlicbe  Art  wie  obw»  unter  A^. 


wendunff  ganz  analoger  Bezeichnungen,  erhält  man  nämlich  In  die» 
sem  Falle 

24)     V=(b^a){A+iB(a+.b)]. 

Für  zwei  den  Entfernungen  cc,  ß  entsprechende  Qiieer^chnitte 
¥$h  ^fß'  hat  ttaan  ab€nr  di^  OleiGhungeh  ;\  '* ; 

aus  denen  sich  sogleicb 


f    » 


•275 
j__     i^^g      gF/g. 

: 

ergiebt.    Fo^icb  ist  nach  34): 

p— ff 
Setzt  man  ff=a,  ^==&;   so  ist 

«-4(«+t)5s:-i(6-a);. 
folgUcb  nach  25):  . 

« 

Das8  bei  dem  Paraboloid  diese  Formel  auf  der  Stelle  zu  dem 
Ausdrucke  23)  fübrt,  föllt  sogleicb  lo  die  Augen. 

Wären  die  QaterschBitte  constaote  Grossen/  und  folglicb  m 
Allgemeinen  ,  ., 

Fx  ^=^  Af 

so  weiss  man  aus  derLebre  Tom  Prisma >  da9S  scbon  ein  Quset^ 
scfanitt  zur  Inhaltsbestimmung  hinreicbt,  indem  das  Product  des- 
selben in  ^ie  Jfiibe  cks  Korpers  bekanotiich  dessen  Inbalt  ^iebt 

$.  Die  einander  entsprechenden  Winkel  aller  paraHeiAtt 
Que^rsditfitte  ^nes  Obelisken  *)  sfrnd  offenfbar  sämmtlich  einander 
äeich.  utod  die'  Winkel  der  einzelnen  Qoeevschnitte  können  daher 
8lr  j^en,  ObeKsken  als  constante  Or5ssefi  betrachtet  werden 

Sei  tirni  X  die  Entfernung  eines  Qneer^^hnltt«  F»  des  Obelis« 
ken  von  derjenigen  seiner  beiden  Endftäehei»,  welche  die  kleineren 
Seiten  hat»  una  A  sei  die  Hübe  des  Obelisken.  Ferner  seien  m' 
und  m"  zwei  einander  parallele  Seiten  der  beiden  Endflächen  des 
Obelisken,  so  dass  m'  ^m"  ist,,  und  m  sei  die  denselben  parallele 
Seite  des  Queerschnitts  Fx;  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  ein- 
fachen geometrieehen  Bebachtirag  auf  der  Stefle  die  Richtigkeit 
der  Proportion 

^  * 

aus  welcher  femer  sogleich       ,  * 


m  =:  m'  ^ T —  X 


ji»»  .»1  111   <  t  * 


n  Actfhir.  Tbl.  IX.  S.  83. 

18* 


^7ß 

folgt.  Weil  nun  h,  m' ^ 'ai'  für  jeden  Obelisken  als  constante  Grus 
sen  zu  betrachten  sind,  so  ist  m,  und  eben  so  natürlich  auch 
jede  andere  Seite  des  Queerschnitts  Fsy  eine  ganze  rationale  alge- 
nraische  Function  des  ersten ^  Grades  \oa  x.  Aus  der  bekannten 
allgemeinen  polygonometrischei)  Formel  för  den  Inhalt  leder  ge- 
radlinigen^ Figur  geht  aber  hervor,  dass  der  Flächeninhalt  Fx  alle 
Seiten  der  entsprechende«  Figur  mir  in  der  ziveiten  Dimension 
enthält,  d.  b.  bloss  von  den  Producten  dieser  Seiten,  zu  je  zweien 
mit  einander  verbunden,  abhängt,  wobei  man  die  schon  vorher 
gemachte  Bemerkung,  dass  hier  die  Winkel  der  Figur  als  con- 
stante  Grossen  zu  betrachten  sind,  nicht  zu  übersehen  hat.  Hält 
man  dies  mit  dem  Qbigen  zusammen,  so  ergiebt  sich  auf  ganz  un- 


Iglich 
Obelisken  Anw^endung  findet« 

Sind  also  F,   F,   P*  respectiiie   die  ^^l^^  Endfläche,    der 

mittlere  Queerschnitt,  die  qkJ^^  Endfläche  eines  Obelisken»  h  senie 

Hohe,  und  wie  gewohnlic|i  JT  s^in  rkHiperUjeher  Inhalt;  so  ist 
nach  12) : 

27).-  r==  i*(F+4F'H-'F''>,    "."  ,' ; '.  :  '  '■ .  •  • 

welt^h^  IPörmel  ich  für  die  bequem^t^  zurlnhaKsbre^imiining  eines 
Obelisken  in  der  Praxis  halte ,  und  mich  daher  bei  der  Ableitung 
des  im  Archiv.  Tbl.  IX.  S.  85.  von  mir  bewiesenen  Koppe'schen 
Ausdrucks  für  den  körperlichen  Inhalt  des  Obelisken  aus  dersel- 
iteii  jetzt  nicht  aufhalten  will, 

'•'.Üd[?ethaupt  werden,  die  vorhergehenden  Beispiele  sel|on  hin* 
reichend  sein,  um  die  grosse  Fruchtbarkeit  des  in  FV:  bewiesenen 
AUjg^smeinen  Satzes  bei  der  Itthaltsjiiestimmuug'  der* Körper  zii  zei- 

Selft.  Man  kann  diesen  Satz  9,UQh  bei  der  Bestimmung  d^  Inhalts 
Qt  Fässer  und  anderer  KOrper  mit  Vortheil  in  Anwendang  brin-« 
gen,  was  weiter  zu  entiwickeln,  miph  jedoch  für  jetzt  su^sdbr  voq 
m0in^B  eigentlicheti  Zwecke  abführen  wüifde »  ,and  im^h  füglich 
desi  eignen  Nachdenken  des  Lesers  überlassen  wierden  kf^nn«»  . 


,'    :.    '• 


.  •  VI..    . 

*  * 

Es  erhellet  l^cht,  dass  sich-  dielyoriuer^ebdadien  Betraehtun- 

§en  verallgemeinern  lassen.  Nimmt  man  nämlich ,  um  noch  cänea 
chritt  weiter  zu  gehen,  an,  dass  di^  Queerschnitte  eines  Körpers 
fanze  rationale  algebraische  Functionen  des  dritten  Grades  inrer 
ntfernungen  von  ^inem  gewissen  bestimmten  Punkte  als.  Pol 
seien,  und  setzt  demzufolge  im  Allgemeinen 


*)  Einer  ganz  ähnlichen  Betrachtung  hat  eich  anch  Briz  a.  «•  O. 
S.  137.  und  S.  138.  bedient,  und  da«  unmittelbar  Vorhergehende  ist  im 
Wesentlichen  ^anz  von  ihm  entlehnt,  nur  etwas  allgemeiner  gehaiten. 


27T: 


28;    Fxp^A  +  Bx-j^Qx^^i-Da:^, 

so  gelangt  man  darph  ganas  ähnliche' Betrachtungen  wie  oben  und 
mit  Anwendung  analoger  Bezeichnungen  leicht  zu  der  Gleichung 


29)  'Jr=;?4(6— o)+iÄ(6*-a«)  +  JC(6?-a»)  +  ll>(6^-^) 


I    •   4 


'    ,1 


oder 

.  30)     F='    • 
(Ä-a)  I A  +  lB(a+b)  +  iC(aHab+b^)  +  ll>(aHa«6+o6«+6»)  |. 

Die  vier  in  der  Gleichung 

Fx=A+Ba:  +  CT^  +  Da:^ 

enthaltenen  Constanten  AyB,  C,/).  kauft  man  aber  ans  vier  den 
gegebenen  Entfernungen  a,  ß^,  y,  8  vom  Polo  entsprechenden  ^ 
Queerschnitten  Fa»  rp,  F^,  F^  bestimmen ,.  Indem  man  a^wischj^n 
den  vier  in  Rede  stehenden  Constanten,  wenn  vier  solcher  Qdeet- 
schnitte  als  gegeben  betrachtet  werden,  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen hat: 

Fa^Ä+Bcc+Ca^+Da^, 

Fß=zA+Bfi+C^+Dß\ 

Fyr^A  +  Byi'Cfk^Dy^ 

Fj  =  A  +  BS+CS^+Dd\ 

Um  diese  vier  Gleichungen  in  Bezug  auf  A,  B,  C,  Z>  als  un- 
bekannte Grossen  aufzulösen,,  eliminire  man  zuerst  A,  Dadurch 
erhalt  man 

B(ec-ß)+  C(««-/S«)  +  i)(«»— /S»)  =  F„  -  Fß, 

.;. .,,,:.  ■B(y^s)+ c(f  -s^  -+,Div'-^.^  >v  ~^<fii:-::::  ■;;:. 

also,   wenn    man   diese   Gleichungen  nach  der  Reihe  ImV'a^'ß, 

B+  C(y+d)  +  D(^+Yd  +  Ä«)  =  ^\Zf^- 

ElimiDirt  man  jetzt  ferner  B,  «o  erhält  man 

..     .      •       •  C(«-y)+Z)|««-y»+^(«-,.)}  .^  , 

.  •■•    ,    .'  •  _  tf — r)  y<r  +  <y-.«)  h rf  («■-<^);Fy-. .  , 


7m 

Fflr  et,  a,  y,  8  lassep.  «nah  in  dieser  allgemeioen  Formel  alle 
mSgUchen  Werthe  setzen.    3etzt  man.nun  ^er 

u=a,     ,;■•;..•     , 
/?=«-!- i(A-ff)  !=r1  (2Ä  +  6). 

9=b',  :  '    ' 

•  •      .      •    .       ■ 

SO  erhält  man  nach  leichter  Hecbi^ung,: ! 

ceyS—i(ay-i-yS+'Sä){a+l>)\     :.    1 
■   —  l(a»  +  <i«6  +  a6«+ A?)  ) 

«i»y-i(«/»+/»y+>«)(o+6)   )  .   . 

Weil  nun  ferner,  wie  man  ebepfalis  leicht  findet, 

(«-/j)(«-y)  («-«)=— ;(*^)*;"  • 
{ß~»)iß-y)(ß-f)=   Mb-")',  ; 

ist;    80  ist  nach  28)': 

r'  Diese  Betra^^tuVigeo  hoch  weiter  fortzufiihreii  und  noch  mehr 
zu  yerallgemit^iiieYn';  hegt  jetzt  oicht  in  meiner  Absicht,  indem  ich 
mich  in  dieser  Abhandfung  .vorzugsweise  in  dem  Bereiche  elemen- 
tarer Belrach€aigen'.  halten  i  und  d$ts  Obige  zijir  £|nf3h.rung  in  den 
Elementar-Uiterricht'Und  In  die  Eteihentar- Lehrbücher  empfehlen 
wollte,  '  Ich' werde  |ed(/ch'  vielleicht  späterhin  In  grosserer  Allge- 
meinheit aiif  dileseniCe^enstand  zurückkommen. 

S     -         ■'^-■■'     -••VH.        "      ■ 
W^nn  man  einen  Korper  hat,    bei  welchem  man  sich  zu  der 
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V 

Afmatonebtoteielitigt' halten  idatf,  idktsb  «weili|;btfenB  »o  kleiiien  Inter- 
yalleo  seine  paralßlen  Queeraobsitte  iii  Bdziehimg.aiif  eiÄettgewIs^i 
Ben  Pol  annähernd  der  Bedingung 

geoSgtoi  und  des.  körperliche  Inhalt  F.  eihes  z:ivischeii( 2wel  geWi«^ 
sea  parallelen  Qbeenchiutteil  liiegenden  ^Theils  de^Welben  letmittelt' 
werden'  adll;  .so  itheiie.mltn  die  Htihe  h  diei^es  Theiisi,  ^etkn  n 
em^  helMbige^pösitive  «DBe  Zahl  bezeichnety  in  %t  gleiche' IflMile,' 
iiiidMl>eiitimnie>die  Fläonenräünie  i.       ;, 


»  *•    '.    |.         -Co»  J^l9  J^t»    *8*  *^4»»"»*^a« 


der  ali^n.  einijiejlnen  Theilpnnktfni  d^r  Hube  entopreche9den(^aeeihi 
schnitte;  so  ist  ;i^ach' 12)  wenigsten«  näbempgBweiseandüHiifdbslo 
grUsser<;r  Genauigkeit,  je  grosser  nist:  .        i 

'••  I'»  .V    ..lt.. ;  r!.  ...      *^  .1"    »  .    •'    i      ».    ': 


,«■         "  >   »     • 


+  j;.B^l(lF;+4#V  +  Fg) 


U.   S,  'W. 


+  l .  22^(F2n-4  +4F2n-3  +Faii-2) 

+  l.2^(F2„-2  +  4F2„«x  +Fa„), 


also 


33)  r= 

i.^(Fo+4Fi+2Fa+4F3+2/i+4/l+....+2Fa„-2+4F2„-i+Fa^^^ 


Diese  Näherungsfofmel  zur  Bestiminung  der  körperlichen  Räume 
ist  zuerst  von  dem  schwedischen  Vice-Amniral  Chapman  in  sei- 
nem Werke  über  die  Schiffsbaukunst :  Tratte  de  la  construction 
des  vaisseaux,  tradüft  du  Sui^ddis  de  M.^Chapman  par 
Vial  de  Clairbois.  Brest.  1781.  gegeben  worden^  und  später- 
hin in  mehrere  andere  Werke »  namentlich  über  praktische  Mecha^ 
nik  und  Maschinenlehre ,  wo  sie  hauptsächlich  in  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  zur  Anwenduf^g  ^ommt»  .^(terga^angen..  -Die  -theo- 
retisch^'Bedingung,*  welche'  nothwendi^  erralit  sein  muss/wenn 
diese  Formel  mit  Genauigkeit  anwendbar  sein  soll,  habe  ich  im 
yorhi^DgehenAen  mit  .nfe&glichsterJ  Deutlichkeil  «nd  'Bestimmtkeit 
hettox?:Alheben  geaUcbtw  i.'Wemi  onn  aber  die8Öi>Fotaelv -wie  die 
Erfahrung  gelehrt  hat,  in.iMr  Thil  in:  dein  meisten  FSUen  eU'sdnr' 


ganauen  RanAlMen  fMiirt>  so  kaäo  bsidfa  mämfei'  AobMitdar  Omni 
luitf  dQmrJiegeit.,:  dbuis  dia  BedJlisdDgt^     ''   i  ' ;     •    '      -  -    <  -   ' 


I    S    't 


^  !    \  \\      :■* 

wie  aus  dem  Obigen  erhellet »  für  die  gerade  Linie,  den  Kreis, 
OWrlMiipt  aJle  dtei  KegelffchHitte  idUig.  gi^wp^  etrfiKMI  M,  uadl  ihm 
ailsiO  dieJFoimel  von  Chabnä»  ei^ent&b  aUe  dte  so  üben,  gi»' 
mnm^W:»  in  der  Natec  bekanntlich  Iberiumpt  ^«ehr  häufig  herror^ 
tretAOlten  dkiveii^  uad  vielleicht  ndcb  aiehrer« '  andere*,  «nlersidk 
begreift;  dieselbe  muss  also,  weim die  OUerf äcbe  €iilmm'*K§9ftifm 
wenigstens  in  kleinen  Intervallen  annähernd  überhaupt  nach  einer 
dieser  Gurven  gekriynrtlt-  ist/  neihwcflidig  ^imimr  zu  sehr  genauen 
Resultaten  führen,  und  scheint  also  die  Aufmerksamkeit,  welche 
ifar> na^enttlfdi»  ron jprakttawhefv  S^hrrftstelkttr  vfcMa^  g^sifneiif^' 
w^dkii' hir^  Äff  ThAtviAlkpTi^ttt^  '     :  «J.  «'  - 

In  dem  Falle,  M^enn  für  Kleine  fntervalle  näfaerüngsweise 

gesetzt  werden  könnte,  musste  man ^  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
m  2n,  jetzt  die  Hoh#  k  des  kl^rpers  in  n  gleiche  .Theile  theilen, 
und  hätte  dann  nach  26)  näherungsweise,  und  zwar  desto  genauer, 
je  grosser  n  angenommen  würde «   ... 


'  1       » 


al«^ 


•  :    •  i 

• 

n 

1  t 

• 

t  •  .          1        • 

1.1        "  'S       •          .  '*      t     '      •  8     '   1      .              • 

1.     •* 


•  1  •        » 


.  ♦       ■  ■      •  . 


iiwkfaaiFiNiBlel  iroa^  locht  detoinjrhmifeni«eiiileiiBeniiei(imtfgeti>ietch^ 
heivreifjicb^  €rindenilnr:iUlge«ieNie«^fedooli  «ieM  CH9  getUM^Re«^ 
arftateiwieildid  F9r«ri;ai^i>gewiiMenMiiii.        '^     ' 


*  »9  ■    . 


S> 


VIII. 

Dfirjfle  man  sich  zu  der  Annahme  berechtigt  halten,  da8s  die 
einander  parallelen  Qneerschnitte  eines  Körpers  wenigstens  nähe- 
mngsweise  in  kleinen  Intervallen   der  Bedingung 


•     •  • ' 


gOPiKg^ft,  «a^'^emM^  ^ntei;  Aii^'Q0ih)Mp.gam;K.äMid]i9- B<iE^^ 
n^gen  wie  vorher,  dfe  Höhe  A  in  Stt  gliche  l^heÄe  ifieTlen,  und 
esU^to  jiba»i|  imük  Sfi>^  -^iil^effiigawciatt^iiiid  xtit  dtsfn  g^saerat^ 
Genauigkeit,  je' grösser  n  ist,  filr  F  den  folgenden  Ausdruck: 


I     I 


+  i.3^(Fe  +  3^;  +  3F,+/',) 
u>  e.  k. 

*  •  •  a^c''».*«  ■f^Fb-i-ä.-f  wv-i^  n#.e) 


+  h  •  3g^ (-r  an- 3  +  3/^311—2  +  ßFsii—i  +  Fsn), 


also,  wie  hieraus  leicht  fe^gt: 

35)     F=ä.^lFo+3Fi+3Fa+2F3 

+3F4+3F,+2F, 


+3Fr+3F8+2Fg 
+3Fa^+3Fn+2F,a 

u»  s.  w. 

+  SFa*-.  5  +3F3n— 4+2F3  n-  3 

+ÄF3ji-i2+3Fi«-j+F  II 


Dass  »Heb  diese  Näherunssformeln  einer  Vefallgemeinerung 
fähig  sein  Witrden,  bedarf  hacn  dem '  Vorhergehenden  kaum  noch 
einer  besondern  Erinnerung. 


2M' 


• 
•  >  > 


,  * 


I  • 


1 1  • .      * 


;     'ii 


yollstlliMliipe  indefieiid^nte  AuHiljSiiAgr 
der ,  ft .  OleiehiinKeit  des  ersten  CbraMfles 


1.      n- 


A  +  -^«^  +  -^s«^*  +  -44ai'  +  .....  +  ^«3«-!  =  03  , 

Ai  +  A^a^  +  A^ix^^-^^A^a^^^  +  -m  +  Ao^*"*  =  a^, 

^1  -1-^««  +  A3ttn^\-Jtan'  +  ••••  +  /4ji<l!ii"-»  =  0« 

zwischen  den.tt  nnliefcannten  Or9ssen 

nebst  einigen  merfewIlrcHsen  arithme- 

tiscben  Sätzen. 

t  OD 

dem  Herausgeber« 


I. 


^      I 


Wir  woUißn  in  der  li^drze 


i  i  '  •  i 


»|i^ 


,  I      I    •  •     • .  .'l 


«.  s.  w. 

. )^ 

(«■—«iX«^- «,)(«,-  «i)(«ii— «4)...  («to— ««_i)' 


a^ 


und  also  in  aoaloger  Bezefichntipe,    wenn  in  der  Torhergehenden 
Gleichung  n  —  1  für  n  gesetzt  wird. 


+ 


(«j-«lK«i--«3)(«»-T«4)(«»^«^)--?  -  (««—««-l ) 

(«4— ai)(a4-«a)(«4-«8)(«4— a5)--(a4— ««-1) 

üb  s.  w. 

(«««1  — cfi)  (cfp-i  — «a)(c>f,^_i^a3)(afl-i— .«4)....  (an_^— a«-^ 


setzen. 

Addirt  man,   um  eine  Relation  zwischen  den  im  Allgemeinen 
/i 
durch  (n)  bezeichneten  Grossen  zu  finden ,  die  beiden  Torhergehen- 
den Gleichungen  zu  einander,  so  erhält  man  mittelst  leichter  Rech- 
nung: 

aiA*+i+ai^(l-«r„) 
""(«i-öaXa^r-c^X«!— «4)  («1  — «»)  -^(«1  — «•!> 

(«2— «1)  («a— «9)  («2— «4)  («2— «ö)  ••••  («a— ««) 
(«3~«i)(«3-«2)(a3— pf^(c^-«4) («3~a„) 

«4^+^  +  «4^(l~<yn) 

(«4— «l)  («4-«a)  («4— «3)  («4— «5) («4-«») 

u.  s.  w.  ' 

__^ «ni"  

"*"'(««— (ri)'(«n  — «2)  («n""<^K««  — «4)  •••••  (<*n  —  «»-ij* 


In    t 


Weif  nian  nun  aber  * 

«^  =  a,/'+i  +  «,^  (1  -  an) 

setzen  kann:,   so»  lässt..8icb  diß  >f /ofhergeheiide  Gleichung  «uf  den 
folgenden  Ausdruck  bringen:  <....:».'. 


<«i  -  tfa)(«i^-a8)(«i— <¥*)(ffj  -  «^  -.'  (?t  -  «») 

I  I         ■  ■  ^ 

I 

. !Vl!^ 

cw"f^ 

(cif»~cfi)(an— ■a2)(''n— "«3)  («n— «4)— •(««""''»-1) 


(«i-— «a)  («1— «3)  («1  —«4)  («1 —«ö/'  -(«1--«») 
.  (fif«'-«!;)  («»~«^)  (««—^4)  {«3— «»)••••  («^a— «f«) 


>•>; '     .  ■•.  >.  '  I 


«3Mfl~Cf„) 


(«3— «l)(«3— •«2)(«3— «4)  («3— «ö)  —•  («3—«») 

also  in  der  eingeführten  Bezetchaang 

(«~l)+(«)=(«)+(I-^«„).(«), 

woraus  sich  auf  der  Stelle  die  Relation 

fJt-^-X  '  fJi  fi  ' 

(»)^(»i -!)+«„.  (71) 

ergiebt. 

Zerlegt  man  jetzt  den  Bruch 

1  ; 

(«1  —  «jX«!  —  «3)(ai  —  «J  («1  —  «5)  ••••  («1  —  a») 

nach  einer  ^iis  der  Theorie  der  Zerlegung  der  gebrochenen  ratio- 
nalen algebraischen  Functionen  in  sogenannte  einfache  Bruche  oder 
Partialbrüche  sehr  bekannten  Regel  *)  in  Partialbrüche «  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit: 


'  *)  m.  «^  0.  B«   meiiiete  LeU^üde«  föl*  don  ersle«  Uiil^rricht 
in  der  höhern  Analysi«.    Leipzig.  189B:  '«Sj  I6t« 


also 


aar 
i^__^ 

(«1  — «a)  («1—«»)  («1— «4)  («1— «»)....(«i— ««) 

1    ' 

(«,  —«fa)(«a— <%)(«»— «4)  («»»— »ft)  •...  (««—««■) 

.  1  , 

+ _J 

(«, — a4)(a4— aa)(a4— a3)(a4 — «5) ....  («4— «n) 

11.    8.    W. 

. __I , 

(«1— ««)(««— «äiX«ii—«bK«»~*0—(*'"-«»-i) ' 


0=  » 


(«i  — a«)  («1  --«s)  («1  —«4)  («1  — «ö)  ••••  («1  — <^") 
1 

)  

(«3~ai)  («3—««)  («3— «4)  («3— «ö)  ••  ••  («3—««) 

1  - 

(«♦^«iX«*— Ö2)(«^-'«3)(«4—«5)--  («4—««) 


t.,-, 


.  1  ti. 


(««—«,)  (a«--cfa)(cfn— 0^)  («n — a4)....(aii— ««-1)  ' 


folglich  ist 


(n)  =  0. 


Weil  nun 


«1  —«4      «2— «^1      («i  —«2)  («i— «1) 
ist,  so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen 


leicht  nach  und  nach: 


01*  > 


3cfo 


<•  o 


(2)  =  0,- 
(h)  =  1 ; 

, ,(^)  =  «)  +  %.  (3) =Q, 

(4)  =  0, 
■       (4)  =  (3)+«*.(4)=0, 
•      (i)  =  (3)+«4.(i)=0, 

(4)  =  (3)+«4.(4)=l; 

O  J 

.      (5)=0, 


1 
o 


'    •       •   I 


(5)  =  (4)+«4.(5)=0, 
(5)  =  (i)+«».(5):=Oi 
(^)='(l)+«,.(5)=0, 
(5)  =  (4)+«5.(5)=l; 

U.  0.  w.. 


Das  Gesetz   des  Fortschritts   liegt  hier  deutlich  Tor  Augen 
und  wir  gelangen  daher  durch  diese  E&trachtung  zu  dem  allgemei- 
nen Resultate  9   dass  ^     ' 


• 

(«)  =  0 

fär  fi<n  —  1,  dagegen 

. 

/ 

,(«5=1 

fär  ii—n  —  1,  so  dass  also 

immer 

I 

«— i 

(«)=i 

»St. 

*  *      • 

i:j  .:tr 

Setzt  man 

lt 


1     l'» 


so  ist  überhaupt 


■»  .<    • 
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\ '  •  kf^         ••'  '' •• 

""(*—!)(;&— 2)....!.  — 1.— 2.— 3....-(ii—Ä) 

''I.2.3.4....(Ä-l).1.2.3.4....(n-ifc) 

_  (--l)"-*.(ii-^i)(«~2) .».(»— i^  4-1)  fe* 
"^    1.2.3.4....(;fe—l).  1.2.3. 4....(n-l) 

"~      1.2.3.4....(n-l)     * 
Also  ist  in  diesem  Falle,  wie  mau  leicht  findet: 


1 .2.3....(«— 1).  (n)=  (— 1)«^-».  l+(— 1)«-«.(«- 1),  .a» 

+  (-l)»-»'.(n-l),.*« 

I 

oder 

(-l)»-i. 1.2. 3....  (n— !).(!«) 
=ali"-- (n-~l)i  .2/*+(n  - 1)2 .3«-.(n--l), .  4/*  +  (w-l)4.S«— ...., 

woraus  sich,  in  Verbindung  mit  dem  Vbrherff^hendeo,  tthibittelbar 
ein  bekannter  merkwürdiger,  auch  filr  die  Zahleniehre  wichtiger, 
arithmetischer  Satz  ergiebt,  der  ee^wühnlich,  und  allerdings  auch 
am  leichtesten,  mit  Hülfe  der  Differenzenrechnung  bewiesen  wird, 
hier  aber>  als  hinreichend  bekannt,  jetzt  nicht  weiter  erörtert  wer- 
den soll. 

Man  hätte  vorher  auch 

••    .  '    .  «  '    .  • 

CK|=^lt,    «2=11 — ^1,    03  =  11: — 2,....,On^i 

setzen  können. 

Wenn  man  in  der  vorher  gefundenen  Gleichung 

fA-\-\  fA  U 

(n)  =  (n-l)  +  ««.(») 
n  — 1  für  fi,  also  n  f&r  fi-f  1  setzt,  so  wird  dieselbe 

(n)=(ii-l)  +  ««.(n)' 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

Vi  =  1 

ist: 

Thell  X.  19 


290 


(i)=:{iri\)  +  «fe. 


Durch  successive  Anwendung  dieser  Gleichuog  erhält  man  leicht 

(«)=;  (I)  +  0,^  ^^  Ol + 0^+ -•  + '*^' 
Nun  ist  aber 

Also  ist 

was  mir  auch  eine  bcmerkenswerthe  Relation  zu  sefai  scheint. 

.      n. 

Die  iitfe  Klasse  der  Kombioationen  ohne  Wiederholungen  för 
die  Elemwie 

ffx^  ^X»  ^/i9  Ovf*» 

wollen  wir  im  Folgenden  der  Kurze  wegen  durch 

ica,3.4,S.....,n).<%>' 

(««— «l)  («i— «i)  (««—«4)  (««—«6)  ••••  (««— <^) 

.    JC(1.2,4,8,....,«)^c^ 


u.  s.  w. 


.setzen.    Ist  nun 

tn 


2»1 

ein  allgemeines  Glied  dieaer  Reihe  ^  so  kann  man  dasselbe  unbe- 
schadet seines  Werths  hn.  Zähler  mid  im  Nenner  mit  eck— on^i 
multipliciten,  und  erhSlt  dann  als  ZHUer 

in 

^(1,2,3,....,*— i,Ä+iy^:.,i»^i,ii).«tM^i 

m 

und  als  Nenner 

Den  Zähler  aber  kann  man  anf  folgende  Art  uniformen: 

f (1,2,3 ,*— l,A+;i,.. ..,«•- l,n)        )  ^^^j 

Ä^(l, 2,3,  ..,.,*— 1,Ä+1, .-..,«— l,fi)     / 

-f-K  (1,2,3,....,^— l,^4-l*«—>« — J,n),ak  / 

so  dass  also  dieser  Zähler»  weil  naeh  einem  sehr  bekannten  Satze 
der  Kombinationslehre 


ntf 


'  ■ 


i    • 
+  K  (1^2,3,..^, X:—l,A;  +  l,;,^,n—l,n).a«-|.i 

=  Ä^(1,2,3,...-,Ä— l,i+l,....,n,n  +  l) 
und 

m 

JE^(l52,3,....9A — l»Är+lj....»n — ^l,n) 
+  Ä^  (1,2,3,....,A-  — 1,  *+!**••*»« — I>n).«* 
=  i^(l,2,3,4, ....,«) 
ist,  sieb  auf  die  folgende  Form  bringen  lässt: 

*(l,2,3,....,;fe-l,;fe  +  l,.*«,«,n  +  l).aiA*+^ 

^     ~if(l,2,3,4,....,fl}.ai'*a»fi. 

%  V^enden  wir  nun  diese  Transformation  auf  die  oben  durch 

bezeichnete  Crrösse  an ,  und  zerlegen  zugleich  jeden  einzelnen 
Bruch  nach  MaasSgabe  der  beiden  seinen  Zfihler  bildenden  Theile 
in  zwei  Theile,  so  erhalten  wir  ohne  alle  Schwierigkeit 

19  • 
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7^^ gCi,3.4>S.^.,n.-H).y./'t> 

(«1— ««)(«l--«^(«l-"!»)(«l— ^»)  —  («»l-^-«*fl) 

.  g(l,3.4,5,.....«  +  l).«^i 
(«ir-«i)  («%—«(»)  («i— «0  («%— «ft)  ••••  («»—«»+1 ) 


m 


jr<l,2,3,5,.*..,n  +  l).a4M+i 


n.  s.  w. 
*'(1,2,3,4,....,«-.1,«  +  1).«W"+» 


(f>f»--«l)(«ir-HJ(ä)(«ir— J)^3)....(«i^^ 
m 

""  («i—^^a)  («1— -Os)  («1— «4)  («1— ^ö)  — "  («1— <*H-i) 

m  -      • 

K(l,2,3,i....,n).a^an+i 

m 

K— «lK«8-~^  (<%— «4)  («S — «&)  ••••  («^ — «"+1) 
m 

(«4— «1)  («4—«^  («4-^3)  («4— «6)  •••  •  («4  —  «n+l) 

,     .  ... 

u.  s.  w. 


i 


m 


(ctir— ai)(«i,^-o^(aii— oi^)....(«a— «ii-i)(cer-«iH-i)' 
Fügt  man  aber  dieser  Reihe  noch  die  vierschwindende  Grosse 


m 


J Ar(l,2,3,4,....,n).c^-nH^ 

(a«+i— «i)(«a+i^-^)(«^+i— -<^)CaH-i'-^4)'--(a«+i'--«ii) 

jg  (1,2,3,4,. ...,yt)>cign4i^g»4i    

♦  (  1  ,  ,  •_  ^ .  •       . 

bei,    so  erhält   man  Mn    dien  oben  eingeführten  Zeichen  aof  der 
Stelle  die  sehr  bemerkeiisvrerthe  Relation: 


( 
oder 


»)=(«  +  l)_«i,+,Ar(l,2,3,4,....,n).t»  +  l), 


.• 
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(«+l)=(n)+«»HÄ(l,3;a,4,....«).(n  +  l), 
oder 

«H^jÄ^a.2,3,4,....,n).(n+l)=(n  +  l)— («). 

wobei  man  auch  noch  bemerken  kann,    dass    diese  Gleichungen 
noch  etwas  mehr  Symmetrie,  erhahen^^  wenn  man ,  was  offenbar  in 

0,/!  fi 

gewisser  Weise  verstattet  ist«  (n  -f  1)  für  (n  + 1)  schreibt 
Wenn  man  in  der  Reihe 

■         («1— «a)(»i— ÄaX«!  — W4)(ai— a6)—(«i— ««) 


iir(l,3,4«5«....,n) 


(««-«iX«»— «sK««— «4)  K-^ö)  ••••  («2-«n) 


,  Jir(l,2,4,6,....,») 

/C(l,2,3,6,....,n) 

(a4-«i).(a4"rf^(«4— ^s)  («4— «a)-"(a4-««) 

u.  s.  w. 

..  y(l, 2,3,4,...., n~l) 
"*"  («lg— «i)(an— ««)(a«— ci^)(a»— «4)....  («»— a«-i) 

den  ersten  Bruch  atif  bekannte  Weise  in  Partialbrüche  *)  zeriec^t, 
so  erhält  mi^n  ohne  Schwierigkeit: 


_     g(i,3,4,6,..,.,ti)>-g(9l^3,4,5,..;.,Vi)  = 
"~  (fl^-aiX««— c^)(««--«4)(««--«öu)-«--(«i--««) 

g(l, 2,4,6, ....,n)— ^(2,3^4,5, ....,n) 
l^l,2,3,6,....,w)-^(2,3,4,5,....,n) 


!'•  I 


n    •  "•■       ' 


(fl^— ai)(fl^— «f)  («4— «b)  («4-  «ft)  ••••  («4—««) 
■'  •  ••  u.  s.  w. 

g(l,2,3,4,....,ffl)— 1(2,3,4,5, ....,n) 
(«ii  —  <»i)(aB  — a^(ah--ci^)(««'-'a4)  ....(««•— «a-i)* 

Weil  nun  aber  nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der 
Kombinationslehre 


*)  Man  vei^leiche  I. 


20t 


*ia,3,4,5,....,«)-iÄ(?,3,4,5,..-,ii) 

=jr(3,4,5,...,.n)+  «iür(3,4,5,....,ji) 
—  £1(3,4,5,. ••.991) —0^(3, 4, 5;....,n) 


=:{tti— «%)ÄfS,4;5,....,ii), 


«n 


Ä(l,2,4,5,....,»)— Ä(2,3,4,5,....,n) 

=]^(2,4,5,..,.,«)  +  ariK(2,4,5,....,n) 

,   -^C|[3,4,5,..^.,»)—«%£j@,4,5,....,9t) 

«  «  - 

w»— l  ^ 

=(«L— «b).Ä'(2, 4^6, ....,  n), 

f g[, 2,3,6,... ,«)-J(2,3,4,5,....,n) 

=  *(2,3,5,....,»i)  +  «iir<2,3,5,....,u) 

-*(2,3,5,.-.,»)— «^Jr(2,3,5.....,;i) 

^=(«1*— <^)iSr(2,3,5,...., «), 
11.  «.  w. 

^(1,2,3,4, ....,n^l)—l(2,3,4,5,,...,«) 
:li2(2,3,4,.-.,M-l)+«,iC(2,3,-t, ..,.,«- 1) 


— jC(2,3,4,....,n— l)-ai,A:(2;3,4,....  ,n-i) 
=  («1  -  «■)JC(2,3,4,.... ,  w  - 1) 
ist;   so  ist  n^di  dem  Vcntber^eheiideD 


\ 


(n) 

m— 1 

Jg'(3,4,5,....,n) 
(«>T«^  (««T-«4)  («i-«*) («^r«*) 

jg(2,4,5,^..,w)  ' 

(«s-fi^  («3--^4)  (<%— O («3—««) 

':     iit-i 

JB(2,3,6,....,») 


ir2,3,4, ....,»-!), 


39S 


^ 


Nun  ist  aber  kiiir,   dv»  man  eine  der  tcyrbef gehenden  gan 
ähnliche  Zerlegung  jetzt  wieder  von  Neuem  in'  Anwendung  brin- 
gen   kann,    und   wenn    man   dann  diese  Zerlegungen  weiter  fort- 
setzt»    so  muss  man  nothwendig  endlich  auf  die  folgende  Glei- 
chung kommene  <  , 

....      .  A(m,  m4-2,  m4- 3,. ...,«) 

\  '  («iiH-l— «i»)(«w+l— «m+«X«iii+I  — aw+8)--(«m+i — «n) 

Ü.  s«  tr. 

*    «  * 

Wendet  man  nun  aber  die  erwähnte  Zerlegung  *  dof^bnlals  an, 
was  jedoch  nut'  tiiy  n>7ii-f-l  mdglidh  ist,  tind  bemerkt,  dass 

K(m,  wr+2,  m-)-3^....,n)=crm-|-c^i»4ft-h«m-H  + +  «n, 

u.  8*  w# 
ist,  80  erhält  man 

1  ..   •.  t     .'   . 

^        '     '  («nH-l— «iiH^  («m+l — am-|-8)..-(«m+i— «1») 

'  ■  -1 

.  (*'^»H-«'^*"»+l)(**w+« — «m-fs)««"  («»+2 — <*n) 
,  U.   8.   W* 

i     ■       /■      ■        ■       1 

und  weil  nun  die  GrBsse  änf  d^r  t«<;hten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichdn«,  wie»  nnmiftelbai'  Msi  L  böitorg^t^  de^  Ni|ll  gleich  ist, 
so  ist  Oberhaupt  f&r  n>m-|^lj 
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Fiir'n3=:m4-1  ist  dagegeti  Qaoh  dem  Obigen 

'•      f  '\ 


= (-1)"-'  • «  -«'     +  (-  »)^'  • 


«m— ««»+1..    .  Om+i— «■• 


=(_l)«.-i.  ?2HbL.J?ü=-_(^l)».-r=(- 1)".. 

Es  ist  also     '  \       ' 

'        -      '  .      ..   ■    j     . 

m,  o*  *  in,  o 

(w)=0  oder  (n)=(--l)"', 

jenacbdem  .        . 

n>»i  +  l  odelr  ai=9if -f  1 
ist 

Ueberbaupt  Ist.  nach  dem  Obigen. . 

'  m  ■    '    • 

.  ,  «•'",,  Jg(2,3,4,5,..„,OT  +  l).«,i» , 

•     IWf'JLm.     I     1  — ^  -  -  ■.,.-■.'  ..  ■  ^  .  ,  I  ■     ■  I    ■■  .1  ^  I 

l:(l,3,4,5,....,i?i-f  l).«g^ 
(««— a,)(äa--«3)(«2---«4)(«2---«5)--"  (o«*-«»i4i) 


m 


g(l,2;4,5,....,m+l).«3^ 

^  u.  s.  w.  • 

(«fiH-l^-*«l)(«m+i-«2)(«b»+i-r-«j)(a«4.i— 04)...  (a»4-i— ^m)' 


also 9  wie  leiebt^  erhellet: 


I    • 


(«»—ai)(«a—«3)(«a—i^4)(«a— «5)  •—(«»— ««+1) 

—  ■  M^^^—     11        ■    ■  II  I  .    ,  I     I  I  ■  ■  ■■■■      —  — — ■  ■■  ■   ,       ■      «^  ■»■        »^  ■■■■■M  W        ■■■^■1  ■——^■1  ■  ^ 

(«m+i— «i)(rfm+i  — «bX^Wi— e%)(aiiH-i— «4)«-(«iiH-i  "^*^) 


V. 
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Hieraus  schliesst  man  mit  Hülfe  von  I.  leicht ,   das« 

(»+i)=0,  (m+i)=0,  (ir+l)=0,....,(m  +  l)=0; 
aber 

m,iii-f-l 

ist. 

Aus  der  oben  bewiesenen  Relation 

'm,fji-\-l        m,a  m  /j. 

(n  + 1)  =  (n) +  a,+,  Ä{l,2,3,4,....,n).(M+ 1) 
ergeben  sich  nun  die  folgenden  Gleichungen: 

(n}=(n-"l) +«»«(1,2,3,4, n-l).(n), 

OiJ=(n-'l)'  +  anKO,  2,3,4,....,n-l) .  (n), 

ABB      ^K  eM      4k  flSft  tfK 

(M)=(n— l)+«,«(l,2,3,4,....,n— l).(n), 

('n)=(«-l)+«„Ä(l, 2,3,4, «— 1).(«), 

n.  8.  w. 

«i,i»-t    ■•,■— 'S  m  »— a 

(»)=(»-l):+«,if(l,2,3,4,....,n— 1).(«); 

also«  weil  nach  I.' 


(7«) = (i) =(«)  =i  (J)  z= ....  ="(nf =0 


ist: 


na.  1  m,o 

(«)  =  (n-l),     . 

(«)  =   («~1)» 

(«)  =r  («-!), 

(«)  =  (n-l), 
u.  s.  w. 

111)11— 1    '        111,11—2 

nnd  io  dem  nachfolgenden  Schema  sind  folglich  offenbar  die 
sämmtlichen  in  vertikalen  Reihen  stehenden  Glieder  einander 
gleich : 


2»8 


wo 


a^ 


S 


T'  h  ^^ 


M- 


1t 

KT 


§3      ?3 


I    • 

0dl 


^3 

S  a 


es 


AI 


3 
'a 

1 

19 


»  1 


? 


3 

^-^  I 

3 


>o 


If 

.1:9» 


"S^a        ä 


IT 


5,T 

I» 


713 


■'•>   « 


+i 


il  AI 


«4«. 


3 


»9      ' 

Weil  nun  nach  den  VorhergeheBden    - 

(jii)=0,  («-1)=0,  («— 2)=0,  («— 2)=0,....(m+2)  =  0; 

(iii+l)=0,  (»i+l)=0,....(m+l)=0,  (wi  +  l)  =  0 


ist;    so  ist 


m,  0 

(«)  =  0, 

m,  I 

(n)  3=  0, 
^)*=  0, 

m,  3 

(«)  =  0, 

.  u.  s.  w. 


(«)  =  q» 


(n)4f-l)-. 


(«)  =0. 

U.   6.   W, 

(n)  =:=  0, 
n    =  0. 

III. 

Der  vorhergehenden  Relationen  kann  man  sich  jetzt  zur  allge- 
meinen Auflosung  der  n  folgenden  Gieicbiu^eii  des  ersten  Grades : 

•  •        ■  • 

-^l  +  -^a«4  +  4«4*+  -^4*4*  +  •-••  +  Au^i^'-'^  =  04 , 

u.  «.  w. 
zwischen  den  ft  unbekannteB  Grössen 
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■«1»    /fj,- ilgj  .^4 "*•••• -^Ä 

sehr  einfach  auf  folgende  Art  bedienen. 

Man  multiplicire  die  obigen  n  Gleichungen  nacb^  der  Reihe 
mit  den  folgenden  litten  Kombinationaklaisseny  wo  wir  die  Bezeich- 
nung grösserer  Deutlichkeit  wegen  gegen  früher  absichtlich  etwas 
verändert  haben:  -  ,     ' 

m 

m 

m 

-lf(«l,  ^9  «41  0^9  ....On) 

m  ♦ 

u.  s.  w. 

m 
^(^1>  **«>  ^«  «4>  ••••«n— i); 

dividire  dieselben  dann  nach  der  Reihe  durch  die  Producte 

(«i-«^(ai— «sX«!— a«)(«i— «5).—  («!--«•)* 

(«•—«1)  («i— «s)  (««—«4)  («i— «»)  ••  •  •  («1—«^)  * 

(«8—tfi)  (<%-««)  («3 — «4)  (f^  -  «ft)  -  •  («^— «^)  > 

(a4--ai)  («*— «^  («4— «»)  (a4-«ft)  ••••  («4-««)5 

u.  s.  w. 

(««— Hfl)  (o^r— «ii)  (««—<%)(««— «4) .-  («ir-a«-i) ; 

und  addire  sie  hierauf  sämn^tlich  zusammen;   so  erhält  man  offen- 
bar die  folgende  Gleichung: 


fMyO  m,  i  m,  2  Jii,ii— m— 2 

Ax  . (11)  +i<B. (it)  +  2<5  .  (11)  + ....  +  An^m-^i  •  («) 


+  i<»-m.(ll)     ' 
+  -4«-iii+l.(n)  +  2lj,-j»+^.(ll)-|-...  -f '^fl*(n) 


(«1  -«a)(«i— cß|)(ai— a4)(«ir-«5)-....(<»i  t«^)  "* 


■*   1 


•■V 

(««-«l)(««-«s)(02~«4)(«2— «ft) («2— ob)  "* 

m  - 1     •   '        ", 


aoi 


,  ,    , y(gx>,  a^i  c^,  C5>.»..tfii) 


ö: 


(«4— «i)(^4-;-«^(«4-r<%)(«4-^«;6) — i(«4-afi)    *     , 

u.  8.  w. 

m  « 

"*"  («»--aiXaii— aj|)(«B—iJ^)(an— ofj ....(««  — «n-i)  "' 

V 

^ 

und  es  ist  folglich  nach  D. 

m 
V       /   •     •-«      (aj-«a)(«i— a8)(ci-aj(ai-a5)....(ai— ft«)    * 

m 
j '^(^'l»   <*S»   ^4*  <'5>""g«) 

(ßa—ai)i(«i^AK«i^a4)(«i-f«5)  ••••(«»-««)*'* 

m 

K— «l)  («3  - «i)  («^  -«4)  («3  -«ö) («3-««)  "' 

m 

(«4  -«l)  («4--«*)(«4— «3)(«4  -a6)--(«4— «»)  "* 

u.  s.  w. 

j".  ,     ^(g|»  ggy  ^3^  ^4  >»»"««—>) 

"*"  (««— tfiX«»— c^(an— fl^)(an— a4)--(«ft— ««-1)*'"' 

ein  völlig  independenter  Ausdruck  für"  jede  beliebige  der  gesuch- 
ten n  unbekannten  Grossen. 

Bemerkt  mag  noch  werden ,  was  sich  übrigens  auch  nach  dem 
Vorhergehenden  eigentlich  schon  von  selbst  versteht,  dass 

An  =^7- — w- -^TT- ^■ 


(«1  — a  j)  («1 —«3)  («1— «4)  («1  "-«5)  ••••  («1  — ««) 

+_: a 1 

. «^ 

(a3-ai)(«^— «t)(fl^-«4)(«3— «ö)— -(«3-««) 

+ . «i. 

(«4-^«l)(tt4-«^(«4-«8)(«4— «&)  ..-.(«4— «^) 

u.  s.  w. 


ist 


Auf  diese   Weise   sind  die   segebenen   n  Gleichungen    des 
ersten  Grades  vollständig  und  vuuig  independent  aufgelöst.    Zu- 


gleich  enthält  das  Ohige  verschiedene  benterkenswerthe  arithme- 
tische Sätze 9  von  denen  der  eine  von  'nm^  besonders  hervorgeho- 
ben worden  fet;  die  übrigen  Wird  der  <aiifniek4<8anie  Leser  gewiss 
auch  ohne  besondere  Erinnerung  nicht  unbeachtet  gelassen  haben. 


>    <  t 


II 


voller  efnfgre  fitöltze  der  Zalilenlebre. 


Von 


A^m  Herausgeber. 


Aus  den  in  der  vorhergehendc^n  Abhandlung  bewiesenen  all- 
gemeineiT  arithmetischen  Theoremen  lassen  sich  verschiedene  be- 
m^fkenswerthe  Sä^ze  von  den  IZahic^a  abieit^ni,  von  denen  ich 
einige  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  entwickeln  will ,  ohne  ledoch 
fUr  jetzt. die  Atwj^bt  zu  hakten 5  die^o  ßeg^pstand  .^u  erscl^iipfen. 


>r>    I 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen  jetzt'- 

^9i  !     ...  I  I  ^ 

J7«  =  («3— «1) («3— «a)  («3— «4)  («8— »ö)  ••••  («8—««)» 
flrt  =3?  («4— «1  Xa^-^ojfc)  (cf^r-Äa)  («^r^«»)  i.».*  (a^— ««) , 


u.  s.  w. 


.« 


i7n  =  («n— «j)  (an— «a)  («n— «3)(«n— «4)'-"  (*«  —  «»-l) 

setzen;   210  ist  in  der  in  deir  vorhergehenden  Abhandkng  gebrauch- 
ten Bezeichnung 

JI«      JS,       JT« 


JTfc 


Wenn  nun  von  jetzt  an 

•»        .         .  .        ■  • 


.'••     ••j.i:. 


SOS 

hiller  <po»itiTO  «iet  negativa)  gimze  ZakkaW^ 

eine  in  keiner  dieser  Zahlen  aufgehende  positive  Püimzata  W,  «o 

ist,  wenn 

gewisse  fiositite  giuiae  Zahlen  bieaetchnen,  naA  dem  FermiiflwAeÄ 
Satze  •  . 

aiA*  =  li(fA  +  l)+l, 

aa^=XaCl*  +  l)  +  l» 
«3/*=Ä3(,i  +  l)+l, 

u.  s.  w. 
also  nach  dem  Obigen : 


ü     It     if»  J2, 

d.  i.  in  der  eingeführten  Bezeichnung : 

V 

*         IHn       JT«       Hn  JT„  ' 

*         -  .  * 

Weil  nun  aber,   wie  in   der  vorhergehenden  Abhandlung  gezeigt 
worden  ist. 


ist,  so  iat 


l   Hn       Hn       iln  JJ«  ) 


und  folglich 

(»).  JT«  Jin  Jiii  lia  .-».•  Jltt 


«  •  » 


t         4 


n 


=^(f*  +  i)  t       ^  ^"^  ^»  ^»  ••••  ^^ 


a-      4 


n 


+1A2IT,  ir«ir„....  iTn 


»   4 


••     * 


+  A,^JI«  JI«  JT»....  iT«  ^' 
u.  s.  w. 

4r  Aa  J^  ^n  J7»  ....  Jln 


y 


Wenn  wir  ip  d^ r  vorher  gefiiBdemii  GUeicbmig 

VI 

iu      1       s       •       4  n 

(n) .  ün  fl;  ^«  X7n  .... //n 

=  (fi  +1)1      l^hn  hn  Hn  ....  /Z« 

+  A«/Zn  Ai  ilü  .^.  ^n 

+  il3ÄaJ7„ir,  ..../Z„ 

U.  8.  W. 

las         "—1 
+  ^-«ii  Ä«  Hm  .-..  /Z» 

aber  fi=n  setzen,  so  dass  also  jetzt  9t -fl  eine  in  keiner  der  po 
sitiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

*i>  *a>  *3>  <*4*  ••••*« 

aufgehende  Primzahl  ist,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung,  weil, 
wie  in  der  vorhergel^enden  Abhandlung  gezeigt  worden  ist. 


n    • 
(»)5=o^.+  fl«  +  «»  +  «;  +  ....  +  an 


ist: 


1       a      3       4  n 

=  (n  +  J){      Ai/7n/7«>H||.... /7n 
+  X^/T«  TT«  Hn  ....  iJ« 

u.  s.  w. 

*         -         ,  .•  •• 

und  die  Primzahl  n-f  1  geht  also  hiernach   unter  den  gemachten 
V/eravssAÜnngen  immer  mi  deiD  Prbducte  . 

1         9      >   »  4  ffl 

(ai  +  «a  +  «3  +  « 4  +  ••••  +  ff«)  ^n  Hn  Hu  Hn  ....  Un 

auf. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie~  vorher  leitet  man  hieraus  mit 
Hülfe  des  Satzes  des  Euklides  von  den  Primzahlen  den  folgenden 
Satz  ab,  wobei  wir  jedoch,  was  übrigens,  —  wenigstens  hier  — , 
eigentlich  nicht  nuthig  wäre,  der  Kürze  wegen,  negative  Werthe 
der  Primzahlen  ausschliessen  wollen: 
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.   I 


t  I 


II. 


••      t 


.""    »     .         \      »l  mIJi. 


Wenn  die  positive  Primzahl  n -f  1«  welche  grosser 
als  2  ist,  in  keiner  d^ef  positiven, «der  negativen  gan- 
zen Zahlen 

•l»   *'2>    *8*   «4 ».—  «II 

aufgeht,  und  auch  deren  Summe 

durch  n-f  1  nicht  ohne  Rest  theilhar  ist;    so  geht  diese 
Primzahl  n  +  l  jederzeit  in  dem  Producte 


(«1— «a>(ffi-«8) («1— «J  ••••  («1  -««)     . 

u.  s.  w. 


I 


r 


auf;' 

,    Köf  n^l^$  und-  ..      i  .      ;     i     •«  »v 

•   .      •  '         .,...■ 

di=— 12,  a4=+8,  «8=— 11,  a4=s«f2 

also 

ffi+«ä  +  «8  +  «4=^—  ^2 
ist  .  , 

«2— «s=  +  19,   «2 —  «4=+   5 

.  ;   •  .  ^rfl»Ä.^s3:  —  14 

vroraus  sogleich  die  Richtigkeit  des  Ss^zM  in  dem  vorliegenden 
speciellen  Falle  erhellet. 

Wäre  n  +  l  =  5  und 


«1 


=  —  9,  «2=4-7,  cf,=--ll,  «4=  — 2 


also 

so  wäre 
i 


\.  • 


'  «i  +  c2  +  «8.+«4r=7-l5; 


I ' 


a,— «2=— lß>  «i~«5  =  +2,     ctj— .a^r=— 7; 

»2  — «8  =  +  18,  «2— a4=  +  9; 

'^  .  ,  «3  — «4=— 9; 

und  n-f  1  würde  also  in  diesem  Falle«  Vb  !Af6<tikimme 


20* 
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durch  n-f-l  ohne  Rest  theilbar  ist,  in  dem  Producte 


'       « 


r  .. 


"• =    •(«i-^)('«f-*<s)'(«i^*4)' 

.     X(««— «aX««— ««) 

X(<««-«4) 
nicht  aufgehen. 

Aus  dem  vorheirgfebendeil  Satze  r.ergiebt  sich  nun  aber  auch 
unmittelbar  der  folgende  Satz ;  ,    .      . 

t  ■     }    I  > 

3   ■      i.  ■)  .  •      ,    .    H         ,       .  ■_    l    ,    '      .      •• 

IH. 

Wenn  die  pcusitTve  Prim^sahl  it-f^l,  welche  grösser 
als  2  ist,  in  li^ einer.. dflfrposiilTen  oder  negativen  gan- 
zen Zahlen 


•^  «a»  «8*  ^4»  ••••*» 

und  auch  in  keiner  der  Differenzen  aufgeht,  tf^elche 
man  erhält,  wenn  man  je  zwei  dieser  2änlen  vi^n  ein- 
ander subtrahirt;  so  gent  die  Primzahl  n-f-l  jederzeit 
in  der  Summe  • 

*!.+  ««  +  «a  +  *4  +  ••.••  +  «« 
auf. 

Ginge  nämlich  n-f-l  in  dieser  Summe  nicht  auf,  so  mfisste 
es  unter  def  gemachten  Vorausseteun^;^ n  »ach  dein  vorhergehen- 
den Satze  in  dein  Prod!ücte 

.      i    -.;  ,  .    I    ---.     -   -,'. 

(«»^-«t)  (»1— «s)  («1  -«4) («1  -««) 

><(«•— «4) -».(«8—««)     ,  ,, 

U.    8.    W. 

und  folglich  nach  dem  Satze  des  -Euklides  von  den  Primzahlea 
noth wendig  mindestens  in  einem  Factor  dieses  Products  aufgehen, 
was  der  gemachten  Voraussetzung  widerstreitet. 


:•:--:-,•.-.  ,^.      .S    }    :=Lj,v      - 


r» 


-.'>  .    J    I    -:   :: 


.M 


Nach  einer  änderen  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  ein- 
geföhrten  Be^eiiSbnMg.ist  .oi:  '■:  /;r>>>il>  n  l  '  ^\ 


309 


Zahlen 


(«5"= 

_     K(2,3,4,5f..,.,n) 

.«1^ 

. 

^  AC(1^3y4,5f....,n). 

1                     1 

.  Ä(l,2, 4,S,.... ,«).«,/* 

) 

'         *. 

.  .  tt.   8.   W. 

•1).««'* 

1                       « 

Uli 

« 

einie 

iki  keinet  dir  positiven 

oder  nc 

.•j       .  /:••      '•  /♦ 


aufgeheade  PriroaKaliU   flo  erhaltep  ^ir  eana  auf  ähnlict^«! 
oben  mittelst  des  Fermat'schen  Satzes  die  Gleichung 


*  JU 

m 

■Efn 


L'      « 


'        I 


II 


.  Aa.ga/i,4,5, ,71) 

+  — "•'^-: i 


7/     ,< 


u«  s.  w. 
,  A..^(l,a,3.4,....,«-'l) 

+ ;: 

ff« 


i  IL, 


Jg(l,3,4,6,.«..,nj 


•.  > 


4; 


,   15    "1 


U.  8.  <W. 


/•.;•• 


U«     B.  I  TT.,  •        1  •! 

t         I  •    .  •  :•   :..:.  ■       i    \    .  ;• ;  •   '»in 

-.Jga,2.3.4......n^l) 

+ : — nr    •    ■•    ' 


3tQ 


d.  i.,  wie  leicht  erhellet: 


m 


.    l'        •  TT 


+ 


Aa»  a(1  >  3,4,5,  ....,i?) 


m 


■«    >■  I  ■  * 


m 


ilS.«(l,2,4,6.....,n)r 


.\ 


.vv 


8 

U.  8.   W.. 


wo  ivfe  firttfaer  ^ ,  JL„  iU-,/...ifi  ganze  Zahlen  ilpcF.  ' 
Setzen  wir  nun 

so  wird  die  vorstehende  Gleithang: 

«  17. 


ilg.&(l,3,4,5,....,n) 


.1 


ri 


)   i:..  .+;ir-r^ i k 

'^^  U.  8.   W. 

,  i«/X(l,2,3A....,«— 1) 


i7. 


\i 


»1 

•  *  .    .   ; 


also,  weil,  wie  in  der  vorl^rgehenden  Abhandlung  gezeigt  wor- 
den ist,  V        ' 

d.  i. ,  weil  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzuns,  wenn  nur 
die  Primzahl  n-f  ^  grösser  äUt  2  ist,  jedenfalls  n — 1  eine  unge- 
rade Zahl  ist,       ;.  \   ^\ 

(w)  =  — JVv   («)  =  «1«««B«4—' «w 


•  •     •> 
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ist:    '  • 

(«1  «^03  «4  .»,»an  +  l)^n  ^  //»  Hn  ••••  XTii 

+l„ß„  J7«  ir„  ..../7«.Ä(1,2,3,4,....5«-1) 

woraus  sieb  ergiebt,   dass  unter  den  gemacbten  Vonm^sKEungen 
die  Prunaahl  n+l  jederzeit  in 

1     «     3  '  4         * 

(«1  a!a«8  «4  •— ««+l)/r«  I^n  ^n  ^^n  .•• .  ^n 

aufgebt. 

Gebt  nun  aber  die  PrimsabLn-f-l  in  keiner  der  Diflferenzen 

«i— tfj,  «1  —  039  «1— «4,.«..t«i — ««; 


«a — **8»  <*2"^^4 >••••»*'» — »> 

tl.  8.  W. 


auf,    so  geht  dieselbe  nacb   dem   Satze   des   Eoklides  von   den 
Primzabien  offenbar  aucJi  in  dem  Producte    . 

2F„i7„jr„iin n» 

nicht  auf,    and   muss   folglich    nach   demselben  Satze  unter  den 
oben  gemachten  Voraussetzungen  jederzeit  in 

«1  oa*8*4*»"*"'^*  •   ' 

aufgeben. 

Hierdurch   werden  wir   unmittelbar   zu  dem  folgenden  merk- 
vr^igea  Safe«  gefiÜirt: 

IV. 

Wenn  die  poditiVe  2  Gbersteigende  Primzahl  n  +  1 
in  l^eijier  der.  i».p4)sitiveii  odetnegdti^ven  ga|izen  ZabUp- 

**1>    <*«>    '^»     «43-«"    «« 

u'nd  auch    in   keiner   der   Differenzen  aufseht,    welche 
man  erhält,   wenn  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 
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ander  sabtrahirt;    so   geht    die   Primzahl  n  +  1  jeder- 
zeit in 

auf«  oder  es  findet  anter  den  gern  ach  t4^n  Vbravsaetzan- 
gen  jederzeit  die  Congruenz 

i  ffiffja304.,..Ä,^  —  1  (Mod- n-|- i) 

« 

Statt    Aach  ist,  wenn  die  Primzahl  n-f  1=2  ist  and  nar 
in  «1  niat  aafgeht,  offen-bar  immer 

«i=-l  (Mod.  2), 

vras  fii.ciivyo^B  äelbst  versteht.     * 

Cm  ein  Beispiel  za  diesem  Satze  zn  gehen,  sei  n-^l^=5  und 

«,=+7,  «8='-6,  fli=+ll,  a^=+13; 

also 

«^  —  0^=4-13/  «4-:-«,=— 4,    «j-*:ii4=-^^; 

«e,  — 03=— 17,  «,—»^=—19; 
.      .  «,-««=— 2; 

woraas   man  sieht,   dass  alle  bei  dem  vorhergehenden  Satze  ge- 
machten Voraasse^ungen  in  .diesem  Falle  erfüllt  sind.^   Weil  nun 

«i«»«3»4Ä+7.— 6.  +  ll.+13=— e006, 

alsd'        f 

ist,  so  sieht  man,  dass  der  Satz  ini  vörliiegenden  Falle  richtig  ist 
Wenn  man  für 


r  * 

••f^-   i.'i 

'  1         • 

» 

« 

^*«1>   *Z» 

«3 

r  ««r.' 

•••$ 

«jt 

^ 

positiven 

ganzen 

Zahldi 

• 

•                     • 

\» 

• 

t 

1,2, 

3. 

n 

setzt,  so  sind  die  Voraussetzungen  dieses  Satisesi  wenn  nur  n , 
eine  Primzahl  ist,  offenbar  vollständig  erfallt,  und  man  erhält  also 
aus  dem  Vorhergehenden  die  Congruenz 

l,.2\p.4....n=— 1  (Mod.  i»  +  l), 

Wi^ldhie  Seit  foekanntfett'WlI^on'scheb'SWfz  ausspricht,  der  also 
unter  dem  vorhergehenden  weit  allgemeineren  Theoreme  als  ein 
specieller  Fall  enthalten  ist,  und,  sidi'.mit  der  grossten  Leichtig- 
keit aus  demselben  ableiten  lässt.'    . 

ff  k 

t*It  ....•■■  «  ..«.•  \       • 
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Da  tnir  die  vorhergehende  Erweftermig^  des  Wileon'eehen 
Satzes  bemerkeoswerth  ^q  sein  scheint,  so  habe  ich  mich  ver- 
anlasst gesehen,  nachzuforschen ,  ob  nicht  vielleicht  der  Fer- 
mat'sche  Satz  einer  ähnlichen  Erweiterung  föhig  ist,  und  will  im 
Folgenden  das,  was  sich;  mir  in  dieser  Beziehung  bis  jetzt  durch 
ziemlich  einfache  Betrachtungen  dargeboten  hat,  mittheilen. 

Wir  wollen  annehmen ,  dass  n  -f  1  eine  pösitire  .Ptfmzahl!  seii 

und  .  .  I  ..  . 

>  •  «  ,  r  .        .    1  . 

.  >  .  >  J  '    1        ■ 

CCf|,    Og»    *8»    «4  >•••»"« 

sollen  n  positive  oder  negative  ganze  2Sahlen  bezeichnen,  von  de- 
nen weniestens  eine,  die  wir  durch  au  bezeichnMi'  wollen,. ,duroh 
n  -f  1  nicht  theilbar  ist.    Dagegen  sollen  die  Difff^renzen 

«ft— «1,  a»  — o^,....,  ctk — «Au-i,  au — «*+!,•  .,«»—«« 

sänvmtlich  durch  n^\  theilbar  sein,  woraus  dann; sehr  leicht  und. 
g«iMi  t«n  •' selbst  tolgt,  dass  ühetYmmpk  di^  sämmtiicheu  Differen- 
as$o.  dilrch  n+1  theilbar  «ind»  welche  man  erhkit,  wenp;  man  j«' 
zwei  der  Zahlen 

''l^  ^»  <*3»  «*»-••*  f*n 

v<Nii  eiiiajidet  «vbtraliirt,  so,  dass.  .man  alsd  auch  l>ei  Aer  foljgenden 
Betrachtung  von  der  Annahme  ausgehen  kann,  dass  diese  letztere 
Bedingung  erfiillt  sei,  weil  ihre  Erliillung  durch  die  Erfüllung  der 
ersteren  allerdings  einfacheren  Bedingung  unmittelbar  und  ganz 
von  selbst  herbeigeführt  wird. 

Setzen  wir  iiun 

! 
«k  — €ri=Xi,tl(ii-f-l); 

«» -- «a= A«,*.(nt+ 1), 

.  «»  — c^  =  A8.*-(»*  +  l)» 
u«  s.  w. 

•      *  s 

u.  s.  w. 
wo  nach  der  gemachten  Voraussetzung 

•^l,Ir,   Äj,fc,  Ay,!:,   X^'^iri  ••••  Mi;lr    '  '    ' 

lanter  ganze  Zahlen  sind,    da  offenbar   auch  das  verschwindende 
kk,k  ni  diese  Kategorie  gerechnet  werden  kaanf^  so  ist 
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«■=«»— l»,i.(ii  + 1); 

upd  wenn  naü  mm  auf  beiden  Seite«  der  GlöchheitszeidieB  mul- 
tij)licirt,  8o  erhält  man  offenbar  eine  Gleichung,  welche,  wenn  L 
eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  im  Allgemeinen  von  der  Form 

.  »  .  ■    * 

int    Alee  ist  anch' 

* '  • 

und  da  nnn  nach  dem  Fermat'schen  Satze,  weil  nach  der  Vor- 
BamtAtBOg  ok  nicht  dmdi  «Ke  Primzahl  it-fl  tiieilbar  ist,  ieder- 
z<^  «g^*— l  durch  n+1  Aeübar  ist,  so  ist  wuih  dem- Veraerge« 
bendett  unter  den  gemachten  Voraussetanngen  effenbar  jederzeit 
aoch 

dm<ch  die  Prmuahl  n-^1  tbcübar.  Wir  erhalten  daher  den  M- 
genden  Säte: 


Wenn   die   positive    Primzahl   n-f-1  wenigstens   in 
einer  der  n  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

•l»    ^»    l%»    «-!»*•.-«% 

nicht  anfeeht,  dagegen  die  sSmmtlichen  Differenzen 
durch  fi-|-l  ohne  Rest  theiibar  sind,  welche  man  erhält, 
wenn  man  je'zwei  dieser  Zahlen  von  einander  subtra- 
hirt;    so  geht  die  Primzahl  n+l  jederzeit  in 

ff}  021^04  ••••  On— 1 

auf,  oder  es  findet  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen jederzeit  die  Congruenz 

€Cia^a^a^....am^+l  (Modit+l) 
Statt 


Dass  unter  diesem  Satze,!  wen)^  man  ihn  imabhängie  von  dem 
Fermat*schen  Satze  nach  seinem  |!:ewuhnlichen  Ausdrucze  bewei- 
sen fcinnte,  dieser  letztere  Satz  als  ein  besendertr  "Fad  tnfhalteni 
sein  würde,  leuchtet  anC  der  <SteHe.ai 


Setzt  man  z.  B.  jb-|:];=5  und 

«i=  +  12,  «^i=cvf 7.  c^s^-fl?»  «4= +2; 


aas 

90'  Mnd  dl«  Vorftusadtivii^eii  des  vorliergeheodeti  8atee«r  ^Sml^r 
voUständlg  ermhp  üiid  es  Ist : 


d.  h;  dureb  6.  ohne  Rei^t  tkeilbor,  tri«  *«»  «ack  dem  obige»  Satae 
erforderlich  ist 


#        ■ 


Ist  aber  z.  J5,  ifjrX^^  uf^ 

«i  =  +  17,   c%  =+7,    «%  =  +  2,   «4=  +  8; 

so  sind  die  Voraussetzungen  des  vorhergehendeu  Satzes  offenbar 
nicht  vollständig  erfällt,  und  es  ist 

«i  «Ä  «^  ^4  —  1^==  1Ö08 

durch  5  nicht  thettbar. 

I .  ,  . »  •  I,  -  -  -  ^     ■     -  ■ »  •  • . «    I 


•  •        »V  » 

t         1«      • 


•'  •       f 


•  ♦ .     .  .       ;      )  .     .        . .  .     • 

Verbindet  Btta  die  Sfitx^  . V,  uod  VL  init  ekia^dßr,  und  bi^acb- 
tet«  <9k<sk|i  von  selbst  vfurstebend«  4cu»9». wenn  nur  ^  in  «i  nicht 
anhebt»  offeabar  immer    ' 

«(iS=Fl(]Hod.2) 

ist»  so  ergiöl^f  sich  det,  folgende  .Sats:   .         ,  . 

■■   Vi.  ■ 

Wenn  die  positive  Primzahl  n-fl  in  keiner  der  n 
poisitiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen 

und  auch  In^keliieY  der  Differenzen  aufgeht,  welche 
man  erhält,  wei^n  man  je  zwei  dieser  Zahlen  von  ein- 
ander subtraHiTti   'S.o. gebt  die  Primzahl  n-fl  jederzeit  in 

«1  «»  «8  .*4  *••**«  + ^ 

':'  I  ■/      ■      .'    ;  .        '    •  !  "'■•,,  •  ••       •       V     • 

auf, 'od;ev  es  findet  unter  debg^em ächzten  Veräussetztitt- 
gen  j^derselt  die  Goagrueilz 

ai(%ci^a4....0fi^  — 1  (Mod.  n-f  1) 
Statt. 

Wenn  dagegen  die  positive  Primzahl  n-f  1  wenig- 
stens iü,  einer  der  n  pQs4t|li:en  oder  negativen  ganzen 
Zahlen 

**!>  **a>  «I*  «4»---»  «« 
und  in  allen  den  Differenzen  aufgeht,    welche  man  er- 
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Ii41i>    wenn  maD  je   awei  dieser  Z,ahl«ft  Vioa  efeBa»ii4er 
aubtrahirt;    so  gent  die  Primzakl  i»4-l  j«dftir«eit(in 

auf,  oder  es  fiddet  nnier  dea  gemach teir>Voraii(a«et%iliir 
gen  jederzeit  die  Congraenz  .').!".:' 


aia^aga^,..,an^-ft  (Mod!  ft^l) 


Statt. 


I  -- 


Indem  ich  wiederhole,  dass  es  nicht  meine  Absicht  ist»  die- 
^  sen  Gegenstand  in  der  vorliegenden  Abhandlung  za  erschöpfen, 
wiU  ich  mir  nur  noch  erlauben,  dieselbe  mit  jd6D  folgenden  a)lget 
meinen  Bemerkungen  zu  schiiessen.  Es  hat  mir  nämlich  immer 
geschienen ,  dass  viele  der  bereits  entdeckten  höchst  merkwürdigen 
Gresetze  der  Zahienlehre  noch  unter  einer  zu  specieilen  Ferm  aus- 
sedrQckt  und  aufgefasst ,  und  ,noch  nicht  auf  ihren  wahren  mug- 
ßch^t  allgemeinen  Ausdruck  gebrach,t  worden  sitod;  und  so  senr 
ibh  auch  die  vielen  trefflichen  Leistungen,  namentlich  der  neueren 
Zeit,  auf  diesem  Gebiete  anzuerkenoea  bereit  bin,  so  scheint  mir 
doch  eine  immer  noch  grossere  Erweiterung  und  Verallgemeine- 
rung der  Gesichtspunkte,  unter  denen  die  Gesetze  dieser  herrlichen 
V^issenschaft  gegenwärtig  aufeefasst  werden,  pothig  zu  sein,  wenn 
dieselbe  noch  raschere  Fortschritte  als  bisher  machen  soll.  Was  den 
obigen  allgemeinen  Satz  Vi.  betrifft,  so  ist  es  mir  sehr  wahrschein- 
lich, dass  sich  derselbe  noch  mehr  verallgemeineren  iässt,  viel- 
leicht in  ähnlicher  Weise,  wie  schon  früher  der  Fermat'sche  und 
Wilson'sche  Satz  veiatlgem^nert  worden  si^d.  was  ich -hier,  ohne 
mich' darüber  weiter  zu  verbreiten,  allbekannt  Voraussetzen  kann. 
Auch  werden  sich  gewiss  noch  ganz  andere  einfachere,  bessere, 
namentlich  mehr  als  meine  obige  Darstellung  der  wahren  Natur 
des  Gegenstandes  entsprechende  Wege  einschlagen  lassen,  um 
zu  dem  Beweise  desselben  zu  gelangen  >  ^obei.  ^ug^^ieh  die  Ei}i- 
deckung  noch  anderer  Gesetze  nicht  ausbleilien  wird,  wie  dies 
immer  hei  Untersuchungen  dieser  Art^,  die.  in  der  That  auch  eben 
dadurch  einen  ^anz  besonderen  Reitz  erhalten,  der  Fall  zu  sein 
pflegt,  wobei  ich  nochmais  bemerke»  dass. ich  in  dem  Obigen 
keineswegs  eine  völlig  erschöpfende  Darstellung  der  betreffenaen 
Sätze  mir  als  Zweck  Vorgesetzt. habe,  imd  weitere  Ui^ersuchkni* 
gen  über  dieselben  für  jetzt  anderen,  die  sich  etwafifr  diesen 
Gegenstand  interessiren  mochten ,  gern  überlasse  und  anheimstelle. 


1 ' 


•  i 


•  I 
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Velber  strenfre  und  irclinde  "Winter. 

Auszug  aus  einem  Briefe  des 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Weifers, 

astroQopitclien  Rechner«  an  der  Koni^l.  Sternirarte  zn  Berfin 

an  den  Herausgeber. 

(Mit  den  beiden  mit  A,  und  B,  bezeichneten  11  thographirten  .Tafeln.) 


Sie  wünschten  meine  Mittheilungen  über  Temperatur- Curven 
a$u  erhalten,  ich  werde  sie  diesem  Briefe  beifügen  und  die  Cur- 
Ten  mitschicken.  Meine  Hypothese  findet^  wie  alles  T^ieue, 
Widerspruch,  .doch  auch  zn  meiner  Freude  bereits  Anklane«  ich 
werde  mich  auch  künftig  so  lange  damit  beschäftigen ,  als  ich  nicht 
von  der  Fruchtlosigkeit  dieser  Betrachtungen  überzeugt  werde. 
Die  anbei  erfolgeilden  Zeichnungen  sind  übrigens  die  einzigen» 
welche  ich  besitze,  daher  mein  Wunsch^  sie  nach  der  Benul- 
xung  ^zurückzuerhalten.  —  Fast  jeder  Winter,  .welcher  sich  ent- 
weder durch  besonders  strenge  Jklilte  oder  durch  gelinde  Witle'- 
rnng  auszeichnet,  pflegt  in  den  Öffentlichen  Blättern  mit  den  Wor- 
ten besprochen  zu  werden,  dass  die  ältesten 'Leute  sich  keines 
ahnlichen  erinnern.  Dies  war  z.  B.  mit  dein  yorjährieen  (1845 ^184Q 
ziemlich  gelinden  Winter  der  Fall.  Man  kOnnte  hierauf  kurz  ant^ 
wort<^n,,  dass  bei  alten  Leuten  das  Gedächtniss  in  der  Regel 
sqbwach  wird  und  sie.  sich  deshalb  keiner  ähnlichen  Erscheipunj^ 
erinnern.  Allein  aus  eigener  Erfahrung  weiss  ich.,,  wie  leicht  die 
Leiden. und  Freuden  einer  einzelnen  Janreszeit  vergessen  werden^ 
wenn  man  nicht  durch  besondere  Bülfsmitt^ .  die  Erii^nerung  d^an 
festhält,  und  schon  deshalb  glaube  ich,  dass.es  nicht  ganz  unin- 
terressant  sein  wird,  auf  den  vorliegenden^. Blättern  den  Verlan jf 
d^r  Temperatur  während  der  10  vorhergehenden  und  des  gegön; 
wältigen  Winters  (t846-T-47)  graphisch  vor  Augen  gestellt  zu  sehen! 
Bei.  etwas  aufmerksamer  6e^achtung  dieser  verschiedenen  Cur^ 
yen  wird  man  charakteristische  Unterschiede  derselben  wahrneh- 
men, jedoch  glaube  ich  im  Stande  zu  sein,  darzuthuq,  dass  die 
entschieden  gelinden  Winter  sich  wesentlich  von  den  streifgen 
unterscheiden,  und  dass  man  diese  Unterschiede .  schon  io  der 
Regel  an:  einem  verhäitnissmässig  kleinen  Theile  jeder  Curve 
wabmehmen  kOhne.    Sollte  sich  dies,  was  fteilich  weg^n.der  ge« 


rillen  Anzahl  der  au  Grunde  gelegten  Curven  immer  noch  prohle- 
matiseh  bleibt,  später  bestätigen;  so  würde  man  alsdann  im 
Stande  sein,  schon  beim  Begmnen  eines  jeden  Winters  seinen 
Charakter  zu  erlauschen. 

Ehe  ich  zu  diesen  Betrachtungen  übergehe ,  liegt  es  mir  ob, 
über  die  Beobachtungen Rechenscnaft  zn  geben,  aufweiche  diese 
Curven  begründet  sind.  Es  sind  dies  die  Temperaturen,  welche 
im  wahren  Mittage  an  dem  Normal -Thermometer  der  hiesigen 
Sternwarte  abgelesen  und  .w^Ufbe^j^h^ls  bereits  durch  den  Druck 
veröffentlicht,  theils  durc«  Jferxnf^Dr/^'^alle  mir  freundlichst  mit- 
getheilt  worden  sind.  In  den  ersten  bereits  erschienenen  Jahr- 
gängen würc^  aus.'drei,  wfihrfnd  i4|e&;^Tft|ns'M|^s^s^^  Stob- 
achtungen  die  jedesmalige  mittlere  Tempemur  äogeleitei  und  ich 
würde  diese  zur  Jij^ajg^^  dfsr  Curje^.  gewählt  haben ,  wenn  nicht 
in  den  spätem  JahWängen  clie ,  Temperatur  des  Mittages  allein 
angegeben  wäre.  Der  Cons^quenz  w^en  :  wählte  ich  daher  von 
Anfang  an  diese  ei^uelne  Temperatur,,  welche  übrj^e^s  im  Win- 
ter wenig  von  der  mittlem  Temperatur,  äes  Tages  verschieden  ist. 

Es  war  z.  6.        ~ 

am  15.  Jan.  1836  die  Mittagkemper.  =-h2«,77,  die  mittlere  =-h2O,60, 

„  15.    „    1837  „  „  -2,29,  „       „  -2,24, 

.„15.    „    1838  „  „  --8,50,   „       „   ;.     -^9,28, 

;■  l5.Pebr.  ,;     „    ^      ;,  -3^08,   „       „         --4;  Ol, 

.i„15.M«rz„     „  „  +6,26,   „       „         +ß,«l 

I^ese  Tage  habe  ich  ohne  besondere  Auswahl  aoses^^  ijpd 
die  einseln^,  hls'l^  ai^teigenden  Unl^schiede  würo^n  .freilwh 
von  Belang  sein:,  ^eno.  icb»  me  eß  bisher  meisteuft  geschehen, 
4ie  mittlem.  Temperaturen  der  gian^ett  Winter  bestimmen,  und  aus 
•diöm.  Resultat  de^; Charakter  dej9  strengen  oder  gelinden  ableiten 
wollte,  'Hi^r  werden  wir  es  jedoqh  .  mehr  mit  dem  Gange  der 
Temfi^ratur  von.  einem  Tage  zum  andern,  als  mit  der  absoluten 
(Qro^se'deifselb^tt  an  eki^elnen  Ta^en  2^u  thnn.  haben  und  daher 
werdea.jene  Uütenschiede  von  keuiQni  be^^iikderen  Belange  «ein. 

In  der  Regel  'erstrecken  sich  die  Curven  über  die  fünf  Mo- 
nate vom  15.  November  bis  "tvtok  15.  März,  und  nur  in  Einem  Fälle, 
\ta  l^ühjahre  1845,  habe  ich  ein  kleines  3tück  bis  ;Knm  23.  Blärz 
hinzugetügt,  weil  bis  zu  diesem  Tage  der  daniälige  strenge  Naeh^ 
Winter  annielt.    Die  starke  bbrizontale,  durch  jede  Curve  hindurch- 

fehende  Linie  bezeichnet  die  Temperatur  0^^  jedes  Ibtervall  hi 
erttkaler  Richtung  entspricht  2^  IJ. ,  jede  vertikale  Linie  geh5rt 
einem  Tage  an  und  die  stark  ausgezogenen  vertikalen  Linien  be- 
zeichnen den.  Anfang  der  Monate.  In  den  Schaltjahren  1840  und 
1844  gehört  die  Linie  des  i:  März  dem  29.  Februar  an, ; dieselbe 
AnoihäU^  ft^det  -  b^i '  den  folgei^deii  Liniei^  bis  z^m  15. -März  In 

diesen  Jahren  stä^. , 

'  •  >       ■''   '  .'..-.  '     . 

Um  Ulla  von  strengen  -und  gelinden  Winileni.  «precben  zu  kfin- 
nen»  scfaickß  ich  folgere  Erklämog  vofttiis»  Unter  einem  s f reui- 
gen 'Winter,  will :  iok  einen  ^olehem  verstehen,   io '  weldlem  4ie 
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T«iiperatur  drei  bb  vier : Wochen,  biodarch  gans  oder  faet-main- 
geaebst  unter  dem  €efrierpanktß  bleibt,  ohne  Riidtsieht  ftnf  den 
^ibsoint  Hefen  Stand  des  Thermometers.  Unter  einem  eelind'eb 
Winftet  veistehe  ich  einen  noloheoi  in  weicheni  die  Tl»mperatar 
an  mebrem  einselneii  Tagen  auch  mehr  oder  weniger  tief  unter 
•den  Cefrierpunkt  sinken,  mag,  wo  aber  die  Dauer  dieser  niedri- 
gen Temperatur  beäcbrinkt  ist  «ad  die  ietatere  mit  eintretender 
höherer  Temperatur  von  läoogerer  Dauer  abweehsett  Diese  ErMl- 
ningen  stknmen  iceinesweges  mit  denjenigen  übetein,  welche  in 
den  meteorologischen  Lehrofiehem  aufgestellt  2u  werden  pflegen, 
es:k9nnett  vielleicht' selbst  F&lle  vorkommen,  in  denen  ein  st^to 
.ger  Winter  nach  meiner  Erklärung  einem  gelitiden  nach  Jener  ent- 
.npcicht  nrid  umgekehrt;'  allein  ich  wollte  zunächst  keine  neuen 
Bezeichnungen,  einfahren ,  wie  etwa  wenn  Ich  statt  eines  strengeti 
einen  beständigen  oder  hartneckigen  Winter  aufgestellt  \A\i^, 
Uebrigeos  bitte  ich  meine  Erklärungen  nur  als  für  die  hier  anzu- 
stellenden Betrachtungen  scnfgesteHf  ansosehen,  nur  so  darf  ich 
sicher  sein,  nicht  missverstanden  an  werden. 

Betrachten  wir  demgeroäss  die  vorliegenden  11  Cnrvea, .  so 
entsprechen  unzweifelhaft  die  fünf  folsendeo  I,  III,  Vll,  VIU  und 
X  ^finden,  die  vier  II,.  V,  IX  und  XI  strengen  Wintern:  die 
zwei  übrigen  IV  und  VI  weder  ganz  strengen  nocn  ganz  gennden 
Wintern^  sie  neigen  sich  jedoch  mehr  den  erstera  zu.;  iMe  erst- 

ßenanntf^n  fUnf 'Cilrven  sind  von  den  vier  zweitgenannten  wesent- 
ch  verschieden,  allein  man  wird  für  jede  dieser  beiden  Klassen 
ein  gemeinschaftliches  Kennzeichen  herausfinden  können,  welches 
sich  bald  frflher  bakl  später  zeii^t  und  wonach  man  den  weitem 
'Verlatif  des  Winters  beurtheilen  kann. 

Ich  hehaiipte  demnach  >  dass.  in  den  gelinden  Wintern  sidl 
anfangs  eine  KAirze  Käiteperiöde  anstellt,  »weldie  mit  einer,  läIi^ 
gere  %€^  anhaltenden,  warmem  Periode  abwechselt.  In  der  « 
Curve  I»,  von  1836 -*  1837^  dauerte  die  erste  Periode  vom  23.  bis 
zum  27.  November  und  die  daranf  folgende,  wärmere  Periode  T6m 
28.  November  bis  zum  23.  Oecember.  In  der  Cur?8  Hl.,  von 
1838-1839,  fand  die  Kälte  vom  19.  bis  zum  28.:  November»  die 
Wärme  vom  29.  November  bis  zum  18.  Januar  st^tt..  luderCnryo 
VII.,  von  18^-1843,  herrschte  die  Kälte  nur  3^4  7[Wg9  upd  die 
darauf  'fokende  'Wärme  12  Tage  hindurch.  In  der,(Sixve  VIH.» 
Ton  1843--j844,  stand  das  Thermoitieter  nur  £inen  Tj^g  upter  0  und 
es  folgte  eine  warme  Periode  von  26tä^iger  Dauer.  J|^n41i^h  Y<^ährte 
in. der  Curve  X.,  von  1845 — 1846,  die  Kaltepenode ,etwa  3,  die 
warme  18  Tage.  Dieser  letztgenannte  Winter  wurde  aU  ein  auC- 
faltend  gelinder  in  den  Zeitungen  besprochen,  alleio  mit  eipem 
Blick  auf  die  Curven  sieht  man,  dass  er  bis  Ende  Febru|tr  dit 
beiden  Winter  von  1842-1843  und  1843— 1844  in  dieser  Qeziehung 
keinesweges  übetfraif.  Zieht  man  die  En^e  Februar  eingetreten^ 
hohe  Temperatur  in  Betracht,  so  musste  hierdurch  freiliph  diu 
mittlere  Temperatur  des  ganzen  Winters  bedeutend.. erhüh,twfi^d^p 
und  unter  den  verzeichneten  Curven  finden  wir  nur  in  der  von 
.1841  — 1842  ein  anderes  in  dieser  Beziehung  nahe  kommendes 
Beispiel^  ' 

Von  dea  «trengen  Wintern  behaupte  ich»  dnss  nach  dem  Efn- 
tiitt  der. «r^en  Kälte  das  Themometer  fVtibef  oder  später  wollt 
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.ivij^d^r'fiber  9(«fteij|;en''magy  .'daasf  «Her f diese. twirtnerciP^triode, 

;S§\xi  wird.  ,  Sq.  lyeheo  wir.  in  der  Curve  IL, '  von  1837*^i838>  das 
Thermometer  i^ii^r^t  am  IL  Deeeinber  innter  0  ainkto  und  Ua  sum 
'^,  in  P;erU>dett  .yoD^wenif^eD  Taeen  anf^ubd  niedersteigeii ,  voraof 
am  letztgenannten'  Tage  die  Kälte  .efttachiedeo  daa.  Uebergewicbt 
erhält,  und  wir  «ip  dedi  folgendeti  TJbeite.  der  Garve  das  wahre 
Ideal  eines' strengen  Winters,  itsdimetiBieni.  In  .'der  Gurre  V.,  von 
1840-^)3^1,  :Sinkt.  das. Tbarmom^ter  am  9.  Decfember  unter  0  und 
es  tritt  «agleich,  einid  anhaltende  Kälteperiode  biis  zum  1.  Januar 
ein.  Jetzt  findet  eine  Krisis  von  3  Tagto  statt,  wo  die  Wärme 
jedoch  niciit  voll  \?  erreicht  und  es  folgen  hierauf  im  Januar  und 
Februar  bis .  Anfang  März  die  Kältepenoden  so  tiberwiegend, 
;dass  der  ganze  Winter  notbwencKg  ein  sehr,  strenger  genahnt  wer- 
den muss.  Der  dritte  strenge  Winter  findet  sich  in  &t  Gurve  X., 
von  1844t-rIS45.  Hier  tritt  die  erste  Kälte  bereits  am  28.  Novem- 
.ber  ein  i^nq  währt  bis  zum  15.  December,  Nun  folgt  eine  nur 
6  Tage  währende  Krisis,  hierauf  dne  aehttä^ige  ^Kälteperiode  und 
dann  während  des  ganzen  Januars  gelinde  Kälte.  Dasa  aber  das 
'JlLennzeTcheu  des  strengen  Winters  richtig  war,  seben  wir  an  der 
folgenden  I^älteperiode ,  welche  mit  sehr  Iturzen  und  geringen  Un- 
terbrechungen vom  7.  Februar  bis  zUm  .23/  H!|ärz  fortdauert.  Man 
'konnte  diesen  Winter  aU  die  Verbindung  zweier  strengen  Winter, 
eines  Früh-  und  Spätwinters,  durch  einen  gelinden  Januar  bezeich- 
i^en.  D^r  vierte  zt^  betrachtende  sttenge  Winter  ist  der  letzte 
*Vdn  1846' — 1847,  unter  XI.  Verzeichnete.  )Sr  beginnt,  ähnlich  wie 
der  eben  besprochene,    am  letzteil  November  und  lässt.sich  sßr 

?leich  als  eih  hartneckiger  an,  wenn  ^r  auch  in  den  ersten  ;ze1in 
agen  sich  nicht  als  sehr  stretfg  darstellt.  Die  am  20.  December 
y^ntrcitende  Krisfs  .wäbct  nur  vier-  Tage  und  von  .dia'ia&  ^itt  der 
s^^nge  Wioter  ganz  entschieden  ein,  ;indem  vom '24.  December 
bis  zum  24.  Jaoualr  die  •  Ternperatur  sich,  iiicht  über^  den  Cefrier- 
pvokt  erhebt»  ßtcjse  vier  strengen.  Winter  entspredhetidetainach 
Jd^jB  oben  auigeateUten'  KennzeiäenJ    *  ' 

;  Ss  blelbien  nun  noch  ^wd  Curye'ü  zu  betrachten  übrig. ,  Die 
tniter  ly'.'yerzdchhete,  von  1839 — 1840,  entspricht  in  ihrem  Lauf 
VötBl  2.  bis '21; [December ; einem  strengen  Winter,  man  wird  den 
ganzen-  V^Haur'bis  ^um  16.;'Jatiuar  auä  als  einen  solchen  befrach- 
ten ^^kOrin^en,  dann  .aber  treten  Wärmeperioden  überwiegend  ein 
uiid  es  kahi^  demnach  dieser  Winter  nur  als  ein  kurzer  und  stren- 
eer  FfühwinteT  be'zeichnet  werden.  Aehnlich  stellt  uns  die  Curve 
Vi.,  von  1841—1842,  einen  kurzen  strengen  Winter  dar,  welcher 
voräugsweise.'iri^den  Januar  fällt,  wo  die  Kälte  entschieden  vor- 
hefrtichend  ist  und  16  kalte  Tage  ohne  Unterbrechung  vornegen. 
Die  beiden  zuletzt  besprochenen  Winter  entsprechen .  nun  ;Ewar. 
wie  ich  eben  angedeutet  habe,  dem  Charakter  eines  strengen,  und 
können  als  . seltne  betrachtet  werden;  ich  halte  es  jedoch  f&^ 
bejsser,  sie*  b^i  der  aufzustellenden  Analogie  als  Au$hah]]|ieföUe  « 
auisuEUfi^cbHess^n. 


4    1       • 


.  Fassen  wir  nun  dais^  Resultat  der  neun  andern  Winter  zusam^ 
men,  von  denen  fünf  gelinde  und  vier  strenge  waren,  so  kann 
man  die  beiderseitigen  Keftnzeiehen  auf  folgende  Weise  watkema- 
tisch  kurz  .aussprechen«     Tritt  im  Anfai^  ein  kunses  ^mimis  ein. 
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worauf  eil)  gruaBei^es  p|u8  folgte  ^o  wir^xd^v;  Winter  ein  gelinder 
werdep.:  Wird  das  erste  5  längere  oder  kürzere  minus  nur  durch 
^in  kurases  pius  unterbrochen^  so  wird  der  Winter  streng  apsfal- 
len»  Dies  ist  ein  schwacher  Verguqfa^  um  aus  dem  Anfange  des 
Winters  auf  den  weitern  Verlauf  zu  schliessen,  wa<^  meines:  Wis« 
sens  bis  jetzt  auf.  ahnliche  Weise  noch  nicht  geschehcQ  ist  Ob 
die.  Erfahrung. künftig  die  Wahrhiait  ;4^r:  anfgesfteliten  Analogieen 
bestätigen  wird  ode^  ^nicht,  steht  dahin;  im  erstem,  Fa|le  würde 
ich  die  Resultate  elfjähriger  Erfahrung  auf  eine  bestimmte  und 
fruchtbringende  Weise  gedeutet  haben.  ' 


t  ,.t 


Mein  letztes  IBV^ort  gegen  Herrn  Doctor 

Barfnsis.  ,, 

-  Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  S  ch  1 0  m  i  1  ch 

an  der  Universität  zu  Jena. 


/ » 


yrSpät  kommt  Ihr,  doek  Ihr  kommt;   der  weite  Weg, 

Graf  holan\  entächutäigt  Eueig  Säumen. " 

•       •  ... 

Ich  ihabe  mich  beim  Lesen  der  nochmaligen  Einreden  des 
Herrn  Dr.  Barfuss  Terscbiedene  Maie  gefragt,  ob  denn  eigent- 
lich meine  Wenigkeit  e^  ist,  wogegen  dort  polemisirt  wird,  denn 
in  der  Th^t  hätte  ich  es  kaum  für  der  Mühe  werth  gehalten,  auf 
solchen  Unsinn  zu  antworten,  wie  ihn  Herr  Dr.  Barfuss  (höchst 
siegreich  natürlich)  widerlegt.  Der  Grund  dieser  Verwunderung 
Uegt  aber  sehr  einfach  in  der  wirklich  orieinelleu  Taktik,  die  der 
Herr  Doctor  gegenwärtig  anzunehmen  sich  erlaubt  hat. und  die 
freilich  der  Art  ist,  dass  mit  ihr  auch  ein  D rieb  er g  über  einen 
Humboldt  —  nicht  den  Sieg  davqn  tragen  ^  aber  wohl  zu  schimpfen 
tieiegenheit  finden  würde.  Das  schlaue  ManöTre  besjteht  nämlich 
ds^rin,(  alles,  was  einem  unbequem  wird,  mit  völligem  Stillschwei- 
gen, zu  übergehen ,  dafür  aber  dem  Gegner  so  .  viel  Unsinn  als 
möglich  in  die  Schuhe  zu  schieben,  je  toller,  desto  besser,  denn 
auif  Wahrheit  konimt's  gar  nicht  mehr;  an,  und  nu,n  am  Ende  sich 
über L die  ungeheure  Bornirtheit  des  anderen  lustig  zumachen. 
Auf  die' Dauer  wird  freilich  diese,  Kunst  nicht  verhüten,  denn  hsit 
es  auch  der  Eine  mit  noch  so  vieK  Glück,  und  Geschick,  versucht. 


Theil  X. 
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ittk  Anderen  tScherlieli  zu  maehcn,  so  wird  doch  ^ne  einfiidie 
DftrstelloBg  des  wabren  Sachbesteiid««  bim^cheii,  nm  Je^en  an 
d^B  Verdienten  Pranger  der  Mentfichen  Meinung  zu  stallen.  Diese 
Bemerkungen  sind  es  einzig  nnd  allein,  wet<^e  mich  zor  Redak- 
tron der  naefafolgenden  wenigen  Zeilen  beWogen  haben;  ich  wiA 
mit  mit  wenigen  Worten  ansetnandersetzen,  was  ieh  eigentlich 
gemeint  habe  und  was  Herr  Dr.  Barfass  aas  meinen  Worten 
gemacht  hat;    das  Oebrige  ergiebt  sich  dann  von  selbst 

Es  ist  eine  bekannte  Sache,  dass  dnrch  mehrmaliges  Vor- 
kommen einer  Erscheinung  nur  die  Muglichkeit,  aber  nie  die 
Nothwendigkeit  derselben  bewiesen  wird ;  100  Beispiele  für  eine 
Regel  (etwa  die  regula  faisi)  beweisen  nur ,  dass  dieselbe  richtige 
Resultate  liefern  kann;  ein  einziges  Beispiel  aber,  in  wel- 
chem die  Regel  nicht  trÜFt,  reicht  hin ,  um  ihre  Unsicherheit  (Nicht- 
allgemeingultigkeit)  zu  begrSnden.  So  habe  ich  a  posteriori  ans 
den  Consequenzen,  welche  sich  an  die  Gleichungen 

2^  1  1  1 

-^ir-i=(^-i)+i^'-p)  +  (^-is)+-.. 

0=(;r  +  ^  +  (:r»  *  ^  +  (;r»  +  ^)  + .... 

knüpfen ,  die  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  divergirenden  Reihen 
dött^thttn;  ich  hiibe  IbrNsr  g^ftelgt^  0Laß  der  eiiM%^'\f^,  mn 
ans  diesen  Irrthümern  des  Cäculs  herauszukommen  und  sich  vor 
künftigen  zu  hfiten,  darin  besteht,  die  Begriffe  der  arithmetischen 
Summe  nnd  der  syntaktischen  Entwickeluiig  durch  besondere  Zei- 
chen auseinander  zu  halten;  das  Erste  war  eine  yollendete  That- 
Sache,  denn  nur  ein  Blinder  kdnnte  die  Resultate  der  mitgetheil- 
ten  Rechnung  leugnen  und  nur  ein  Wahnsinniger  sie  richtig  finden, 
das  Zweite  war  ein  Vorschlag,  und  gewiss  ein  beachtungswerther. 
Wurde  nicht  der  Geometer  die  Hände  über  dem  Kopfe  zusammen- 
schlagen ,  wenn  man  Gleichheit  mit  =  und  dann  Aennlichkeit  auch 
mit  =^  bezeichnen  wollte?  Nun  nennen  wir  aber  Summe  einer 
Reihe  die  Gränze,  welcher  man  sich  nähert,  wenn  man  immer 
mehr  Glieder  ehier  Reihe  addirt  und  wir  beweisen,  dass  man 
die  Summe  d^r  ins  Unendliche  rerlängerten  Reihe  gleich  setzen 
darf.  Bei  einer  dirergirenden  Reihe  wie  1  —  l«t- 1  "^  etc.  gifebt  es 
keine  solche  Gränze,  also  keine  arithmetische  Summe  und  wer 
jetzt  dies  einer  bestimmten  Grösse  gleich  setzt«  bringt  eine  eben 
so  heillöse  Confusion  in  die  Analyse,  ^wie  einer,  der  Gleichheit 
und  dann  auch  Aehnlichkeit  mit  =  bezeichnet,  in  die  Geometrie. 
Was  erwidert  nun  Herr  Dr.  Barfuss  autf  alles  Diess  ?  Nichts!  — 
Dte  Thatsacben  ignorirt  er,  auf  den  Vorschlag  findet  er  sich  nicht 
bewogen  einzugehen,  aber  halt,  er  bringt  ein  Beiirptel,  worin  die 
Rechnung  mit  divergenten  Reihen  etwas  Kichtiges  giebt.  ^  LScheiv 
Kch<?  Po^mik?  als  wenn  ich  je  geflugnet  häne,  dass  unter  Um- 
ständen bei  solchen  .Rechnungen  etwas  Richtige»  heraiiskomiUen 
l:5tmte,  dann  nämlich,  weto  die  Reihen  der  Art  sind,  dass  sie 
TntN^halh  eines,  wenn  auch  kleinen  Intervanes  conrrergiren.  t>iess  Ist 
itk  des  Herrn  Doctors  Beii^iele  der  FsU,  die  Reihen  1— ar+ar*  iJtc., 
1— Är+Sar*  etc.  convergiren'  flir  ar<l,  und  da  das  unter  dieser 
Bed  ingnng  gefundene  Resultat  ein^  Mos  identische  Transformation 
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ist,  8Ö  gilt  dasselbe  unabhängig  ton  seitter  HerleitmigswMW« 
aber  man  darf  diess .  «icbt  umkehren  (Uinl^efaniogen  mitesea  ja 
immer  bewiesen  werden)  und  daraus  scfaiiessen  woiiep,  das« 
1  —  1+1.. ..==4,  1—24-3— •..,=;  J  s0i^tc^  Weit  entfernt  also,  dass 
hier  Herr  Dr.  Barfuss  etwas  gegen  mich  vorbringt,  bestätigt  er 
:lfitil)Q(BbT  einten.  :Aer>on  mir  aufgestellten  Sätze  ((lass  solche  Kei* 
.heu,  wetohejenerhalb' eines  IptervalUs  eotvergireo,  richtige  Re- 
sultate gebem)»  den  Hautsatts  aber,  dass  Reib^»  d'^.iederveit 
divergiren,  wie 

(^+^)  +  (a:«+^  +  (a:H^+...., 

auch  immer  falsche  Resultate  liefern,  trifft  das  Alles  gar  nicht. 

Ich  will  hier  noch  eine  Bemerkung  einschalten,  welche  das 
Phantom  einer .  syntaktischen  Bedeutimg  der  Reihen  vulfig  ver- 
nichtet.   Matt  könnte  sagen :    allerdings  sind  s.  B. 

1 

,  .   ..  1 und  l  +  a:+Ä*+.M. 


tmr  filf  a^<l-eiftander  gleidi»  aber  jenseit  dleset  Stelle  tritt  tue 
^yntakäsckfe  Venvabdt^haft  «in;  dem  geffendber  will  ich  zeigen, 
AiMa  €ber  die  Stelle  hinaus,  wo  dieRdhe:divergent  wird,  zwidcheti 
Hmt  und  der  Funktion  links  durchaus  keine  Beziehung  mehr  statt 
findet.  Es  sei^<d^)  eine  Funktion,  welche  ron  jff=0  bis  x=ia 
stetig  bleibt,  hier  aber  diskentinuirlich  wird.-  Dieser  Beweis  he« 
Vttbt  auf  mer  ElgenthÜmliohkeit  des  Ausdruckes : 

^;  X        /  t  ä    /**  amateoBot  ,^  ,     .  .   2    /»*  amxtmaat  .. 
m^'p(.x).-J^    — j dt-\.^{x).-J  ^     j—dU 

#ot4u  'iK*^>  eine  ganz  wiDkührliche  FnnktioD  bezeichnet.    Brinncrt 
mav  mlip;  dass 


i'  i 


...  ^y^*^'""^;"^^*df=i ist fifc (i<u, 

dagjegen    s^O        fiir^>iv; 

«e  folgt  BxS  der  Stelle 

fix)  =  q)(x)  für  a:<a, 
dagegen /'(a:)=i(^(x)    „   dP>a. 

Verwandelt  man  92  (rr)  in^ne  Reihe  von  der  Form 

so  ist     '"•    '  .'  .  1'  .  '  ■       .'  : 

A,^^m,  A-2^,  ^=^r- 

21* 
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uddcliß  Coeffizlenlenbestimmiing  geschiefal  aläö  mifteUt  des  Wer 
iHies- a;s:=0;  daittiid  folgt,  dass»  wenn  liada.        i  •    .t    .    ' 

B^ttt,  So=A(^,  Bi=zA.,.,„  Bein  AHidSy  fi^dl*  ffir  Jir^ä,  mitbin 
>uch  flir  :r==0,>  die  Funktionen  f(x)  und' ^(^)" zusammenfallen. 
Gilt  also  die  Gfeiehung  fjy\,  so  gilt  aucb  ^ie  foigebde: 

,     2    /**  sinafcoso?*  ,^  ,?    ,  ^2    /**  sinir^cosa«  ,  \ 

'^^^«j,  ■■■■  t'  '''+^(*>«yo    ^   ^^  (0) 

'*.  ,  Sollte  nuii  die  Gleichung  f^\  über  a:—a  hinaus  nobb' irgend 

eine  Bedeutung  ;haben9  d.  h.  sollte  die  I)leihe,  in  irsenil  einer  Be 
Ziehung  zu  q)(a;)  stehen,  so  müsste  diess  in  der  Gleiebung  (0)  eben- 
so der  Fall  sein,  weil  hier  dieselbe  .Reihe  vorkommt.    Für  a:>a 
reduzirt   sich   aber   die    linke  Seite '  von  •  (0)  auf  i/'(^)>  und  daher 
haben   wir    den  Satz:    wenn  für  x^a  eine  Beziehung  zwischen 
Af^+AiO^^J^^^-ir.,..  und  der  FutaktioB:^(/r)  statt. finden. ««U.,   .^ 
.muss  cfibselbe  Beziehung  zwischen  .^-4: Jfi^rf.et«»  .uiid  t^).vor- 
>han den  sein.     Nun  ist  aber  ^(ä).  eine.  voEQo<)Ci(/r)  ^ers^ibiedeDe  mA 
i^iilKg  mllktihrliche  Funktion  und  zwi^btinieiner  solchen  uild  ißi;^ 
'ganz,  bestimmten  Re^ie:  (d.  h.  eines  solchen,  4erto  Goeffizie^i0p 
uiiveränderlfcfae  Wertfee   bähen)    kann  überbitupt  gan  keu?^  Be^^Q- 
hung  statt  finden,  eben  wjeii  durch  die. WiUkwUibhbeit.VjQii,  ^(^) 
jede  etwa    statuirte  Beziehung  sogleich  aufgehoben  werden  kann. 
Da  nnn  zwischen  yjf(di)  und  der  lleihe  kein  Zusammenhang mug- 
lieh  ist,    so  giebt  es   auch  keinen  zwischen  q)^x(  und  der  ßeihe, 
sobald  o:  >  a  genommen  wird.     Dass  aber  gleichzeitig  die  Reihe 
.div«rgiH,  weiss  niad  a  tiriori  aus  deib  jC^ochv'schen  ^atze,  denn 
der  Modulus  von  a:  ist  hier  grosser  als  der  Modulus.  a  desjen^en 
o?,  für  welches  (p(a:)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet 

Wenn  sigh  nun  .b^i  deiid  Streite  über  die  ^ulässigkeit  diver- 
genter Reihen  Iterr  Dr.  Barfuss  dai^auf  besobfänkt,  die  Haupt- 
sachen unerörtert  zu  lassen  und  j, gegen' Dinge  zu  eifern,  die  ich 
von  allem  Anfange  her  zugegeben  habe ,  so  tritt  dagegen  die  wirk- 
lich entsetzliche  Erbärmlichkeit  seiner  Polemik  da  id  ihrer  ga^a&eo 
Glorie  auf,  wo  er  gegen  das  Resultat 


:  rÄ»" 


zu  Felde  ziehte  Bis  bieber  hätte  der  ^Streit  too.  seiiier  Seite  doch 
noch  einigen  Schein  von  Ehrlichkeit,  hier  aber  fangt  er  an,  sich 
solcher  Waffen  zu  bedienen,  mit:  d^r^a  man,  um,  einen  gelinden 
Ausdruck  zu  brauchen,"  seine  Morafitäf  in  ein  zweideutiges  Licht 
stellt.    Ich  bitte  zu  vergleichen.  —  Meine  Frage  war :   ist 


^^=to  +  d;oäer  =i/<a;«)  +  C 
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und  ich  habe  darauf  geantwortet:   sowohl  Ix  als  \l(x^)  befriedige 
die  Differe^zialgleichung  c2y= — ,    aber   da    Ix   und  ^/(o;^)  ver- 

schiedene  Funktionen  sind,    so   muss  man  aus  anderen  Eigen- 
schaften des  Integrales  jene  Frage  entscheiden.    Nun  ist  aber 

ilx 


/d(-x)       Pda 


und  folglich  muss«  wenn  g>(x)  den  von  x  abhängigen  Theii  des 
Integrales  bezeichnet,  9(~~^)=9>(^)  sein.  Man  kann  daher  nicht 
g>(x)=::lx  setzen,  weil  dann  diese  .S(g^nschaft  nicht  statt  fände, 
sondern  muss  g>(x)  =  il(x^)  nehmen.  -^  Hier  behauptet  nun  Herr 
Dr.  Bacfus^y  ieh.  suchte.  dAs  Imaginäre  daduFch  zu  yerpeiden, 
dass  Ich  i^agte  /(—  1)  =  |/(-^  i)^  ==:  a  =0,  und  fragt  mich  rike&her, 
ob  ich  nicht  wfisste,  dass  log(— a)  und  II ( — ä)^  verschiedene 
Funktionen  seien!!  Wirklich ^  icli  traute  meinen  Augen  kaum,  als 
ich  das  sah!  Nachdem  ich'  ausdriicklicK  \li  meiner  algebraischen 
Analysis  bemiejckt  habe,  'd9»slx.ußi\l(a:^}  zwei  sehr  verschie- 
dene Funktionen  sind  ^),    nachdem    ich  eben  wegen  ihrer  Ver* 

/dx 
— =te  oder  =i/(a?^  sei,  aufge- 
worfen hatte  rdenn  sonst  wäre  sie  ^beTflf2s$ig  gewes^),  werde 
ifch  ybu'.Hetrh  Dr.  Barfuss  des  ünsinnei  be^schülcfigt,  /(-^ä)  und 
4/(-^  a)*  .liicht  unterscheiden  zu  können!  —  .Nun  sind  abi^rnür  zwei 
Fälle  m^Rch:  entweder  hat  Herr  Dr.  Barfuss  mpme  Exposition 
aus  Mangef  an  Passungskraft  nicht  verstanden,  oder' er  'hiät*  ^iff 
nicht  verstehen  wollen.  Im  ersten  Falle  verbietet  es  mir  Äie  Be- 
schränktheit meiher  2ett,  "dici^e  Polemik  zur  Belehrung,  des  H^rrn 
Dr.  Barfuss  weiter  fortzusetzen,  im  zureiten  halte  ich  es  unter 
meiner  .Wdrde»  noch  ein  ferneres  Wort  an  ihn  zu  versch wenden. 


r).S:!163.  IbKsiMt  eit'  ;^49t  nhd  \l(%^)  %\aä  ganz  .Vergeh i^^e he 
ijQiiktipiieii  Toa*  si\  diör.w^fal'  fdr  pdsitite  s  übereiAstimmeii., '  ahet  niolit 
für  D^gatiTe  o.a.  w.  Constrairt  man  beide  Funktionen  geometcisoh ^  4» 
hat  die  der  ersten  Funktion  entsprechende  Curve  nur  einen  Zweig,  die 
andere  zw  et  eong^a<entö'^  ^weig^,  E«  ist  daher  nicht,  för  >4Bdes  »,  /(s^) 
=2/3. '^  Kann  man  sich  deutlicher  i^her  di^  Verschiedenheit  von  Is  und 
J/(»*)  aussprechen  ?'    -  !     • 


•  <      1    '  p  • 


«      •  ' 


tu 


Heller  einen  Satz  Tom  Teimetf  er. 

4 

\  ,  '•"•■.•  I 

Von 

Herrn  CL  G.  Flemming^ 

Lehrer  am  Gonradniiini  %a  Jenkfia  bei  Ihan\j^.\\  ■•' 


Lehrsatz,     Halbirt   man   die  .  sechs  Kante»  des ;T,a- 
Ufr^d 
Ebe 
«o  seh; 

ifelcher  mit  dem  Schwerpunkte  des  l^etraeder«  und  dem 
Mittelpunkte  der  um  das  Tetraeder  beschriebenen  Ku- 
gel |iuf  einer  geraden  Linie  liegt;^  uiid  d^P'^^Werp^nkt 
liest  in  der  Mitte  der  beiden  andern.  . 

'  r.  Analytischer  Beweis.  Wenn  ein  Tetraeder  ibit  «incr 
Ecke  in  dem  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  liest  und  die  Coordinaten  der  andern  drei  Eckpunkte  x'y'z', 
tKf^J\  ary^n!"  heisAen^  so  sind»  v«^ie  maa  ddn£ .  Betcacbtung 
fthnlicber  Dreiecke  leicht  sieht,  die  Coordiaaten  der  Mitlelputikli 
seiner  Kanten:  :i  > 


« .  t 


1«',  J»'.  |t';   W,  W,  i»";   i«",  fer,  4«*i. 

\{^-i-af).  idf'+y"),  üzf+^r);    , 
Ü^'+af"),  idf'+in,  i(*'+*^; 
l(a:"+af),  i(/+y"),  K^'+iT)- 

Als  Gleicbungen  fiBr  d^e  Projectionen  der  ICanten  des  Tetraeders 
auf  die  xz  and  yx  Ebene  erhält  man  folgende : 

x'  y 

x"  V* 


m 

Die  Aecfca  «raten  dieser  Gleifchungieo  cehOren  jeil  4€a  Kanteii, 
weiche  durch  den  Anfangspanlst  sehen,  diets^eli«  letztem  ^u  den 
drei  übrieen  Kanten.  Vin  nun  aie  Gleichungen  för  die  Ebenen 
aufzusuchen,  von  denen  jede  durqb  den  BItttelptnkt  tmitt.  Katote 
geht  und  «enic^ecbt  auf  der  gegenüberliegenden  Kante  steht,  nuiss 
man  sich  erinnern,  dass,  wenn  eine  Linie  auf  einer  Ebene  setdc- 
recht  steht,  aueh  die  Projeetiönen'  der  Linie \8eDkrecht  auf  den 
Schnitten  jener  vEbeqe  .piit  deq  Cpordin^ten^bepen,  sein  müssen. 
Ist  bun  die  Gieichung  der  Ebene 

C      D 

''-^Ä'~Ä'   .      .      ., 

CD  » 

die  Gleichungen  tut  die  Schnitte  derselben  mit  der  sri  vndyt  Ebene. 
Es  seien  ferner  a:=ax+^  vi^d  y :;::  a'2  4- (('  die  Gleichungen  fiQr 
die  Projectionen  der  Linie  auf  diese  Coordinatenebenen,  so  müs- 
sen, wenn  diese  auf  jenen  s^kreehf  stehen  sollen,  die  Bedin- 
gungsgleichungen 

1         C         1         C 


J^-;rj,     -T-y. ^,  .:_M 


•  • .     • 


oder 

Az=:aC  md  B^a'C 

statt  finden.  Setzt  map  diese  Werthe  für  A  und  S  in  die  Glei- 
chung der  Ebene  hinein,  so  ^rlt^lt  mftn  .    . 

als  Gleichung  fthr  die  Ebene^  .welche  auf  c^r  g^g^benen  I^inie 
senkrecht  ist  Soll  sie  ausserdem  noch  dürcb  einen'  Punkt,  des- 
ßen  Coordinaten  »^  ^,  r  sind,  gehen,  so  müssen  auch  diese  der 
gefundenen  Gl^lbung  genügen  und  daher 

ißfitir     Ji^  man  diese  Gleichung  «ron  der  vorigen  fib>   so  erhält 


/ 
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a  (x-^p)  +  a'  (jt — g)  +  (z— r)  s=0 

als  Gleichung  fiir  die  Ebene»  welche  sowohl  senkrecht  auf  der  ge- 
gebenen Linie  ist  als  auch  durch  ^en^  Punkt  pqr  -gehU 

Setzen  wir  ^un  für  pqr  die  oben  aiigegebenen  Ausdrucke  (ur 
die  Coordioaten  der  Mittetouukte  der  K^ten,  und  für  a  und  af 
die  Ausdrücke  aus  den  öleichungen '  der  entsprechenden  gegen- 
überliegenden Kante,  so  erhalten  wir  als  Gleicnungeu'  für  die  in 
Rede  stehenden  sechs  Ebenen/*  nachdem  wir ' sie  nam^jis^z  »geord- 
net häbeto>  fdigehde: 


«    •\     :i 


(1)  afx+if'^+i!^=i lJ:'(*"+a*)+»'(y''+Sr)+*'(«''+»'")!. 

(2)  a:'x+y'y-tz''z=  l  UV+^)+ »"(/+/')+»"(*'  +*"0  U 

(3)  .a:«'«+jry+«*'*=  i  {«"(x'+ar»>far(»'+y)  +«"(*'+»")  I ; 

(4)  (^->)i+(y-jr)y+(z'-^*)z=.t{^(a:'-a:^+ir(y-yOj 

(5)  (a/-«-')a:+(y'-y^^(2'-/0==i{^V'-a^-H/'(»'-sr)j 

(6)  (a;"-V)a:+(y"-y)jr^2»-s«')*=4{a/(a:"-«*0+y(/-V0» 

4  •         • 

Um  den  Term  rechter  Hand  zu  vereinfachen,  wollen  wir  folgende 
Suhstitutionen  machen:    .  > 

x'x'+yY  +  z'^=ß'. 

Hiedurch  nehmen  j^ne  sechs  Gleichung^  eine  einfachere  Gestalt 
an,  nämlich: 

•      •      '    '       ■  ■  "ff«  A-fi'       •       ■ 

(2)  ar^a:+/'y+i''«a=£-f£-, 

(3)  a^^i+yryi+sJ-ikC^; 


t      * 


(5)  (a:'-a:^a:+(^'-y%-K«'-^*=£-^, 

(6)  (.t:''-a/>+(yVir)^.Ö^-+^>=^^^^ 

Man  sieht  nun  sogleich,  dass  dii^  drei  letzten  GleSehiiiigett  von 
den  drei  ersten  abhängen,  indem  man  diese  erhält^ 'wenn  man' soe- 


3Ü9 

cessive  die  zweile  ron  det  ;er8ten^  die  dritte  von  der  ersten  und 
die  dritte  von  der  zweiten  abzieht.  Da  wir  also  nur  drei  unab- 
hängige Gleichungen  haben,  so  muss  es  ftlr  jede  der  Coordinaten 
owz  einen  Werth  adben,  welcher  alle  sechs  Gleidhungeniiefriedigt» 
oder  die  durch  diese  Gleichungen  ausgedrückten  Ebe- 
nen müssen  sieb  in  einiehi  Punste  sohoeidien. 

Wi^  wollen  nun  die  drei  ersten  Gleichungien  auflusen,  um  die 
Coordinaten  des  Schnittputoktek  jener  sechs  Ebenen  zu  bestimmen. 
Damit  die  Rechnung  vereinfaclit  werde,  werden  wir  setzen: 

.    ...;.  .....  _  ^Y'^-.y'V-^r.,      . . 

und  uns  eioiger  von  den  Relationen  bedienen,  welche  Lagrange 
zwischen  diesen  Griissen  aufgestellt  \i^t,  nämlich: 

(t)    ift!'-l;;'if=lx',  {Z)' x'ti'-{^afn"-\-afr{'zsQ, 

(2)    rr  -  l'r  =  iy*.  (4)    a:'£'+*T+^r  =  0, 

(8)-  y2'+yT+snr=^o, 
^="~ — i '         i»= ~i, ' 


(8) 


*  =g  •  ^  ■;  V.  j : — 


Durch  Elimination  und  i^nwendoiu;  der  fünf  ersten  Relationen 
erhalten  wir  för  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts 

0;  =  '-! : — rt-n '    r  "oi".- ^- — "! "> 
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.  gr+<>'r)4-(rr4-/>r)-f(rr4-m  ' 

Diese  Aosdfficke  laasen  sich  vertnittelst  dcrRetationen  unter  (6)» 
(7)  und  (8)  noch  auf  eine  andere  Form  bringen«  id  welcher  sie  fir 
uDsem  Zweck  brauehbater  sein,  werden, '  oläilich : 

T*  '.  f 

Wir  wollen  jetzt  zur  Bestimmunff  des  Mittelpunktes  der  um 
das  Tetraeder  beschrieb^pen  Kugel  fibergehen.  Dieser  Punkt  hat 
die  Eigenschaft ,  dass  er  Yon  jedem  der  rier  Eckpunkte  des  Te- 
traeders gleich  weit  entfernt  ist.  Nennen  wir  diese  Entfernung  s, 
so  finden,  wie  maYt.  sogleich  «ieb.t^  iotee^de  C^l^cbuttgeii  Statt, 
wenn  pqr  die  gesuchten  Coordinaten  sind: 


.' •  •  I  /    • » 


P*  +«•  +5r«  =i». 

.     (/>-*")«+ (9-y")»+ (/-**)•=«» 


«der 


\> 


'  P^      +r         +»•'  =«*> 

\p^  f  ^*  +  r« — ^px"  —Iqy"  -  ^tz"  =:  *«  .^  «" , 

Zieht  man  nach  eina^er  jede  der  drei  letzten  Gleichungen  von 
der  ersten  ab,  so  erhält  m^n: 


4> 


«' 


Durch  Eüttiioätiob  md  iÜiwfn)SiA|&d€^'\Dbigen''IteUitiotten  ergeben 
sich  för  die  gesuchten  Coordinaten  folgende  Wertfae: 


P= — 2l ' 


.t 


.K    "  •'•.**"".        •  "2* 


Um  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Tetraeders^  m  bestiro- 
raen,  ist  weiter  nichts  nothig,  als  deq  Schwerpunkt  einer  Seiten- 
fläche atifzUstichenV  von  diesem  eine  Lihic  ntwfh  der  gegetiÄber- 
steheoden  ^cke'  des  Tetraeders  tn  «ieben  und  von  dieset  Edte 
auk  auf  der  eeJEogeneq  Linie  drei  Viertel  derselben  alixüsöhnel- 
dcn.  Wendet  man  diese  Methode  an,  so  findet  man  dprch  ein- 
fache Betrachtqhgen  ähnlicher  Dreiecke  (^  d}e  Coorjjinate«  d^ 
Schwerptmktcld  me  Ausdröcke    . 

Betrachten  wir  nun  die-  Auidi  Mtke  filr  die  Coordinaten  aller 
drei  Punkte,  die  wir  bestimmt  haben,  so  sehen  wir,  dass  folgende 
drei  Gleichungen  zwischen  ihnen  Statt  finden: 

dufcb  w^che  dejr  obige  l$at».  bej^ie^n  ijrt.    . 

IL  Geometrischer  Hew.eis.  Legt  man  durch  den  Halbi- 
rungspunkt  jeder  Kante  eine  Paridlele  »nt  der  gegenüberliegenden 
Kante,  so  entsteht  «in  »«»iieS:.Tetrae4Qr.  Von  diesem  gilt  Fol- 
gendes : 

-  1)  es  ist  dem  gegebenen  Tetraeder  congruent; 
2)  seine  Kanten  werden  von  den  /K^^nten  des  andern  halbirt. 

Wegen  des  Parallelism^us ;  der  entsprechenden  Kanten  und  also 
auch  der  Flächen  stehen'  beide  Tetraeder  In  CoUineationsverwandt- 
Schaft,  und  mtlssen  daher  einen  AehnliobkeitispuDkt.h^n,  d.  h. 
einen  Punkt,  der  zu  beiden  dieselbe  Beziehung  hat.  Dass  dies 
der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  ist,  ist  leicht  nachzuweisen. 
Man  erhält  den  Schwerpunkt  eines  Tetraeders  unter  andern  auf 
folgende  Weise:  Man  schliesse  von  den  sechs  Kanten  des  Te- 
traeders »w€i  einandei^  gegenfiberlieffende  Kanten  au»,  und  bal* 
bire  die  fibrigen  vier.  Die  vier  Halbirongspiinfate  liesBo  in  eioet 
ESbehe,  die  das  ganae  Tetraeder  kalbtrt  und  durch  den  Schweir- 
Miikt  gdit.  Indem  man  immer  e'm  anderes  Paar  Kanten  «ulr- 
schliesst,  kann  man  die  Operation  drMmal  wiederholen.  D^ 
Schnittpunkt  der  so  erhaltenen  drei  Ebenen  ist  also  der  Schwerr 
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punkt.  Die  Ebenen  sind  abeir  bäd^n  Tetraedern  gemein,  folglich 
auch  der  Schwerpunkt,  der  mithin  der  Aehniichkeitspnnkt  Ist.  — 
Der  Schwerpunkt  hat  hier..alsp  ,.die  Eigenschaft,  dass^  er  in  jeder 

feraden  Linie  liegt,  die  einen  beliebigen  Punkt 'des  einen  Tetrae- 
ers  mit  dem  entsprechenden  des,  andern  verbindet  Da  beide 
Tetraeder  congruent  sind^  so  halbirt  er  den  Abstand  zweier 
entsprechenden  Punkte.  *   * 

Unsere  sechs  Ebenen  haben  nun  zu  dem.  nenen  Tetraeder 
di«  Beziehung,  dass  sie  die  Kanten  halbirea  und  »]f  diesen  Kan- 
ten .selbst  senkrecht  stehen.  Von  solchen  sechs  Ebenen  ist  es 
aber  bekannt,  das^  sie  sich  in  einem  Punkte:,  dem  Hittelpunkte 
der  um  das  Tetraeder  beschriebenen  Kugel,  schneidep.  Die  Mit- 
telpunkte der  um  beide  Tetraeder  beschriebenen  Kuiseln  müssen 
einander  entsprechende  Punkte  sein,  und  somit  ist  der  Satz  be- 
wiesen. <  '     : 


Bemerkuiigr  ftiber  die  üamlbertisclte 

Reilie. 

Von 

Herrn  L»  Schiäfli,        . 

iPriTatdocenten  der  Mathematik  sn  Bern. 


Wetan  durch  die  'Gldichling 

•        t'  '       ■         • . 

Wetehe  mittelst  der  Substitution  v^-^^z  dllp  Gesteht 


•  "  .a 


erhält y '9  in  Function  von  t  und;  ir-. gegeben  ist,  .so  Icano  man  mit 
flflife  des^  Lagrän ^eschen  Saises  jede  beliebige»  Potenz-  von  t, 
ä^tf  auch  von  j|i,  uaeadiBb  steigenden  Potenzen  va^.r  entwiekelQ. 
Setzt  f  man  dann  f=i,' so  lassen  sich  die  gegeJbene!  Gleichung 'und 
dicf  aus  ihr  herrorgeliende  Reihe  itir  eine  beliebige  :P4)tenz  ¥0a  y 
so'dkrstellbnc''  :-,f  .     .    i  ■•  ''.'-x]   ' 


1+  2 
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=•  m[m+(n~l)«-K?][tii+(«-2)tt+2^1..4«t+«+(«-l)/?]_^  ^2) 


1 


(Klfi|el8  WSjrterbuch,  Artikel:   Lambertische  Reibe.)    Da- 
mit, die  Reihe  in  (2)  convergire,  ist  nSthig  und  reicht  bin,  dass 


'  <  (§)- 


1_ 


sei.   '  Ffir  defn   Fali^eines  unendlich  klem  werdenden  m  gebt  die 
Gleichung  (2)  über  in 


«      *        f 


logy="1"  l(n-\).\m^%-m\A-^n-\)?\ ^       ^ 


n=i 


Multiplicirt  man  die  Reiben  för  yv  und  y^  mit  einander ,  so  mu86 
das  Product  mit  der  Reibe  für  ^p+9  identisch  werden.  Indem  man 
beiderseits  die  CoefBcienten  von  or"  gleich  set&t  ^  >  erhält  nian .  die 
endliche  Relation: 


....  [p+«+(n-t-l)flx  y [9+(i-l)«+iS][9+(»-2)«+2fl....     f  (4) 

....[5r+«+(j-l)|S]l 

= (l»-H)(l>-H'+(»-l)«+/')(l'+?+(»-2)«+2/»)....(P+?+ «+(«  -1)/»). 
Wird  in  dieser  Formel  a=:/3=0  gesetzt,  so  red.ucirt  sie  sich  auf 


'is=rt 


5Vfis  4^  biQomi^che  Satii  ifür  gante  Exponenten  ist    Wirq  binge- 

iogen  Satz 
verwandelt 


een  nur  a=p  gesetzt ,  so  geht  jene  Formel  in  den  analogen  Satz 
rat  f  adnitäten  über.    Setzt  man  endlich  ix=j3=l,'  so  ver 


sich  die  Formel  (4)  in 


r^":  ■^.  *^         i.      »      i     .  .....         I 

wo  f  .)  den' binotiiischen  CöefGcienten  vori  .»:■  in  der  Entwickehing 

von  (l-f-^)"  bezeichnet.  Diese  spezi'eH'e  Formel  (5)  iSsst  isidi  auf 
elementaremiWege.  beweisen^'  Es  ergiebt  sich  nSmlich ,  wenn  man 
nach  Poteazeni  voll  ^.entwickelt;  :aia  CodiBcient  von  9"*  .auf  der 
linken  Seite 

v)  Jo    (  jp(;>+n-m-t)»-^-»i»(iii+t)'-» 
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nnd  auf  der  rechten 


(:)"- 


Beide  Ausdrucke  sind  aber  verhii^ge  der  Formel  (5)  etoänder  gleich, 
wenn  diese  bereits  für  alle  kleipern  Exponenten  als  n  bewiesen 
ist:  und  för  m=0  fallen  sie  onnefain  zusaiiimerj.  Da  nun  die  For- 
mel (S)  sich  für  die  Werthe  1^  2  des  Gxporiehten  ti  sogleich  veri- 
ficirt»  so  ist  sie  allgemein  für  jeden  ganzen  und  positiven  Werth 
von  n  gültig.  '      V  . 

Die  aus  der  Lambertisc&en  fleifae  hervorgehende  Formel  (4) 
lässt  sich  demnach  als  die  Verlhittlung  des  binomischen  Satzes 
f&r  Fj^Gultäten  und  der  Formel  (5)  ansehen ,  von  welcher  dieise  bei- 
den letzten  Formeln  nur  spezielle  Fälle  sind. 

Der  Formel  (4)  lässt  sich  übrigens  noch  eine  andere  zur  Seite 
stellen«  welche  sich  aus  der  Gleichung 

•    '  '  '    •      . 

ergiebig  wenn  mau  darin  für  2fP,  y9,  i^l?  die  entstehenden  Reihea 

S2)  substituirt  und    die   beiderseitigen  Coeilficienteci  v^H  x^  elnan- 
ler  gleich  setzt;    sie  ist  aber  unsymmetrisch. 

Für  den  besondern  Fall,  wo  a=ß'=zl,  (m46  man  sogleich,  un- 
beschadet der  Allgeraeinheit,  statt  bloss- ik=/},  setzen  darf)  gehen 
die  Formeln  (1),  (2)  über  l^ 

logy=j:y,  (6) 

1 

Die  Reihe  (7)  ist  convergent,  wenn  o;  <—  ist^  und  ^  findet    daher 

ihre  Anwendung  ohne  Ausnahme  fär  alle  Systeme  positiver  Werthe 
von  a  und  v,  welche  der  Gleichung  (6)  genügen;  denn  einmal, 
wenn  <:j^  reeü  llleiben  soll,  so  kann  ^'niir  poMtiv  sein;  mn  hat 

i^bev  der  .Quotient  --^^^-^  für  .positive   efidUehe.  Wertbß  vm  f  ^^^ 

einziges  Maximum «  nämlich—,   welches   dem  Werthe   y=^e   ent- 

«pricht;  dah^r  giml  diejenigen  reellen  Werthe  Von-o;, Vielehe 
reellen  Werthen  von  y  entsprechen,    zwischen  den   bdden  Grän- 

zen  —  OD  und  —   enthalten-  --r  Die  Formeln  {6)  ^nd  (7J)  ^a|6|^  mit 

folg^ider  Aufgabe;  zusammen;:  '     V' 

'  Man  sölleive  Functio>n  /  von'^:«n«&  A  fiii4en».  wel^e, 
wenn  h  ^Is  eohstant  vvorausgesetst  wird,  der  Gl^ichbng 

genfigt  '  V'  / 
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Mit  Weglassung  der  arbiträren  Integrationsconstante^*  die  ab 
Factor  der  gesuchten  Function  erscheint,  liann  man  f(x)=e'^* 
setzen 9  so  erhält  man  fiir  die  Cönstante  k  die.  Bedingung 

A-  =  «**,  oder  log^=AA'^ 

eine  Gleichung,  die  in  der  Form  mit  (6)  fiberehistimmt«  Setzt 
man  nun  in  der  Reihe  ftir  e^*  die  aus  der  Formel  (7)  för  die  ein- 
zelnen Potenzen^  von  k  sich  ergebenden  Werthe,.  so  erhält  man 
folgenden  nachv  den  steigenden  Foten;^o  Ton  A  geordneten  Aus- 
druck fär  f(x): 

11=:  1      \}n=:|        l*<fi«0.«.«fli  /M.,£t„,.li 

Hier  ist  nun  der  Coefficfent  von  x^i —  ^^^  Product  von   e**  mit 

einer  ganzen  rationalen  Function  von  Xy  die  mit  dem  Term 
(»+1)"-*^  anfangt. und  mit  dem  Terra  +,i»  endigt.  Denn  wenn 
man  die' beiden  ünendtTchen  Reihen 


1- 

X 

~T 

a?*          a;' 

+ 

1 

a* 

+  l.2~1.2.3 

1.2.3.4 

•  ••1 

1 

r 

.(»+!)»- 

-1 

,2.(»+2)»-i 

r«-l 

3.(»+3)»- 

-1 

mit  einander  muUiplicirt,  so  bekommt  in  der  Entwicklung  des  Pro- 
ducts die  Potenz  a^  den  Coefficienten 


wehrhe  Summe  bekanntlich  verschwindet,  wenn  n — ]<fii — 1  ist, 
und  fär  n— t=m  — 1  den  Werth  -f  1  erhält.  Demnach  gestaltet 
^ich  nun.  die  Gleichung  (8)  so: 


Man  kann  auch  auf  folgendem  analytischen  Wege  zu  der  Lci- 

9 fix) 
sung  (9)  der  Gleichung  -^^p=A-^  +  A)  gelangen.  Es  sei  zunächst 

ll=CD 

/•(*)=   .S  «fcA-,  (10) 


so  folgt 


ix*         fi=o    3a:» 


-! 


äs« 


\ 


Es  18t  aber 


also  durch  Substitution  der  Reihen    fär  die  einzelnen  Differential 
coefficienten  von./(j?)  .     j  •..>..' 

'^     *    '     '»=(1  Vt=o  1.2. ...(«♦-«)  8a:»-»/ 

I 

also,  wenn  man  den  CoefBcienten  von  A"  in   dieser  Reihe  demje- 
uigen  in  der  Reil^e  für  ~^    gleich  setzt,      .    . 

Mao  suche  nuii  -g— durch  die  ursp^n(gl^ictien  Functiopen  tf^^ivUn 
auszudrücken.    Die  Formel  (11)  giebt  nach  und  nach: 

aar—**'    8a:"»—"'. 

■  '    .  '  •    . 

8mi  .  8"»«! 

1 

So  gelangt  man  durch  Iiiduction  zu  4er- Formel : 


Gesetzt  nun,  diese  Formel  sei  für  alle  DifferetitialcoefScienten  der 
Functionen  ^t^,  uo,....Kn-i  und  für  die  Function  ?in  bis  zum  7nten 
Diff^rentialcdefflcienten  inclusive  bewiesen,  so  'Substituire  man  die 

Werthe,  welche  dieselbe  für   g  m+n-i  &^^^f  *"  ^^^  ^^^  (H)  ^®'" 
fliessendeu  Gleichung 

.1.1,.:,  g?^^«i|:_.^'»  1  g*^**"»;!«  ,    ,.        ,     ..      ' 

8a?"»+ 1. ""  .-=0  1  -  2 . ...  (n-r-t)  \ Sx"*^"ri  '  * 

dann  wird 


1  > 


,   8a:«»+i  ~  ff 0  ;iio  Ä(n-»)-JI(i-X)        "^• 


Für  ein  constantes  l  geht  %  von  k  bis  n: 
Ordnung  der   SummationeA  vertauscht  liiia 


wenn  man  daher  die 
dann  «=X+|*  setzte 
so  wird 
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x=o  ir(«-.x)  ,       .    .    , 

Somit  wäre  die  Richtigkeit  fler  Foi»i.el  (12)  auch  fär  den  (m-f  I)teii 
Difliäreotialcoefficienteii  Ton  ün  hev^seni  Da  die  gemacnteo 
Schlosse  auch  fär  m  =  0  thre  Greltung  behalten,  und  da  die  For- 
mel (12^  für  «  =  1,  2  bereits  verificirf  |j8.^  siy,  i^t  }jir,^,  allgej^eine 
Richtigkeit  als  bewiesen  anzusehen. 

Wenn  man  nun  die  drei  ersten  der  Gleichun^epi  (12)  vollstän- 
dig integrirt,  so  erhält  man  ~ 

II  =Cc', 

durch  jede  neue  Integration  wird  auch  ~eibe  neue  arbiträre  Con- 
stante  Cm  eingefährf ,  welche  ih  allen  ^folgenden  IiptegraJgleichun- 
gen  erscheiot.  ]l|an  kann  abe^  auc^  so^mtegiirepr^^^  ^^  ^9  ^tc. 
gleichzeitig  mit  an  verschwinden,  was  so  viel  ist,  als  wenn  man^ 
äle  übrigen  arbiträren  Constanten  'ausser  C  gleich  Null  setzt. 
Man  kann  femer  f<=,tfi  ==  tt«.«..  =  ti^i.==0  setzen  i;nd  dann  die 

VnLm      ' '     '    "         '  r  ,  . 

Gleichung  ßir  -o—  und  alle  folgenden  so  Inlegriren/dsM»  fär  ;r=z:0 

nur  ur  nicht  vers^jb^wind^et, ;  a^nd^n]^,=R&  wM^^  i^äl^rend  alle  fol- 
genden Functionen  tcr-f-i'»  Ur-{-2,  etc.  zugleich  mit  x  verschwinden, 
iK^  fi|o  viel  \s(t,.  ald  wonn^ian  fUle jill^rig«K  ^bitr&reR  Gcuisti^nten 
wskefiti-  glcMpfc.lNiiH  Qelzt.  Im  letztem  j?allebriEUii«ht  Inan  nur  in 
dfv  Fofqi^l  <iiO  ^  w4:A  lUo^i-fT  wd  ,A -f  t^  übfif gehen  zu  lassen/ 
um  einzusehen,  dass  die  Folge  der  Functiav^u. ... 

Ur,  Ur-\-i»  Ur-i-ti  *«f+3*  ^tö., 

abgesehen  vom^arbiträrei^  .Faf^tor  (^;  j^naü  mit  der  Folge  der 
Functionen  ""    '     .^' 

'  .    -i  f   .  .    ■       M,  Ui/u^,  «35  «le.. 

übeseiastirnnt ^  wmi9i;die$e  unter  der  frvheso  iWorauBsetzung,  dasft 
Ulf  u%9m.^  zugl^ichi  miti  «*  nenachwindeni hberecknet  sindj:  W«nni 
nun  V  den.  W^rdf  ket^hnet,  weiehtti  fix)  in  det  Ftnknel  ^im 
unter  .delr  JanuMun^;  dass  für  x^^iO,  u^^iy  lUi  ^M2,'^^u^^'^-^i.:sx:^ 
we^de 9. erhält,  so  ist  pach  dem  Vorigen  der  allgemeine  Ausdruck 


M==;r((7+  ciÄ4f  (Ji»HCÄ»'+?tqi 


CöAstan^i 
Theil  X.  S2 
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'  ..f        ?H?L^  l-(l+«--it)'»-A-i  '   '^ 

'^  aa;"~fco      1.2.3„.-(n*-i>'  "*■ 

Setzt  man  hierin  vm=»-zn,  so  wird  die  Gleichung  durch  u  theilbar 
und  reducirt  sich  auf 

■■■■.  r       sF=;d.oxn'^-*5  •  •<*?>. 


wo  filr  2^  immei'  I  zu  setzen  ist;   also 

Sa:-**  +  1.2''  +  t.2.3' 

'  «        •         .       ,  •    •  • 

8*»_     .   3»      .     4«        .       6» 
äJ-r*»  +  0**+ 1.^.3'» +1.2.3.4? 

VL,    S.    f. 


.    '.•    •  • 


. • .    ,. 


i-     ( 


'  1* 


Man  integrire  diese  Gleichungen  von  ar=±0  an  up^  substitüire  die 
Rewltfitp Jn  (10)»  »o  wird  .  l  j  :;;!      .  • 

'■■  \    ,  Aa:)  =  ee»ll+«,A+ZaA«+zi*«+etc;r/  ^ ';;     ";  '"^' 

wo  Xneiiie  ^nze  irättonftle  Function  nt^n  Grädeävobir^^tl  Wenii 
man  nun  aAgemeine  Fonn^tn  für   die  Coefficiente^- de)^|'IÄ9tinl2eti' 
von  o;  in  diieser  Function  2^  sucht,   so  siebt  mata  isrch'  tiur  Giifet^^ 
chung  (8)  zurückgefühtt.  ,  ..        i    t        >! 

Schliesslich  muge  | erwähnt  werden»  das«  die  Gleichung 


ä^'=n.+*, 


i.  Hl  •'      V   •' 


der  ffeometrischen  Aufgabe  .entspricht, ,\ein^  ihrer  Evolute 
ähnliche  Curve  zu  finden,^  aber  so,  dass  diejenigen 
Rankte  «der  Evolmte,  welche  bes4im.m'ti6ii'Pli«l0le«''de« 
Bvolvenie  vetmSee  der  Aehnliofakeit  entspreche^^-tlieA 
i^en  niiGht  zitgleicD  als  Krfimmungsmltt^lpJdntteiaia^bbOH 
nenv&ondern  «m  einen  «ons^ta^nten  Drebumg^wink«'!  timi 

diesen  leiztern   entfernt  sind.     Bezeichnet  nämlich  —   den  ^ 

a 

Winkel,  den  die  Tangente  der  Evolvente  mit  einer  festen  Rich- 
tung bildet,  und  f{p^  den  zu  diesem  Winkel  gehörenden  Bogen 
derselben  Curve,  so  arfickt  obige  Gieichupg  aus,  dass ^d^r  Krüm- 
mungshalbmesser der  Evolvente, .  d.  i.  der  Bog^n  ;dor  Evplttte, 
crnial  so  gross  sei  als  derjenige  Bogen  der  Evolvente^  .welcher  zu 

dem  um  den  constanteu  Unterschied  -r    verm^)irtcpi^  Wii^e|^  der 


Tanf^nte  eebört.  Da  die  loffarithmisehe  Spirale  stets  eich*  seih^i 
ähnlich  und  ähnlich  lieeend  bleibt,  wenn  sie  um  ihren  Pol  gedreht 
wird,  so  ist  ihr  auch  Ihre  Etrolute  in  dem  oben  ausgesprochenen 
Sinne  ähnlich.  —  Indess  scheint  doch  die  <  Gleichung  f(a:)  =  C^*, 
wo  e'^=kf  keine  ganz  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  zu  enthal- 
tea,  w^nn  nnr  der  reelle  Werth  von  A  beriidisichtigt  w|(4tt  P^ 
transcendente  Gleichung  i^^=k  hat  nämlich  ausser  der  betracn- 
teten  reellen  nodi  unzählige  imaginäre  Wurzeln,  so  dasS'    •  .\  '  o, 

gesetzt  werden  darf.  Man  braucht  nur  zu  zweien  conjugirten  ima- 
ginären Werthen  von  k  auch  für  die  zugehörigen  arbiträren  Con- 
stanten stets  conjugirte  imaginäre  Wertne  zu  nehmen ,  um  fiir 
f{x)  einen  reellen  Ausdruck  zu  erhalten.  Da  bei  dieser  Losung 
eine  unendliche  Menge  arbiträrer  Constanten  auftreten,  so  liegt 
die  Yermuthung  nahe,  die  ganz  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe > 
mochte  eine  arbiträre  Function  impltciren. 

Sucht  man  die  Curve^  welche  .ihrer  oten  Evolute  in  dem  obi- 
gen Sinne  ähnlich  ist,  S9  wird  majD  aiif  die  Gleichung 


geflihrt,  welche  durch  das  System  der  Gleichungen 


=c«  sm(- 


^^.^f^h^'^X 


f(x)  =  SeP'  (A  cos  9;r-f  ^sin  gx) 

befriedigt  wird,  wo  das  Zeichen  2  eine  doppelte  Summe  bezeich- 
net, die  sich  einestheils  auf  den  Fortschritt  der  ganzen  positiven 

Zahl  n  von  0  bis  ^  o^^^'  '~o~~  Ü®  nachdem  ä  gerade  oder  unge- 
rade ist)^  apdemtfieils  auf  die  unendliche  Anzahl  toq  zusammen- 
gehörigen Werthen  bezieht,  wdtihe  p  und  q  vermöge  der  beiden 
ersten  Gleichungen  haben  kOnnen,  und  wo  A,  B  die  zu  jedem 
'^sdnen  Systesie  von  Wertheqrför:  n,  iNi'^^hdl'enden  arbitnfaen 
Constanten  bezeichnen. ~  Wenn  aber  die  Function*  f(it^  .fiir.. ein 
verschwindendes  h  continuirlich  bleuen  soll,  so  muss  die  Doppel- 
summe auf  eine  endliche  einfach^  Snmme  beschränkt  werden,  die 
sich  nur  auf  den  Fortschritt  von  n  bezieht.    Es  muss  nämlich 


•     ;       > 


f(x)  =  ZCe'^' 

sesetzt  werden,  wo  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  ir«  — I=cO  und  k 
Äejenige  Lösung  der  Gjeichung         , 

'vi;.   .  ■.    '  :  •  1'}  .,  '•    .  .\  .;.    .    V'  .:r..:    "^.    •    •    .-      •      '.  *:.  • 

22* 


bcIMchhet,  nv. beliebe  zngl6i<;1if'$tüi(h'';    ''"  !  V  ,        .... 

l^i  tthd  wo  €bbs  SmQmeD2:d(^heti  sich  nüf  Üti^  a  8 j^ktletiae '  vori  >, 
von  Jiy  eiagk  'Zugehörigen  Fimiitioo. .  von  1^,  uii4  von  ^^rarbitt^» 
ren  Constante  C  bezieht. 


«  «  » 


«    » 


»       » 
»  ii  » 


1 1 


♦  • 


•  »  ... 


.1         J>     > 


I 


1Jel>iiiifrsaiirflrfli»eki  Ittr  Schüler. 

_      I.  -     -a-  f     .         I      t 

Von  dem    . 

Herrn  Prdfessoir  Dr.  O.  S Chi o milch 

an^  der  Uni^Fe^sität  sv  Jena. 


J.. 


Man  soll  beweisei^.  ^äass    ' 


. ''.    ' » , 


ist,  wo  nun  das  Integral  rechts       <  •  •  -^  ... 

t/  0  t/.  o  ^.     ,t/'o    '  .    ,   V  ," 

inBnerisch  b^eebbbt 'werden' 'kann  ^  daibekaoBnitlieh  -^hön  ülpan'p 
'cnne  Tafel  t^v'"  ''      •:»;:!•     ■":.(;'.•"''.♦ 

.'        •    "  •>  I  '.'::-r:w'  *^/$^^^^-   ''  '•     ''•"       •>•  •''  '     •  '  -  f*' 

aufgestellt  hat. 


'•"!•  !"\  I..        •    '     i  .1 


Es  bezeichne  ^'die  Summe  äer  Labien  1'^  2,  3,.'...%,  ^^® 
Summe  der  in  denselben  lü^ndievi.lAmben^  jede  Ambe  als  Pro- 
dukt betrachtet^  Q  die  Terbensumme  u.  s.  f.,  überhaupt  C«  die 


S4t 

Samme  der  Combiiiati6MiM>  lt»r  Glatbe !  dbne  iWiMethblonMi  aus 
den  Elementep  1,  2,.,.,k,  wobei  jede  Combination  als  Produkt 
gilt,  ferner  sei  m  etfie  positive  ganze  Zabl^l;  man  soll  nun 
zeigen ,  dass  sich  die  Keihe 

I 

auf  folgende  Gestalt  bringen  lässt: 

-I.— 1—- "ä+      1 
+ 111(111 +l)(m+2)2  t^  -t-"J> 

deren  allgemeines  Glied 

! ""/r^ 

m(fn  +  l)....(m+s-l)(m+s)^   ^'^^ 

ist  Für  7n=:2  erhält  man  wegen  Ct^i=zl.2...(M+i)  eine  blosse 
Identität,  fär  ?it>2  da^^  Mh^t '<jRe  zweite  Reihe  rascher 
zu  couTersiren  als  die  erste  unä'deshalb'die  Transformation  selbst 
nicht  nutzlos  zu  sein» 


'  'r  '}  1  'j   :?  ;:  5 


Lehrer  der  Mathematik  und  I'hysik  an  der  höheren  Bürgerschule  zu 

Sinsheim  hej  Heidelberg* 

>    '  .   '  .      "  .  ."     '    . '        • .  ,f  •  >,  I  «    I    .  ,      •  •  •  •      •    .  1 1    • ,      , ,      ,   •  •  •  • ;     I ; 

I  •■».,  l      •  •',•  '  1 

ES:  ist    ,.:.,..    .,,>;.  •     •■•     .  .     ,.    J  , ,j      .•      .•    .. 

1  ,   •  .....        ^  » 


fllr  <i>0  und  <4 


Es  ist-  ^, 

'•  (2a?^— «*--6»)9ar  '       '  'Jn 

0  VV^+**-i«  V'fl'iMfeH^*)!«**^^"^  ' 


/■ 


"  lt. 


wenn  'O'^ä.  «■'.;  v  n 


•  1 1    .     •  .  '      ,  •    •  •  •  '  ■     . 


j 


uz 


n*  •    I  n 


8a?«  ~     8v«'    8a:«  "^     %»*  r.  f. 

1 


4 


'         •     ...•        '      l 


Es  ist 


»    • 
^  .  cos  (ötg  9)89=5?  2^ 


''     T     *       "'    l|'»Ll!.(.  ■) 


:  I 


» *        • 


•'    Mll  1'  •.'•'I'jIi 


r   * 


BI  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Von  deni 


Henm  Professor  JDr.  O.  S.q)|l«  milch 

»•1'        «.      i     ^  .'  i  **  ' . 

an  ^er  UniTenität  zn  Jena. 

Die  Summe  der  Reihe  l»+2'»  +  3^+,...+r«  ISsst  sieb  bekannt- 
lich in  Gestalt  einer  nach  Potenzen  von  r  verlaufenden  Reihe  dar- 
stellen, und  man  zeigt  diess  gewöhnlich  mit  Hülfe  einer  der  inver- 
sen  Differenzenr^chnung  angehörieen  Formel;  es  scheiiit' dagegen 
noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein,  dass  man  zu  demselben  Re- 
sultate auf  einem  tingletcb  einikchered  Wege  gelangen  kann.  Be- 
zeichnen wir  nämlieh  mit  f(x)  ^ie  8mniile;  deir  l^^he  ' 

«*  +  «*'  +  «"  + ..-.  +  «'*  5  (1) 

SO  ist  durch  nmalige  Differenziation  nach  w 

und  folglich  für  ;r=0 


-;;-<-M.-.  ■  »M 


Hieraus  geht  hervor,  dass  es   nur  darauf  ankommen  wQrde,    den 
nten  Differenzialquotienten  der  Funktion  f(x)  zu  entwickelh^« 
auf  folgende  sehr  leichte  Weise  bewerkstelligt  werden  kann. 
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Bringt  man  die  bekannte  -ForihU  für  die  SattittiiTung  der-^eo« 
metrischen  Progression  in  Anwendung,  indem  man  die  Exponen- 
tia^rösse  e*  an  die  Stelle  des  Progrei^sionsexponenten  setzt,  so 
Gn(&t  man  leicht  .      .    '  .  - 

wofiir  wir  schreiben  tWolleh'^' 

was  offenbar  mit  dem  .Vorhergehenden  zusammenföllt.    Wenn  nan 
überhaupt  f{x)^=(p{x)'i\f{x)  ist,  so  gilt  bekanntlich  die  Formel 

/(«)  (ar)=:«o  g)(«)  (x)  '^{pr)  +7iig)(»--^)  (x)  '^'{x) 

/l«)(d)=«o9^"KÖ)iK0)+«i9'^^-'K0)y(0)^    j   '    .^v' 

Diei^s  iSsst  sieb  leicht  auf  unseren  Fall  anwende^,  indem  man 

nimmt,  und  man  erhält  dann  Folgendes. 

1«    Vermöge  der  bekannten  Reihe  für  e^*  ist 

[X         TX  T^SC^  ~l 

r+f?5-*'iX3+ "J 

und  folglich  fiir  ein  ganzes  positives  p 

2.  Nimmt  man  in  der  bekannten >  f3r2;K>z> — 29r  geltenden 
Reihe : 

,cor,z  — ^      1.2  ""1,2.3.4""'  •' 

worin  B^^B^,  B^,...  die  Bernoollischen  Zahlen  bedeuten^  z=xV'-h 
so  wird 

-ar^  1.2  ""1.2.3,4'*"1.2..76"" 


344 

St(^t:  mal»  die  liok^.  Seite,  in  idie  F^rm .  :  mh    c:  .    . 

multiplicirt  darauf  nitt  x  jind  tran^poniH  -^^9  so  iergiebt  sich 

iIw-iz:^-^+2.+"T:2     172X4  +  —* 


'i^.^ 


und  hieraus  findet  man  der  Reihe  nach 

.  J  !   :  i>;(0)=;l,^'(0)hBj;  1        . 

'i/){«)(0)  =  (— l)4y+iJB,«i  für  jedes  gerade  y>0, 
<^(g)(0):s=Q   für  jedes  ungerade  q'^h 

Substituiren  wir  jetzt  in  die  Gleichung  (5)  das  5  waO  die  Fonnu&l 
(6)  für  pzzzny  n  —  1,  n  —  ^^.,,.  und  die  vorstehende  fiir  ^7=293945.... 
giebt,  so  eelangt  ^im  zu  def  Gl^ick^n^' 

und  diese  enthält  dip.  vpitstftndige  Ldsung^  unserer  Aufgabe. 

!•  •  .  , 


\ 


.  .1 


^    I  t       I     ■  ■     I     .      1 


V 


«  i   V. 


j»  • 


» 


••••■>  ,.     I  ■"      -    .  .         -      " 


<•  l 


^'     .  .,'-.•' 


»  • 


Heber  die  Aufl^sniigr  reiner  Oielchiui- 

seil,  liis1»e§Qiiflere  soleber  dem  drllteii 

Orndes  di|jrc|i  i£efteiilirQ.clie. 

Von  dem 

Herrn  Doct6r  'S.  W:  Grebe, 

Gymnosiallelirer  zo  Cäscel. 


»    I   •.•  i    .•     ■  {        ;       ■ 


In  der  Gleichung  af^r^D  irollen  wir  ^  nicht  allein  n,  sondern 
auch  D  als  eine  positive  ganze  Zahl  Tdraussetzeu,  und  nun  die 
reelle  positive  Wurzel  dieser  Gleichung,  die  wir  uns  jedoch  nur 
als  irrational  denken  und  mit  Xq  bezeichnen  wollen,  durch  den 
gemeinen  Kettenbruch 

>  •  ,    » •  •  ' 

.     .  9i+-'. 

ausdrücken,  zugleich  aber  auch  die  Näherungswerthe  dieses  Ket- 
tenbruchs durch ..    :      .     . 

Ol        O2  Oi 

I 

1 

Bezeichnen  wir  den  oxitgi  noch  folgenden  Kettenbruch  durch  — » 
80  ist  für  tlTO 

.1 

[2]     - 

Daher  ist  insbesondere 
Theil  \.  '  33 


34« 


»•■.f    4«  YW|«UK« 


Der  allgemeinere  Satz 

welcher  hiernach  fOr  t=25  und,  wenn  man^  wie  zu  geschehen 
pflegt,  a-i=05  6-1=1,  f<o=l»  6o==0  setzt,  auch  fSr  1=0  und 
1=1  richtig  ist,  lässt  sich  leicht  durch  den  Schluss  von  i  auf 
1  -f  i  beweisen.  Setzt,  ito^  fiftnütch  in  jR^  zweite  Formel  [2]  den 
Werth  [3]  und  reducirt,  so  erhält  man 


woraus   das   zu   Beweisende    dureb    Atiweiidiliig   der    hekannten 
Formeln 

.6f+i  =  %f+;.+  6i-i 

sogleich  folgt    Fast  noch  einfacher  hätte  man  sich  von  der  Rlch- 
tigKeit  der  Formel  [3]  überzeugen  können,  wenn  man  von 


I  •  ••  •  I    I 


'^'^-Äw  +  Äi-i 

!       ,v.  --  •       1:1 
libergegangen  wäre,  und  ,nun  diese  Ibtzfe  Oleicnung  nach  ai  anf« 
gelöst  hätte.  : 


■  i       I  .'  I'    IM 


I      < 


In  [3]  lässt  sich  nun  der  Bruch  rechts  vom  Gleichheitszeichen 

erfreitem.    Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

[4]     ai^-^b/^J)t=(^ly/ci, 
[5]    6f«~^6f_iZ>— «£«-icif-i  =  (— lyA,.;  ' 

80  erhalten  wir  durch  die  anlg^dQ^tet^.. Erweiterung,  bei  deren 
Ausföhrung  in  Beziehung 'aliif  den  Zähler  mr  noph  den  bekannteo 
Satz  af6£— 1  —  «£— 1  6t-=( — 1)«  Berücksichtigeh  niossen, 

[6]    ^<= T- — . 


:l 


m 


erweitern.     Alsdi^nn  ergibt  siqh  [  au^^  S^nliipbe  Weise »    wenn  man 
noch  A  :    .     '      .  '     " 

setzt. 


^«   Uli     »■»! 


ra      ^«=     »-^■'     -nU. :,         !'!^\    ..-3     -       „.,n-a 


,i.'  >i     "   !i    I':'  .'I   :i 


•  ',  1.*''  ■  -*rj««f  .• 

^  '.jetzt;  i&sfiea  si«]i  di»,  l'ari|i«ln'    . 


leicht  beweiseiis  wenn  maq .  tiL  jeder  .\der6elb#n  iüf'der  rechten 
2Seite  das  den*  Gleic^i^g^n  [4],  (oj  lunicl  [7]  äntsprecbende  setzt 
und  dann  reducirt.  '  ' 

Weil  für  iwk  ungerades  »  ^<  Xq  nnd-JEhf  ein  gerades  i  T7>a:o, 

SO  ist  ^f  immer  positiv.  Von  hi  und  /{•  soll  in  dieser  Beziehung 
Md  «kdhbek^'di^lUde'BeiD.»^'  , .  u'n.j..i..i'    »  •"!    »       "Mi  t 

öetat  .Äa^.in  [oJ:)Sta^  ;ir^/, überall  4^%.  i^sibeff»og#VF^Mh  j;)»;<aP 

setzt  man,  wenn  t  Jingerade  ist«  zu  WQwg,  dagegen,  wenn  i  ge- 
rade ist,  zu  vfefi  ^Dezäicl^neii  wif;  d^n  b^an^epen  Fehleip  absolut 
genommen  durch  a^\  so  erhatten  wir  stal^  [6]         " 

Benutzen  wir  auf  ähnlidiefW^fee  den  Näherungswerth  r— -^  bei 
[8],  so  ergibt  sich 


I  ••  I  \'. 


[11]  xi=—^^  ^/'*\ ,.... 


M     i 


Man  hätte  aberauch4n'[6]a5owohI,  alsin[8J,  zuerst  j^o=—j^=:][» 

23* 


U8 

aufgetretenen  Xq  dfcin'N&lieningbw^tth»  dort    7-,  hier  ttz»  setxra 

kOnnen.    HeisAiei|  die  so  bi^angenen  absoluten  Fehler  ßi  und  ßi-x, 
80  hat  man      '  '         1 

[12]    «=-.— : -^ — . 

fl3]    x,= ,_^   **-« . 

— ^-i (-1)«/J,_,_ft 

Wenden  wir  bei  den  Gleichungen  [10]^  [HL  [V2]  und  [13] 
die  Formeln  in  [9]  der  Reihe  nadi  2tt  Sdbmtutionen  an,  so  er- 
halten wir 

*t— '  ■*T      "f" 


[t^J 


O 


f.    1       (n-V)a<       n?«       (-!)«/?<-, 
aci         ai^i         ki^i  ATf-i 


Eine  wichtige  Folgerung,  die  sich  aus  dar  Y^rgleiclHiiig  der 
BH  und  dritten  Formel 
(iitationale)  Werth  von  xt 


ersten  und  dritten  Formel  in^[]4]  er^bt,    ist^  nun    die.    dass  der 

immer  zwischen  die  rationalen  Grenzen 


A:*    '       .    bi  ki  ^     ai 

füllt.    Diese  Grenzen,  deren  Abstand  — 7-  ist,   rücken  mit  dem 

aiöi 

Wachsen  von  i  immer  näher  an  einander.    -Wir  wollen  dieselben 

indessen  noch  auf  andere  Weiise  ausdrücken.    Da 


'        1 
so  jst 


^i  ^^ai^tSfi+^i-tf 


und 


•       !        <    •     .  .        I    >• 


.  1 

a#-i 

1 

i 

öl 

>+^- 

'  J)atcli  Wiederholte  Anwendung  des  letzten  Gesetzes  bekommt  mati 


34« 

*       ^«+- —  .         .    1 

9i 


t,    •> 


und  mit  Hälfe  Ihnlicher  SchlOave' 


\    V 


Äi         ffi  + 


' ) 


:■, .:i^i:f..v  +  A 

..1.  .  j    .  '   .     •'       S*!» 


Bezeichnen  wir  diese  eben  erhaltenen  Kettenbrüqhe  einmal  durch 
und ,  so  fällt  Xi  zwischen  77-+  -^ —  und  -7-^+**"" 


Ist  nun  »^2,  so  bai  man 


)'  t j 


[151  h'^^^' 

Diese  Formeln  setzen* uns  in  deh  *8tand,  sobald  die  Rechnung 
einmal  im  Gange  ist,  die  erosste  in  ir;  enthaltene  ganze  Zahli/f^i 
ans  gi,  ht  und  A:<  mit  Sicnerheit  zu  ermitteln. 

Zu  einer  andern  Grenzbestimmuqg  führt  auch  die  Vergleichung 
4er  zweiten  und  vierten  Formel  in  [l^»    welche  wir  jedoch  über- 
gehen,  da  die  Ausdrücke  minder  Drauebbar  Ar  die  ÜUiwendung' 
werden. 

Eine  einfache  zwischen  gy  k,  A  und  /  stattfindende  Relation 
ergibt  sich  durch  die  Verbindung  voh  [6J  und  [8].  Erhobt  man 
in  der  zuletzt  angefahrten  Formel  alle  Indfces  um  eine,  Einl^it,  so 
sdmmen  die  irrationalen  Glieder  beider  Formeln  überein.'  Drückt 
man  'dieselben  auf  doppelte  W^ise  aus,  so  ist 

•  •  • 

ki 

Macht  man  nun  eine  Substitution  aus  4er  ersten  Formel  [2] ,    so 
erhält  man  » 

[16]     ^f-^iAf—Äf  =/£+!.      _,      \       ' 

Es  lässt  sich  nun  auch  die  Frage  über  den  positiven  oder  ne- 
gativen Wertb  von  h  und  hi  cint;$cbel<leb.  Nach  ri4];iat,  wenn 
wir  unter  ^|....  gewisse  zwischen  ^f....i  und  jjfi....^  uUlende  WerÄe 
verstehen, 

nhi  ,  it  — 1 

-  =  (lt-%,....-;^. 


daher 


[17] 


mk 


nhi  »— 1; 


•  •• 


nli     ■        -  1 


♦  •     ». 


Der  letztere  der  beiden  Ausdrücke  in  ]l7}  Ut'nun,  nie  man  sich 
leicht  überzeugt,  stets  positipp^y  d^ker.  hat  auch  li  diese  Eigen- 
schaft;  der  erstere  ab«r  Känn'pbsitiv,  negativ  und  auch  null  sein. 

,  Ai=0,  iaW45hdem  ar£^£....==«— 1. 

.^^(■«  «  »  .«  «...«  ... 

Für 

unter 

dann ^_..,   ^    _,       .  ^- 

bleibt  auch  selbst  in  diesem  Falle!  eiif  po^.tir< 
möglich.  '^         '  '  '   J   •  1 

Für  n  =  2  wird_^uch  ^i.=^li,  sYfle  au8i[5]  tfod  [7]  sofort  er- 
hellt, und  aus  £6]  und  [8]  feig|i||;ti  sid^  ^sdajiu 


■      i  ■  >  <  < 


^t-)    J 


»     • 

■»'fi 


'i  ,1  ..i'        ,  .    \    «)THJ    *V  S3'< »»•U-»-  5    j  '.'v    ';.:;•...»    •. 


.      "       •      •        I    :        j       li  '  »      ■      ■  -     •         .  I  .    .    j 

woratas  weilar  4urdi  Veittiiaiing 

und  daiiü  durch  ^jaWefidk''^^^^^  ' 


•     :>        .     '  .«■    :         .    '  •,    ;."!IJ     j»»j 


•  >     1.  J    •    H. 


folgt. 

Für  n=3  erhält  main  aus  \^  undf^  [^  • 


'••    ■•••  •    '»"Ärir:  F , 


Xi  =   - 

^C-1  ^0-r.  «'«-ni  *0 — •*  ,  , 


^.  .    ti. '    I    /»k    I  I.?..   0;    .'.  .    i  . '    J. 

Setzt  mäniaittdli  liev  die  luMeii  Werth'e  'tl^tbler  Hatiä'igl^iA'vMl 
redueirt,  ^lN»"<^Hält-iiii|^n''-'<'  i-    "-r   «    '••■    ^  •'<-' ''--'i    • 

'  —hih^-atliXo  —  biliXo^    : 


SSI 

wOittus  Jf^egen  der  Irrationalität  von  a^o  die  drei  (jrleichungeti  folgen : 

'       ■    V      -  btlt  —  aiaij.i'-\:bi-iht.     '  ' 

Fdr  iiöher^  W^rthe  von  n  kann  taian  zivär  ähnliche  Portoehi 
dllciMn,  doch  leichneiii  sidi '  dMelbert  nidit'duiich  bcvandere  Bin- 
fadhhait'atifi.  '•      ■'•:    •'  »'  .••!»... 

l  ^^r  wollen  Jetzt  eine  dßs^meltier^.  Besielchfaulig  e'mfvfhren,  7n 
Bejdlefaang  aaf  welche^  die  bisher  mit  k,  A  and  /  beleichueten  Zah- 
len nur  besondere  Fälle  sind.     Es  soU.päjalich  j^t^t  deih  Syalbol 

0  1  V      / 

die  Bedeutung  beigelegt  werden »  dass  % 

\]^^  r  null  imd  jede  positive  ganze  Zabv  ^i&  ^  '^  ^^^'  beden- 


ten  kann. 


' }      :'  ■{  '       ■  •:       ••i.i 


\. 


,t22G 


0; 


Substituirt  man  fkpn  auC  der,/ rechtete  \$eite  von  ($1J  Unter  An- 
wendung ^des  binomischen  ]pehirsatzes  statt.  6;  und  at  bezüglich 
6i-](f£-f  6^.^  und  A^j,ofr)ri]^^,  jflrrdnet  flalln^das  Gatoie  nach  Po- 
*  tenze»  v<oti  ^tv  red^cin  unakbdbl  mit  (-AI)*  auf,  soVevnält  man 


Olelie  Gleichung:  helgsf,  w^  unaik  statt '^r  (ihe^all  n  schreibt, 

[^j>0=C3>'+f(5.>'-;+l#C":)»'"-H.. 


Benutzt  man  die  Formel  [2^],  um  nach  und  nach  C '^  )'  (^*)' 

1^)9  u.  s.  w.  bis  zu  (»}»   dessen  negativen  Werth  man  in  [24] 
hat»  auszudrücken,  multiplicirt  dann  den  ersten  dies^  Ausdrücke 

mit  +  jgr«",  den  zweiten  mit  —  -jgi^^K  den  dritten  mit  -1 — i  a  ^**""*> 

,  u;  s.  W.9  den  vorletzten  mit  ( — l)*^"'^;,  den  letzten  endlieh  mit 
(—1)",  und  addirt  diese  Producte  sämiiitlich;  so  hebt  sich  rechts 
vom  Gleichheitszeichen,  wo  man  die  Entwickelung  von  (1 — 1)" 
zu   beachten    hat.    Alles    mit   Ausnahme    des.    letzten    Gliedes 

(— l)*^i  f  w  J  auf,  und  man  hat  also 

[25]     (_l)-x(^y;=(«)^,»-j(«)^,,.I+»-^)C»)^,-._ 

■  ■•,  •    V  -■ 
•V- + (- 1)'-*  "^^Cl^ffi* + (- 1)-*  r  (Y)*'+(-i)"G)- 

Für   die  speciellen  Werthe  2,   3  und  4  von  n  ergeben  sich 
noch  folgende  Formelgrnppen,  die  wir  bemerken  wollen.    Aus  [23] 


[26] 


(ö=-(i>-G)' 
™  i  (?)=-(i>"-KA>T.a) 

:0)=-(iO-ü)     ■'    , 


[28] 


F«Tiier  ans  [25] 


353 


Durch  Verbindung  der  zweiten  Gleichung  in  [26]  mit  der  ersten 
29]  durch  Addition  und  Subtraction  leitet  man  unter  Berficls- 
tigung  des  sich  aus  [22]  ergebenden  Satzes 


noch  ab 


[31J 


CÖ-a)Kti>C9>' 

Ö0+CD=C9- 


Ebenso  folgt  aus  der  Verbindung  von  [27]  und  [2&] 

C-0+ß>CCD-ÖO> 

* 

4 

SO  wie  endlich  aus  der  Verbindung  von  [28]  und  [29] 

CD-CD=<ÜD-CÖV 

Poteozirt  man  die  eben   in   dem.  Beweise  für  [3]  bereits  er* 
wähnte  Gleichung 


394 

axi  +  at—x 
mit  n  mtd  rßducirt;  so  erbKlt  maii  '    .     ^ 


»!•'.»  ••••*^ 


":^G)-+rQ"tCD 


Es  ist  also  insbesondere  auch 


[35]      j  0=  0)a:,«  +  3(5^a:,«+3(^)a:,  +  0). 

I 

Wenden  wir  uns  nach  diesen  Ergebungen'aofaUgemeinem  Ge- 
biete zu  der  Verwandlung  der  Cubikwurzeln  aus  ganzen  Irrational- 
zahlen in  Ketttnbrfiche,  so  werden  wir  aucb  wieder. 4^  Bezeich- 
nung der  hier  in  Betracht  kommenden  Zahlen  durch  k,  h  und  / 
als  der  bequemeren  den  Vorzug  geben. 

Die  gr9sste  in  VD  steckende  ganaie  Zahlwlrd  efienbaf  g^. 
Da  iiup  der  erste*  Nfiherbngsbruch  ^   '^^^9    ^^   hat   man   aii=gi, 


61=1    und  weit^   fn  Gemässheit  der  Formeln  [7],   [5]  un^  [4] 
li=^9i  9  ^i  =9i^9  ^1=^0  —  01^.  Nach  dejr  Folgerung  au8;[l4]  kiuss 

nun  o^i  zwischen  -r^  unä'-T^+—    Hegen»   und '^2> '^^^^^s  die 


grosste  in  x^  entipaltene  ganze  ZabMui»  ist '^•^»jerleiifaUs.. aber 

3Ai      2  ' 

<  -jr  +  •—•  sein.   Es  bl^bt  hier^  namentlich  bei  kleinen  Wertben  von 

gi  9  oft  die  Wahl  zwischen  zwei  ganvetf  Zahfen*  als  Bewerbern  um 

fs»  ein  Fall»  der  sich  auch  bei  einem  grosseren  Index  ereignen 
ßf^A.  Mas  pipbire  alsdann»,  bilte  abec  qiei  all^n  i^reben  zutf  Be- 
stimmung eine^  gi  bei  Kettenbrächen  folgeiMte^' Regel  fest:  war 
gi  zu  gross,  so  ergibt  sich  ^äjer  gi^^  negativ;  war  ^1  zu  klebr» 
so  ergibt  sich  gi^i  als  Null.  •  AMs^g^  in|  den  fifii^erjetiiiqßnen 
Zahlen  folgt  l^  nach  [16]  o'd^r  der  ersten' Porniel  in  F^/  Ästend 
Aa  ist-  diMTch  .'die  %^\te  un^  dritte  F^ormek  in  [27]  bestiikimt 
UMißifiacudt  kaiin  pu>  jiminer  di^  neuer ^i^n^ft  Bfifc^  von  [15]»  'das 
neue  /;,  nt  und  ii  durch  [27]  gefunden  werden.  Jedes  weitere  Oi 
und  6f  wird  nach  den  Formeln  ^=ai-igi-{- ai-^  und  bi^^^^bi^^m 
-f{6jL.^ibei4cbiBet.  F4far>d«l£  pnMtisohen  &ebfdiicbi.babea\«kh  mir 
die  aus  [27]  leicht  abzuleitenden  Formeln  vuu\\ü-i'.  ^   >.   f.  .. 


-    «  » 


[36]    j  V=(^-Ai-i)^i-/j-i. 

4«  die,  bequemalaii  bawlQirt  .'.••• 

*  pie  kier  folgende  TabeUe  eijtlält  för  alle  ganzen  Zahlen»  die 
bleineii  als  j64  und  för  die  Gnbifciiirzel  irrational  siodr  erae  Zu- 
^m^ienstellui^  der  Wertbe  von  -.g^y  li,  hi,  ku  at  und  h,  i  von  1- 
Vis  10  genommeD.  Ich  behalte  iuir  vor»  über  die  Zahlen  dieser 
t'abelle,  welche  ich  nach  der  s^r^^fälti^en  Controle,    der  ich  die- 

Slben  unterworfen  habe,    als  ganfc  frei  von  Rechnungfifehlern  be-' 
Lchteh  darf,  später iioch^  weitere  •Bemerkungen  zu'  maehen."  Hier 
4ei  nur  niit  Rücksicht  auf  die  Anmerkung  4)  des  Herrn  Seeling; 
i)n  Vin.  Theile  des  Archivs,  $eite  80.  unten,  aiif  den  Werth • 

^3  =s  0  bei  V4d  aufmericsam  geniaicht 
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■«'+:tT\:_  /rtt'^'Ste— .1. 


*  ; 


Cn  •\  1S««^30b*  4  6»+  2 
8^" W~ ' 

Eß  bietft.,/9ipl|  aL^o .%  ^m  füaclicbf n  Coe|fici^iilc$|i  ,die  Fonn 


IN. 

dÄir^  wo  die  Grusseo  Bi»  B^,,  etc.  v^rmugfr  d^r-JB'prmelu  (^  durch 
folgende  Kerationefi  besfimmt  sind: 

•     •     '  •     .         •  r         ; 

f+ 1        <  i  ^  ■  I'.      i  - 

Äa=3*i+(»+3)2?i, 


?M=?0*+l)^t  <'+f»+^)4 


(«) 


>"' 


^/= 


(2i+l)Ä 


■n- 


Wenn  man  nämlich  ilb  derFoirni^t  G-fi=?  C!h-i  *fnCiii  ^^  Reihen 
(4)  substituirt,  so  1$^  zu  beachten^  dass 

r^  +  fi  +  lV      i^n  +  ft  \^f  n+ft^ 
Vi  +  fi  +  2y       U+  ft+2^       V»+f*+U' 

und- 

Ans  den  Relationen  (5)  erhält  man  nach  und  nach: 
Bi=2M-i_(i+3), 


-  [(«•+5)(H4)(t+3)+3(»  +  4)+l]), 

4=1727374'  ^**  -Cty*'^^^ '  *'^'+Ct  )t(»+  ^  (H7)M^}3rt« 

~(3)[(i*+7)(<+6)(i+5)+6(i+6)+2]2'+»  ' 

+  [(i+6)(«*+ 5)(i+i)(t*+3)+«"(f + 5)r«  +  4)  44(1 +  k)+5]  j, 

ö.  8*  f.  ■.•••''  t  »;-.  • 

In  dieseo  Formeln  wurde  der  CoeAbieot'  des  ersten  Otiedes 
nach  Berechnung  aller  übrigen  Coß(Bcienten   aus  der  Bedingimg 

JBt  =c;Q.bergel€tttety  wobei  e«  b^merkeufi^erth   ist,  da«9  in  all^n 
vier  sbeciellen  Fällen  derselbe  innerhatb  der  Klammem  =:  1  sicli 

ergab.     Man   kann  sie  liberdiess  noch  an  der   Gleichung  B*  = 

i.  Um, 

i  i 


iTsab.     Man   kann  sie  liberdiess  noch  an  der   Gleichune 
L5.7...(2t-|-1)  prüfen.  Um,  wennes  möglich  ist,  über  das  Biidungsge- 


8et2>  der^  Gi^^n  JBi,  B^,  etc.   etwas  AUgeomnte  zik  eifiihren, 
woBem  wir  .       • 


•  I 


•  •  •        «  .  tt         «       . 

setxep  ithä  den  Zuwachs,  den  Aß  erhält,  weite  darin  i  in  c'^^l 

a 

vh€x^fiki,:ivütA^n4ß  beseidynen.    Substituirtmaif  diesen  Auf- 

drtckfär  Bk  und  die  analogen  für  Ar  iuidJB^-r|  in  der  aus  (5) 
gezogenen  Gleichung: 


>«-! 


und  ordnet  nach  den  Grundzahlen  derjenigen  Potenzen,  in  deren 
Exponenten  i  vorkonimt,  so  ergeben  sich  folgende  ^Gl^ichungen : 

Ai — aA.Ai=(i+a  +  i)AQ, 

(7) 

'«  a  o— :! 

ftil^— («— ft  +1)  J.Aß=  fA(t+«+l)  Aß  -1, 


% 


r  :  • »    I 


V     l    J 


^s(U8|  denen  nach  uud^^a0Dh^gfs.chlQ8Sßn  .wurdiB;^ 

""'•••■•'■     •    '  ^.  ^  /  '    '         ■  '  l  I  / 

^  =  (f+2«)(<f2«!-l)+,«-l 

4,-,(«>|5«.;r  «(»--112«  -2)(»'+^«r-:3)+  («,-2)[3(»+?f«-2)  + 1] 

J^=(i+2«— 2)(t+2«— 3)(t+2«-*4)(»'+2o— 6) 

,.    ^<«_?).[6(i+^^:^.3).a:.-|;2p774H4(f+2a-4)-|-3a  -7\, 

^y==  ((+2a — 3)  i'tf  2«  -  4)  ({ + 2o — 5)  (t +2^ 
'^t«T^4)tl0(«*+'2o^)(«'4^2^--5)(H2«^— (9,+  10(t'+2a-»)(.*+2«-6) 

.     +5(3o— ioj(t'+2a-6)+25«— 94], 

••■      •  -  ....■•    "•*.•.'•!•••;..     .  i     .    .     ,. 

.  ..'.BSs  «rbellet'M^lekli»  naeb.weleiiem' Gesetz  dio  emste^  Glieder 
dieser  Ausdrücke  gebildet  sind.  In  Beireff  derjenigen  A^^e^te, 
die  der  Reihe  nach  mit  a — 1,  a^^^,  a — 3»  a  —  4  multiplicirt  sind, 
ist  zu  bemerken,  dass  die  Coeffictenten  der  ..ersten, Glieder^  näm- 
lich 1,  3 4  6.  10,  eine  arithmetische  ReUie  ^weiter  Ordnung  bil- 

de^  flod  daher  duiph  Q^^,  QX.Qj»;  (2^  ''"'8«**«"* 
werden  kunn'en^    Die  Coefficietiten  der  iweiteit^^Hi^raer  1,  4,  10 

f^J^;  f^^  'i!u  >^^  SAwieHgier  Wird  ^ie  Betrachtung 

äer  CödfitidüteH  ^^r 'dKtten' Gfieder »  ^rfdche  nuA  «cfion  or  enthal- 
ten; diese  lassen  sich  so  darstellen: 

rJ")t3(«-4)  -i-d  V  f np(«-8)  +5], 


8Ö  dass  I  ^  j  [3(a  —  ft)  -f-5]   ihr  allgemeiner  Ausdruck  ist. 

Durch  diese  Induction   werden   wir*  darauf  geführt,  folgende 
Formel  zu  vergehen : 


\  j^iu^^x^^ :. 


K 


+  (a-^+)     ^(  f^^^^    J_-^j  ,  (8) 

wo  der  zu  bestimmende  CoefBcilent  Kt  eine  Function  von  a — fi 
bezeichnet,  die.  sich'  nicht  verändert,  wenn  a  unil  fi  zugleich  in 
«  — 1  und  fi— t  übergeh^n/.lJini  1111(1  \^kt=hdb:elEBndä  Formel  aus 


391 


(7)  hierauf  anwenden  zu  kuonen,  muss  man  dieselbe  nach  deni  «ntet» 
dem  Zeichen  ^  in  (^  enthaltenen  binomischen  CoefHcienten  ordnen, 
welche  sämmtlidh  im*  2äh^r  (ihres  Apisdruckjs  i'-f-Sq— rSI/t-f  4  als 
letzten  Factor  haben.  Thnt  inan' dieses,^  so'  ist'nian'  berechtigt. 
In  der  reducirten  t'^rmel  (7)  i^^en  besonderji  Factor  eines  nie 
Zahl  i  impticirenden  ^bino^iscnep  Cöe)'fici0nteA  icl^ehsNuli  zu 
setzen;  woraus  *die  ztfr  Bestimmiing  V'On  Kq^  "Ki,  As».»  nuthigen 
Bedingungen  sich  ergeben  if erden.  —  ]Man  erhält  nun  zunächst, 
indem  man  (8^  nacb  t  diflfer^n^iirt,  "         ,  '  '  ^   1      >     i»)      c     — 


I         4 


Da  aber  die  unter  dem  Summehzeichen  enthaltenen  binomischen 
Coefficienten  als  letzten  Factor  ihres  Zählers  t-f-2a  — 2fi-f3  ha- 
ben, so  müssen  «le  in  Siimfnen  eolel^bi  «yerwanddt  werden,  wie 
sie  in  (8)  vorkommpq.  -  l^unist.  ;  .  ,    . 

Da  nun  für  ein  bestimintes  0  die  andere  laufendcl  Zam  i  von  0 
bia  67:?!' geht,  so  &t  jetzt  r   .__.,. 

yy    ^  ^        c/'*+2a— |iA  +  2-\ 

Feniet  bekummt  man  ans  (ß)  ..,r.   i      ,<■ 

,«=0..     :    .,v.  .    V  lf*-^«.-f^<>,>rr4p4.,.t*ir^|f; 
Hier  ist  min 


»I    » '  I  < » •  *  I 
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also, ist.:  - 


•  ■,  ■;  ■  ;sp*4iM:^=i.2-;..i.-j,(;'+««;;***) 

<  » 

Nach  diesen  VorberdtongeD.giebt  die  Sabsfitution  der  Ansärficke 
fär  Afij^.  4ßf  ^M—i  '^  ^^^  Formel  (7)  folgende  Gleichung: 

=i,2...,.(._.+i,j('+^;|+«)[*i-i] 

^  A  V.    M— »— 2    JLi.'i...(«+i)      i.2...(«+i) 


ilj«  ♦  «         »» 


t 


-(a-,+i)'2'rr5:^]H-  ^ 

Setzt  man  hr^r  die  ;Factoren  jder  einzelnen  binomischen  CoefficI- 
enten  der  Null  gleich,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen,  in 
denen  der  Kürze  wegen  a^^fi-^l^zß  gese&t  ist:    ,;  j  :   .  . 

.♦        -       *  .  ■        >- 

Ä,=3Jr,-k/J(4JKi-|^4.3irj, '^     ' 

JK»=4«,+/J  (BJf, +6. 4i:i.+5.4.3Ä;0, 
jrasiSÄ^>f  ^(<i£,46.K«;4-6^.5i4^i  -|-6.5.4.3Je;,)', 

n.  8.  £ 

•  •   <  » 

lt.     ■ 

Fahrt  man  die  Hechnang  wirklich  xtns,  so  findet  man 

ü=3^+2,  ) 

JS;,=25/J+6, 

jl;  vji.  f,^    ' 


H 
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»W-eon  Mnc=:,        " gesetzt. wird,  so  htt  man  zfit  Bestiip- 

mung  der  Grossen  H  in  Function  von  ß  folgende  Reeursionsformel : 

Die  Eptwickelung  von.  Hu  nach  den  bteigetid^a  Potenzen  von  ß  sei : 

ä'«=^  +  6i/J+äS,|P...  +6/.|3^+....  . ,  (11) , 

Aus  der  Recursionsrormel  (10)  folgt  sogleich 

6o  =  l.  (12) 

ttnd-wenn  wir  abkürzend 

9>(n  +  l)— 9(n)=:2:/g>(n)  und  9(l)+.9?X2)...+  9(n)=/9>(n) 

setzen,  wo  dann  /^(0)=:0  zu  nehme|;  i»t,,  so  folgt  aus  (10)  f&r 
fi>0  die  Differenzengleichung:  '    ( 

j  £h-  =  — ^^-^  .   .  (13) 

»+2      (n+l)(f«:t;2)      • 

in  welcher  6a==0,  Jb^^^O  zu  nehmen  ist,  ddren   Integral  somit 
durch  die  Gleichung 

-  N 

9 

»       (n+t)(«-f2)   fX-i    _Cn+'l'T'  ,... 

dargestellt  ist    Vollzieht  man  die  Integratioil  (tir  >  =  1,  so  er- 
hält man 

.  *' = ^ — y  n  •  ^"> 

Für  fA=2,  |it=:3  liefert  die  Integration  ebenfalls: 

+  C    2   jj  nj  i^=l  "V   nj  in.J  ^=2- 

Set^een  wir  nun  der  Abkürzung  wegen 

Theil  X.  26 
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Ai=  *  JU^ = s..Afikf^^^-' 


SO  dass 


\  t 


'ly. 


(■+4)0+1)0+1)  0+0 


wircl^  und 


«0=1.  «i  =  C*2   J'^^'^Cs 0'  '^==*C4  0''"*C3  J' 


so  haben  wir  die  Gleichungen  • 

.  n     i  .n  n 

n         n    n        n    n         n    n 

n         nn         «nnfi         nn 

i«:e«ishalb  die  Vermuthung  entsteht ,  es  mochte  überhaupt 

n        i=:ß  n   n 

b^=ii:  (-l>"-*afiS^-£,  (16) 

fc=o 

wo  Ot*  eine  ganzö  Function  (t-|-l)ten  Grades  von  n  bezeichnet, 
die  j^r  i>l  dxiffh  n^n+'l)(n+2)   theilbar  ist,    die  aUgemeioe 

Form  der  ^Grössen  6^  sein.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Vemmthung 
zu  prüfen,  müssen  wir  uachsehePa  ob  die  Gleichung.  (13),  wenn 
bis  zpi  einem  gewissen  Werthe  von  u  die  *  Gleichung  (16)  verifi- 
cirt  worden  ist,  för  den  unmittelbar  folgenden  Werth  von  ft  wie- 
derum einen   Ausdruck   von  der  Form   (16)   als  Aequivalent  der 

Grosse  bß  gebe.  Zu  diesem  Zwecke  substituiren  wir  di^  Formel 
(16)  in  der   Differenzengifeichung    (13)  und    ordnen    das  Ganze 

.  ■  n  n 

nach  den    transctendenten .  Functionen  Sfi-^,    Da  nun    JSfji^i  '= 

1        n 

^-p-j  iS/i-,-1  i  und  ^aher . 

\  II' Q  (ti       ^  <i     11 

K        J,m  Sfii-i  =^  ^Tj  Sfi^i—i  ^^(fi-  Sf^i 

ist,  80  wird 


•  i  « 


äÜS 


und  dio  Gleichung  (13)  erhält  die  G^sfält: 


(' 


.'J 


n 


Da    hier  i  die*  eatsprehend^o  CoeffieietiteD  d^r  Functipoen  S 
gleich  sein  müssen,  so  folgt:  ,  '         . 


n  ii-f-i  •  «4-1  .  n 

w  +  2         (w+l)(«+2)  "^ (n  + 1) (n+3)  "^  («+l)(n+2) 


T    I  »+2 

^^    — 
..:  ..  ~:  (»•+t>(«+2)<«+3)'/^^ 

fl  « 

,.  .U«b^  die  Anf^ngswertbe  der  Functionen  m  und  ^m  ist-Folg^o* 
d,QS  jsu  hi^m^rlg^jfj^  P^  '$/»=!  og^r  0  ivird,  jenachdem  fi=?0  oder 
>0ist5  uadila  /S^zszl  oder  0  trird,  ieii«M$bde«i'ft^O^  1  oder  >.l 

o  0 

Lstj  iSp  jst  auefa  ^^berhaupt  bu^Ua  und   für  ii>0  in^bßsoad^fi» 

Öm^ö^ut^-I'     Für  fA>0  ist  aber  ft^;=6/i=.0,  dagegen  ist  6p 

:=1;  fc^lgli^h  ist  ^uch  ao=l    und,  wenn   fi>0  ist«  a^  =  0,  a^u 

=^a;A^i=3=cfo7=:l;  al^o  ist  ftir  jedes  ganze  und  positive  (von  NuH 
verschiedene)  ft 

ob 

«A»  =  ^*  ^^'A*  =  J. 

Wenn  also  in  der  Gleichung  (17)  t>0  ist,   so  hat  die  JFünction 

n 

— -i.  bei  n=0  den  Anfangswei^h   \p  .denselben,    den  auch  die 

Function  .    .  17}  .  ^  hat.    Man  darf  daher  als  erstes  btesral  der 

(»+l)(«+2)  .^ 

Gleichung  (17) 


«  +  2       («+l)(w+.2) 
»-1  .    iH-i 


"7   CÄfe  +  Sfqhl5  ~  n(n-ri)?nHri)')^''^.        t*^> 


26  • 
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setzen,  wo  9)(0)  =  0  tiein  soUr    Aus  dieser  6leicbung  folgt 

•  •       •  I  , 


O 


und  d^  üi  verschwindet,  so  hat  man  als  zweites  Integral : 

i 


'  ai==/*(~*+(«+l)9'(«-l)).  (19) 

n 

Nun  denke  man  sich  die  ganze  Function  at*  in  Beziehung  auf  die 
in  ihr  enthaltene  Variable  n  nach  binomischen  Cocrfficienten  von 

der  Form  |  *+^.""    j  eotwickeit,  und  setze  daher 

»1=3    l-vtj  K.       m       J 

wo  I       I  einen  von  n  unabhängigen  Factor  bezeichnet.     Da  in 

den  Gleichungen  (lä)  und  (19)  die  Grossen  au  Oi^i»   Oi-^,  qf  in 
linearer  Form  enthalten  sind«  so  konnesn  wir  untersuchen,  welche 

n 

B^estandtheile  der  Function  ai  ihre  Entstehung  irgend  einem  ein 

i  n    ■  n 

zelnen  in  a»— ^  oder  Of-^  vorkommenden  binomischen  Coefficienten 
fetdafnken«  und  wenn  dieses  geschehen  ist,  durch   eine  auf  alle 

iGIied^r  von  oi—i  und  tii-^  ausgedehnte  Summation  den  vollstfin- 

digen  Werth  von  ai  berechnen,  in  welchem  dann  1        1  als  ilne- 

r*"!     |>I*'T     L«--  erscheinen  wird.     Die  Berechnung    kann 
unter  anderm  auf  folgende  Art  geffihrt  werden : 
■ .  -  Es  ist 

n  n— 1 

'•ti(n+2)  '    «(n+1) 

n  n  n— 1 

■"■n(n+a)  "^  (n+l)(n+2)       n(»  +  l) 

n— t  n— 2  «—3 

'      "^  .     n(n  +  l)(«  +  2) 

Wenn  daher  f  A  einen  in  a/-.|   vorkommenden  binomi- 

schen Coefficienten  b^zeiqhnet,  so.  entspringen  aus  demselben  in 
Jq>(n—i)  die  Glieder: 
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(m— -^(»»^1)^    w— 3   J 

Durch  iDtegration  ergiebt  sich  als  Bestandtheil  Toni  g>{ii)  der  Aus- 
druck 

1         /^n  +  fnr\    ,  1 r'n-i'm — 1"\ 

(m  —  1)  rnKja-lJ  ^  (m^l) (m— 2)  V,    m - 3   J 

^l=«ri i A-n  +  t-v       1        ■   1      _1    P    1 

+    ;Lf3     (A— 2)a-.l)AU— aJ       2       m-l      2J   w^3 

..  ..    '  '      it 

und  hieraus  als  Bestandtheil  ron  (71'f  l)9)(n^l>^^^    das  Ag^ 
gregat 

1      ru+m—V\    ,       I      /^«+m  — l^    ,      I      r'n+m— 2^ 
«1— 1  V.   ro— 1    ^       OT— 1  V.       m       ^  "*"  m-1  V  m— 2)  ^ 

,       ^  ^    A=j    (i-2)f  V    A-1    J 

t  \  -  . 

durch  dessen  Integration  als  Bestandtheil  von  Oi  sich  ergiebf : 

1     fn+m  +  l^,       1     /"n+m-l-X 
.  m— 1  V.    m+1    ^      m — 1  v.   w — 1    J . 

■^    ^3  (l-2)ilV.    i    J^^^L    4     m-1     2JOT-3JI.    2    J 

~2L  1  J  +  2    ;Ä=:i+2y^r^+— ^r-^i*  ^^'^ 

I 

wo  die  binomischeu  Coefficieuten  mit  Fleiss  nicht  auf  die  Form 
\         .       ^^  sondern  auf  die  Form  (  ^T     }  gebracht  sind..    . 

•  ff 

Auf  ähnlichem  Wege  erhält  man  für  den  Bestandtheil  von  a;, 

n 

der  aus  dem  beliebigen  in  at-^  vorkommenden  binomischeil  Coef- 
ficienten  r'*"^?""M  herfliesrit,  de»  AuÄdrrick: 
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d»  (i-2)  A  C 1  j^yj^^J  ^S^TäD  y^-i  J 


;   l/-n-H-w_l    /»l        n(«+3)  » 
^ßV   1    y       2 y   m S ^• 


(22) 


Di«  GlficliaDg  (20),  wdnn  darin  die  B^nomiaicoefficieiiteD  auf 
die  Form  T    T    J  gebracht  werden,  verwaDdelt  sich  in 

4 

Vergleicht  man  die  yoo  n  unabhäDgigen  Factoren  in  dieser  Glei- 
chung mit  d^nen«  welche  sich  in  dem  aus  den  Formeln  (21)  und 

(22)  herseUiteten  Au0druddB  fiir.  m  iefg^beo .  «o  «rh&lt  moti  fol- 
gende Gleichungen: 

wofSr  k  der^Reihe  ^acli  j— 1,  t'— 2<.,.4,  ,3  zu  setzen  ist. 


LsJ       1^3  C4  +rt:::i  +  2  /  iST^JL  i«  J  ^ 

.    •   ä  ^1=^  J   vß,   t.  m  S 
im  Ganzen  drei  ^Mbhttdgen  indhf  ab  kxa  Bestimmunjl;  4i^ Y^^^l 


0=   »■T'-i-i 


m 


Factoren  1  .  !  ^ /| » •  •  To*  |  örftmiett  Werden.  Soll  datier  die  For- 
mel (16)  sich  halten  koonen  9  so  mfissen  die  Gleichungen  (26)«  (27) 
(38)  als  nothweiidige  Folgen  der  übrigen  Gleichungen  (23),  (24), 
(25)  sich  nachweiseti  lässeo.    Vorher  aber  wollen  wir  die  durch 


Vorher  aber  wollen  wir  die  durcl 
die  Gleichung  (25)  festgesetzten  Relationen  möglichst  vereinfachen. 

Wird  nibttllehvder  KiiPae  wegen  (iBrJ^rta4,  5,., .0  '      ' 

und  im  Besondem 

gesetzt,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (25)  in 

oad  4ie  CrMchuqgeB  (23)  und  (24)  in    ° 

+(t,  t+l)=0,  y(»,  0=0; 

also  verschwinden  in  obiger  Summe  sogleich  die  zwei  letzten  CHie« 
der  -^(t  —  1,  i)  und  i/;(i — -l,  i— 1);  folglich  werden  auch  '^(i,i— 1) 
und  '4;(t,  i~2)  verschwinden.  Weon^ber  dem  se  ist,  so  müssen 
auch  -^(i — 1,  t  — 2)  und  i(/(i-«— 1,.  t— 3;  verpch winden;  folglich  ver- 
schwinden wegen  (25*")  'auch  i(;(i,  t— 3)  und  t/;(i,  t— 4).  Setzt 
man  dieses  Verfahren  weit  cenue  fort,   ^o  folgt  überhaupt,  dass 

J(i,  U)  verschwindet,  welche  der  Zahfen*  3»  4, . . . i-^X  man  ancb  fUt* 
substituiren  mag.    Wir  haben  also  statt  der  Gleicbui^^^n.  (23)» 
(24),  (25)  folgende  einfacheren  Relationen:  « 

Lt+lJ~7=nL  t-  J' 


•     ~  ,         .         .         •         • 


.••        •         «.  .    '• 


\  ' 


-  > 


_  ••  I    .    .• 


(29J 


II 


aus  denen  ^ch  düfch.  AddHion  sogleich  die  Fonnrt 


400 


M J  ~  Ä-2  Lä-iJ  "•■  ä-1  L  h  J "•"  r  Lfc+iJ : 

....+  ^l_p-7ll       (30) 


ergiebt.  Jetzt  sind  wir  im  Stande^  die  Richtigkeit  der  Gleiciran* 
gen  (26)  4  (27)  und  (28)  zu  prüfen.  Wenn  wir  Dämlich  in  der  vor- 
negenden, Gleichung  (30)  fcir  k  nach  ^Dd  nach  3,  4«  5,...  t>  t  +  1 
setzen  und  dänä  addiren^  so  erhalten  wir 

*=3 


rO]= 2  ['-*']  =G]=''  <"' 


wodurch  die  Gleichung  (27)  verificirt  ist.  In  der  Gleichung  (28) 
lassen  wir  t  in  t-f-1  übergehen  und  multipliqiren  mit  2,  so  ergiebt 
sich: 

m=3     V         J     m--2         »l  — 1^  Ltl»  J         m=3»t/     1»     L  «t    J 

Wenn  wir  nun  hierin  für  T      I  den  aus  (30)  sich  ergebenden  Werth 

sabstitoiren,  so  erhält  die'GrSsse  -, — 7I    T    I  als   Factor    die 

'  k — 1 1_   k     I 

Summe 


i,  0+y^^~;r^i)- 


2 


deren  Wera=(Ä—l)ri+|-...+^l^ 
obiger  Gleichung  wird  daher 

und  ist  somit  mit  der  reehten  Seite  identisch.  Hiedurch  ist  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  ^  (28)  bewiesen.  Uro  endlich  noch  die 
Gleichune  (26)  zu  verificirön,  äddiren  wir  zu  derselben  die  Glei- 
chung (^)  und  erhalten.:  

LsJ      2L   3  J     «^8V.4^OT=I      m-^Lm.l 


■s 
Wenn  wir  nun  hiezu  noch  die  Gloichiaigen 


\> 


[0=SÄt';a''='4t']-«ra 
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j 

und 


«=.-*['-']+ ir^r-n 


«  «•-•_ 


addiren,  00  e^iebt  sich  fiiit  Weglassung  des  Factors  {: 


•=['i']-'2:i(ii;{]-ß;5D 


oder  auch 

f— iT    *=*-  1  /^ri-n     ri—1 

*^j  *  L  *  J  * 

t 

oder  4  da  tvegeu  (29) 


—    •  -3! 


L*+i  J  ijfc+2j ""  *  -1 L  k  J 


und  überdiess 


^      +  1=     ^ 


Ä:(Ä— 1)  ',  Ä       Ä-1 
ist,  so  ist 

I 

welche  Gleichung  mit  (30)  übereinstimmt.  Somit  sind  alle  drei 
fiherzähiigeo  Gleichungen  (26) «  (27)  und  (28)  fiothwendige  Folgen 
der  äbrigeo,  diesen  unmittelbar  vorhergcfhenaen  Gleichungen.  Von 
nun  an  tritt  die  Gleichung  (16)  sammt  allen  ibren  Co'iisequenzen 
in  volle  Kraß;. 

Dm  einen  independenten  Ausdruck  für  .die  Grussei       1    ^u    be- 
kommen, gebeil  wir  .der  allgemeinen  Gleichung  in  (29)  düe*  Gestalt : 

iI(A-2).[j]-iI(*-3)..[J-J] 


Integrirt  man  diese  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  der 
Uotorselued  i~k  constant  sei»  kto  «rgiebt  sich: 


m 


n(k 


"^*-»>:  eil] 


r..  «1-    .  II  y '  j"  ■  ■■>        (38) 

Ffir  Ji=st4-1  ist  diese  Formel  nieht  anwefidbar^.   E9  ist  aber 

ii(.-i).[4 1]="<^2).  [*Y]=^  G] = '\ 

folglich 

n.  s.  f> 
W«nD  überhaupt  , 

■ 

gesetzt  wird  4  so  ist  ^ 

Die  pletchüDg  (30)  kann  nunmehr  durch 
fi     tii=^i        1      m-2         r'n  +  m — 1 


:=      J? 


K-c^ro 


1  •  » 


'«-■»^.  n(»-2) 


ersetzt  werden. 

Die  GieichuDgen  (30)  und  .(31)  enthalten  zwei  die  Functionen 
T  betreffende  Sätze ,  die  ich  liier  noch  ehitna)  beweisen  und  mit 
zwei  andern  vermehren  \n\\.  Aus  der  Definition  der .  Functionen 
!t  ergiebt  sich  nämlich  unmittelber  die  Gleichung 

^  ^x.1  1   ^^i 

Dividirt  man  diese  .Oleichiii|g  doreb  it^l^  sa  ettlsteht: 

A  A4-1  A— i 


>  •    t 


JZl. .    J7(i+1)       ,ÄA 
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t 

wofür 4  wenn  l=cn  wird« 

n  fi-— 1 

Tln      Iln 

«&<fietieti  iiit    Wbnti  niaii   nu»  diese  Crleioliupg  v<^n  i^stqi  bis 
X^zzn  integrirt«  so  erhält  man  <  .  .   . 

JR   '.       1       ^*  ^  i 

•*  n— «1  _^      w,      ■«  » — A  /  f  \ 


•  •  • 

was  der  '6leichung  (30)  entspriqht  Der  kleinste  Werth^  den  bler 
m  haben  kanq,  ist  m:^\,  lutej^rirt  maa  diese  Gleichung. von  m=:l 
bis  m=:n,  so  erhält  man 

„=zi  'Um      A=i       Jlit  »1=1       Hm 

Also  ändert  sich  der  Werth  der  Summe     JS   -==t-  Tn^  nicht»  wenn 

auch  darin  n — 1  ffir  n  gesetzt  wird;  folglich  behält  diese  Summe 
immer  denselben  Werth,  welche  ganze  positive  Zahl  fiir  n  auch 
substituirt  wird.     Nqn  wird  fittr  n=;l  der  Werth  dieser 'Summe 

*y2r|^7o=s  1;  folglich    ist  Oberhaupt  lilir  jeden  ganxen  poidtlten 

Werth  von  n  mit  Einsehluss  der  Null:   '       . 

A 

A=:|I  J'„     2 

\ 
*  *  I      '  • 

Dieses  stimmt  ftberein  mit  der  Formel  (31).  Zwei  neue  Formeln, 
welche  gelten 9  wedn  a,  m,  u  .ganze  und  positive  ^ablei^  sind,  sind 
folgende:  .     ' 

d,  "^m d,  ■      m     '       ^"^ 

welehe  zeigt,  dass  der  votliegeiide  Ausdruck  seinen  Werth  Hiebt 
ändert,  wenn  darki  m  und.  n  vertauscht  werden;  und 

•■  I  •  •  •        •  •    . 

•  •  •  •  •  •  , 

welche  For««l  zei^>  Aass*  der  Ausdruck  liiiks  seinen  Werth  nicht 
dndert,  weim  m-i-n  constant  bleibt«  Uta  die  Formel  (111)  »i  ve- 
Inliciren,  setae  tdk  auf  der  rechten  $eite  derselben 

:••':.•••  1    A    •   •  A-rl  A*-a 
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X 

ordne  nach  den  Functionen  Tm-fi»  setze  dann 


X  1    ^±i  ^-J 


nnd  schaffe  den  einzigen  negativen :  Term  auf  die  linlce  Seite  hni- 
über;  anf  diese  Weise  erhaite  ich  '     ' 

A=afiil    l        X  X—i  X=«— i-fn    1       X         X—i 


Diese  Gleichung,  die  sie})  .yon  (III)  nur  dadurch  untarscheidet^ 
däss  a  um'l.  l^ieiner  und  m'unr  1,' grosser  geworden  ist,  ist  mit 
jener  zugleich  gesetzt.  Wenn  daher'  eine  Formel  von  der  Form 
(III)  wahr  ist,  so  sind  alle  andern  '  Formeln  von  derselben 
Form,  in  denen  die  Zahlen  a-t-m  und  n  dieselben  Werthe  haben^ 
auch  wahr.  Wenn  wir  aber  in  (III)  respective  a-f-m^  0,  n  für 
U,  m,  n  setzen,  so  verwandelt  sich  jene  Formejt  in  * 

yvis  nait  (I)  übereinstimmt,  wenn  dort  a  -^m+n,  a-f  m  respective 
inr  n,  m  gesetzt  wird,  äiedurch  ist  die  Richtigkeit  der  Formel 
(ill)' bewiesen.  —  Was  nun  die  Formel  (IV)  betrifft,,  so  leuchtet 
ihre  Richtigkeit  fiir  m=l  sogleich  ein.  Wenn  7?i>I  ist,  so  lässt 
sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin  zunächst  zeigen,   dass 


J    X  X^i  A=m— 1    l      X        A— 1 

ist,  wo  die  rechte  Seite  von  der  linken  sich  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  »  um  1  grosser  und  m  um  1  kleiner  geworden  ist. 
Folglich  bleibt  der  Ausdruck  zugleich  mit  m-\-n  constant.  Setzt 
man  aber  darin  iiir  m>  n  respective  l,   m+'n  —  1,  so  verwandelt 

er  sich  in  7^m4-fi-i« 

Mittelst  der  Gleichungen  (4),  (6),  (8),  (11),  (16),  (36)  ist  nun 

n 

die  Summe  Ci  aller  i fachen 'Pröducte!,  welche  ohne  Wiederho- 
lungen aus  den  Elementen  1,  2,  3,  4,...m^1   gebildet  werden 

— n 

können,  wie  auch  die  Summe  d  aller  t fachen  Producte,  welche 
mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen  1,  2,  3,...n  gebildet 
werden  können,  zwar  als  eine  rationale  ganze  Function  von  n, 
vom  2iten  Grade,  aber  in  Beziehung  auf  t  unter  der  Form  einer 
sechsfachen  Summe  dargestellt,  weiche  die  transöendenften  Fun- 
ctionen S  und  T  hnplicirt.  Indesiseri  konnte  K^  oder  He,  das  In 
der  gegebenen  Entwibkelüng  tals  dreltache  Summe  ersobeint, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth  von  ft  kleiner 
als  1  sei,  auf  eine  zweilache  Summe  zurückgebracht  weraen ;  denn 
aus  der  Natur  der  Gleichung  (16)' erhellt  sogleich,  dass  Ife  das 
Prodttct  der  beiden  Reihen 
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'   l—Siß+Stß^-Siß»+etc.,     . 

ist,  von  denen  die  erste  dem  Producte  ( 1  ~  r  j  (  *  ~ i")  (^~^  ) 
i ,.  (  i~-)  gi*icli   ist;     Da  nun  Ht  In  Beziehung  auf  ß  rata 

Grade  ^  oder  — « —  ist,  j^  nachdem  z  gerade  oder  ungerade  ist, 

also  jedenfalls  den  Grad  e  des  so  eben  genannten  Products  nicht 
erreicht,  so  kann  die  andere  Reih^  unter  die  Form 


»       • 


f  .<-')'-'  CO  nrf 


gebracht  werden,  aus  welcher  äogleicfh  erhellt,  dass  diese  Reihe 

J  +  «i/S+«»/5a+ 05)3»+ etc.  in  inf.  . 

iär  j3<l  convergirt;:  Ihrrch  Vertauschung  der  Folge  der  Summar 
ttonen  erhält  aber  dieselbe  Reihe  die* Gestalt 

ans  welcher  bei  dem  gänzlichen  Mangel  negativer  Glieder  mit 
Noth wendigkeit  folgt,  dass  auch  die  Reihe 

'    l^fiX+f^ai^+T^a:^  +  etc.min{.  (a) 

■'•''•■  .  •  •'        /.  •  -i       \ 

coaverjgirt,  sobald  a:  absolut  kleiner  als  1  ist,  ein  Ergebniss,  von 
dem  ein  directer  Beweii^  noch  zu  wünschen .  ist.  Denn  folgender 
Veriäuch  föhrt  nicht  zum  Ziele. 

vUie  Zahl  der  In   dem  Aggregat  Ti  enthaltenen  i  fachen  Pro: 
ducte  beträgt  ""  ^"^  +'^' ' ^> f"^ V'~.^) •••(>»  +  '±1) ^   .„„3    j^ 

Werth  des  arössten  Products  ist  ^j;    fd^gjTich  ist  T«, kleiner  als 

m[m-^  i--  )\.. {in -f-t-f-   )  Eine  Reihe  aber,  die  diesen  Aus- 

druck  zum  Coeflfiöfenien '  deV  Potenz  ar*  hätte  >  'würde  convergiren, 
sobald  a:  ^  l   wäre.     Um  so    mehr  wird  also  obige    Reihe  .cpn-. 
vergiren,   wenn  a:  <i  ist.    — •    Die  Sache  ist  jedoch  leichter  als 


m 


es  anfangs  schien i    Aus  , der 'Formel  (II)  folgt  nlmliph    Ti^IIm. 
Also  ist  die    ßethe'(a)  für  ir<l  convergent,' und  ihr  Werth  klei- 

,      um 

ner  als  = .  .        ,       .  •  i       .       • 


406. 

Wenn  man  den  Ausdrucl;  (1)  fSr  /^-»)  in  Partialbrficlie  «er- 
legt, so  erhält  man 

Jlenkt  i^ao-sich  nun  diei3i6  Partialbriiche  in  geometrische  Reihen 
mch  den  steigenden  Potenzen  von  ^  entviickelt«  so,^  et giebt  |  sich 
sogleidh  ^  / 


c7=^;(-i)-^;gj:^j,         (37) 

wo  die  Summe  rechts  bekanDtlich  verschwindet ,  wenn  fSr  n-^-i 
ein  positiver  und  ganzer  Exponent,  der  kleiner  ist  als  n,  gesetzt 
wird.  ^ 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  erwähnt  werden,  dass  die  Samme 


gleich  ist  der  Summe  aller  {fachen  Prodoötemitü^ederholungen, 
die  aus. den:  Elementen  |- ,  5-^»  te-#  "•—   gebildet  wecdea   koonen, 

ein  Satz,  der  übrigens,  wenn  diesei^  Aggregat  mit  Ut  bezeichnet 
wird,  leicht  mittem  der  tlelation 

▼erlfieirt werden  kann.    Wenn  ^*  ohneEnde  wäcb)st,  so  nähert  sich 

Ui  ohne  Aufboren  der  Gränze  n.  —    Die  Sa^he  kann  noch  all- 

^^meiner  gemfucht.  werden.     Es  bezeicbne   Vi   die  Summe  aller 
t fachen   Producte  mit  Wiederholünfieu,  die  aus  den  Eieo^^iitea 

111  ^  , 

T-r-r «.  — m  9>"  —rr-  gebildet  werden  könqen»  oder  mit  andern  Wor- 

tpp^  e^  sei        - 


so  Ut 


=  1+  Vi  flr+  F^a?«  +  F,a?«  +  etc.. 


*5=erD3:<-«'-'COiJw^ 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun: 
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1         1  +  Fi  ff  +  raff«. ..  +  Tf-i «'-» 


_        F<+Ff4.ta  +  Ff.na*+... 


aus  der  man  so 


Die  Reihe  (a)  ist  einer  Verwandlan^  fllbj^«  aus  der  m 
gleich  siebt,  dass  sie  fär  ^<1  QOQvergirt.    Es  Ist  nämlich 

BlerMis- erglebt  sich  dsrch  Tertanschung  .dei''  Felge  der  Sumü^ 
t|Qiief  uiMl'indem  man  fiir/die  Beibea,  wekhe  V  enthalten,  ihr» 
eodUchen  Werthe  setzt: 


OD     ■ 

0 


('-fX'-l)-('-?)0-.-li) 

■  ' 


tTF^     V      «Wv    m3/ 


l     s 


J73 

^  •  •  • 


('~«T2)(^-45)(^-^) 


:w'l 


0^)0-1) M) 


»  .* 


»  r       ,1 


Wenn  man  den  ersten  der  beiden  hier  gegebenen  Aasdrücke 
in  der  Formel  (A)  -siibstitiitrt   iind   die  Folge  d6r  Summationen 


«OB 

umkehrt,   so    erhält   man    unter    Berficksichtigung   der  Relation 
chungen  (11),  (16)»  (3äl)  folgende  endliche  Formel: 


\ 


"•=0-l)(-^l)-0-9 


+ 5:g:Db^«^o- jfoo-ife)  ( -f)-  ^ 


Allgemeine  Iiehrsätze  filier  filysteme 
TOD  Kräften  und  ihrer  Mamente«  HTadt 
Cliasles  In  IitoiiTllle's  JTonrnaL   Ittai  et 

JTuln  184V/ 

•^  ]^errn  öoctorlJ.    l^^engerl, 

Lehrer  an  der  höheren  Burgerschale  za  Sinsheim  bei  Heidelberg« 


\ « 


•  1)  Zwei  Systeme  yon /Kräften  ^  die  In  beliebiger  Anzahl  vor«' 
banden  sein  mögen,  hetsseo 'aeqnilralent.,  wenn  man  ein  System 
auf  das  andere,  'durch*  Zusammensetzung  ader  Zerlegung  der 
Kräfte,'  zurückfuhren  kann;*  oder,  was  das  Nämliche  ist,  wenn 
die  Kräfte  beider  Systeini&>>  parallel  mit  sich  selbst  in  einem 
Punkte  angebracht,  dort  die  gleiche  Resnltaqte  geben  und  dadorcb 
das  nänilicbe  resiiitlifende  Kräfteipnar  (cou^iei)  hervorbringen. 

2)  I.  Lehrsatz.  Wenn  man  zwei  beliebige  Systeme  von 
Kräften  hat  und  multiplicirt  jede  Kraft  des  ersten  Systems  mit 
jeder  des  zweiten  und  >init  dem  Cosinus  desv  Winkels  .der  Rich- 
tungen l>eider  Kräfte,  sb  hat  ^ie  'Sutanie  aller  Mieser  Produkte  in 
Bezu^  auf  die  j^eltiannten  zwei^  Systeihe  den^  nämlichen  Wertli, 
als  die  Summe  der  ähnlichen  Produkte  in  Bezue  aiif  zwei  Systeme 
von  Kräften,  die  den  ersten '«wei  aequivalent  sibc)- 

«Seien  a,  ii',....  die  Kräfte^  des  einen ,n  6,  ff' ,.,„  die  des  andern 
der  zwei  Systeme;  iAj  /4',..«. ;]  B,  J?',.^.  \die  K|'äfte  der  aequiva- 
lenten  Systeme ;  bezeichnen  wir  den  Winsei  det  -Richtungen  der 
Kräfte  a,  b  mit  {a,  6),  so  muss 

SZabtfM{aib)7:^SZABem(A,Bi  : 
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Min,  wo  das  eide  Zeichen  sich  auf. alle  Ji;r8ae.^«.:By;däBr4ndere 
anf;  die  a,  A  erstreckt  fietraohten  ^«'  auiifichfivt.>  da*  (Glied 
Za6co8(a^6>,  '^enn  dais  .^-Zeichen  sich  bIoss>  auf-dief^erststckt 
so  ist  offenbar  ..  /     •  ». .  .  ,1  . 

^a6cös(a«i6)'' 

=  a[6cos(a,6)4-6'co8(a^60+&''tJdg(flift*)+....]; 

d.  fa.  dieses  Glied  ist  ^=0^4  multiplizirt  mit  der  Siuiune  der  Pro- 
jektionen aller  Kräfte  B  atif  n.  Nap 'ist  aber  da«!  System  der 
Kräfte  B  mit  dem  der  b  aequivalent«  i  somit  ist 

'    i?4cos(a,6)=rJ?Äcos(ii^B), 
also  auch 

a2i'cos(a^  6)s  n^Acos  (a,  £). 

Ganz  eben  so  findet  sich: 

B£acom(a,  B)  =  B£A  cos  {A  ,B). 

Hieraus  abekr  foigt  leicht    .   . 

JSab co8{a\b)=££aB cos {QjB)»    ', 
2:£aBco8(ayB)=££ABcoa(A,B); 

woraus  endlich 

££ab  cos  (a ,  6)'  =  ZU  AB  cos  (A ,  By, 

was  deo  zu  beweisenden  Lehrsatz  ausspricht.. 

Anmerkung,  *Uin  die  Gleichung  £bco8(a,b):=I!Bcoa(a,B) 
zu  beweisen,  darf  man  sich  die  Kräfte  S  parallel  mit  sich  selbst 
in  einen  Punkt  der  Richtung  der  Kraft  ä  versetzt  denken ,  und 
wird  sie  dort  in  eine  einzige  Kraft  zusammensetzen  können  ^  deren 
Projektion  auf  a  gleich  J^ocos(a,6)  ist;  sei  diese  Kraft  z=:ß,  so 
ist  also  ^cos(«,/^as2?Aoos(a»61.  .  Verföhrt  n^an  oben  so  mit  den 
Kräften  B^  so  ^muss  man  die  gleiche  Resultante  §  erbalten,  und 
es  ist  folglich  auch  ßi:Qs(a,ß)z:z.£Bcos(a,B),  woraus  nun  die 
Gleichung  folgt    .       . 

3)  Nehmen  wir  an,  es  haben  die  Kräfte  a,  a',....  eine  ein- 
zige Kesultante^;  die  Kräfte  b,  6',..».  eine  einzige  .Resultante 
B;  so  wird  man  «die  Kräfte  A,  B  statt  der  zwei  Systeme 
Ap  A\..,.\  B,  J?',<...  setzen  können,  und  also  aus  Lehrsatz  I. 
($.  2.)  erhalten: 

-4i?  cos  ( J ,  fi)  =  ££ab  cos  (a  ,6). 

4)  Seien  femer  die  Kräfte  6,  6',....  durchaus  die  nämli* 
eben  wie  a,  0',...'.,  so  ist  A-^.B,  (A,B)=:0  und  es  zevfölit 
J?2?a6cos(ai^)in  2;^^  und  2£2aa*coa(a,a');   folglich  Ist 

A^  =  £a^  +  2££aa'  co8(a,a'), 

d.  h.  wenn  mehret«  Kräfte  eine  einzige  Remiltante  hab^a,  'so  ist 

Theil  X.  27 
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dts  Qaadrat  derselben  gMch  de?  Summe  der  Quadrate  der  01»- 
aeineo  Kräfte»  vermehrt  um  das  Do]vpelte  der  Samme  der  Pro- 
dukte dieser  Kr&fte,  jedes  etaaelne  Produkt  gebildet  aas  airei 
verschiedenen  Kräfteu,  multiplizirt  mit  dem  Cosinus  des  Widcets 
ihrer  Richtungen;    oder  in  Zeichen: 

+  W  cos  (a,  a')  +  2aa"  cos  (a,  11'') + 'ia«"' <jos  (a ,  lO  + — 
'  +  %i'a"  cos  (tt' ,  oT)  +  2a V  cos  (a' ,  o!^} .+ ,  ... 

+  2aV"cos(a",<i'^)+...* 

5)  IL  Lehrsatz.  Wenn  man  zwei  Systeme  von  KrSfte- 
paaren  hat,  und  das  Produkt  des  Momentes  jedes  Paars  des 
ersten  Systems  mit  dem  Momente  jedes  Paars  des  zweiten 
Systems  und  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ebenen  beider 
Systeme  bildet,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte  von  gleichem 
Werthe  mit  der  Summe  von  ähnlichen  Prodnktea  in  Bezug  auf  zwei 
aequivaiente  Systeme  von  Kräftepaaren, 

Um  Kräftepaare  zusanimenznsetzen  oder-  zu  zerlegen,  errich- 
tet man  bekanntlich  auf  ihren  Ebenen  Senkrechte ^  gleich  den 
Momenten  der  resp.  Paare,  betrachtet  diese  Senkrechten  als 
Kräfte  und  setzt  sie  dann  zusammen  oder  zerlegt  sie.  Diese  Be- 
trachtungen, verbunden  mit  Lehrsatz  L ,  fSbren  unmittelbar  zu 
Lehrsatz  IL  ^  • 

6)  Ein  System  von  Paaren  m,  m',....  kann  immer  zu  einem 
einzigen  Paare  M,  ein  anderes  System  n,  n',...»  zu  einem  einzt 
gen  ff  zusammengesetzt  werden;    demnach  ist>  nach  §.  5.,  ana- 
log §.  3.  : 

MN  cos  {M,  N)  z:s££mn  00$  (m»h). 

7)  Sind  71t,  m^ ....  identisch  das  Mamliehe  ttie  n,  n',,..., 
so  ergiebt  sich,  wie  ^.  4.: 

itf*—  2!^  +  ^ZSmm'  cos  (m,  wi'). 

8)  Da  das  Moment  einer  Kraft  in  Besag  auf  einen  festen 
Punkt  nichts  Anderes  ist  als  das  Moment  eines  Kräftepaares, 
dessen  Hebelarm  die  Senkrechte  von  jenem  Punkte  auf  die  Kraft 
ist  und  dessen  beide  Kräfte  einzeln  gleich  der  gegebenen  Kraft 
sind>  so  folgt  aus  Lehrsatz  IL:  ^     . 

IIL  Lehrsatz.  Man  habe  zwei  beliebige  Systeme  von  Kräf- 
ten, bilde  die  Momente  der  Kräfte  des  ersten  oystems  in  Bezug 
auf  einen  festen  Punkt,  die  Momente  der  Kräfte  des  zweiten 
Systems  in  Bezug  auf  einen  andern  festen  Punkt,  multiplizire 
jedes  Moment  des  ersten  Systems  mit  jedem  des  zweiten  und 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ebenen  der  betreffenden  zwei 
Mofnente:  so  behält  die  Summe  alter  dieser  Produkte  den  näm- 
lichen Werth,  wenn  man  die  »wei  System^  von  Kräften  durch 
zwei  aequivaiente  Systeme  ersetzt»  und  die  Atomen te  in  Bezog 
auf  die  nämlichen  festen  resp.  Punkte  nimmt. 

Alle  Kräfte  des  ersten  Systems  können  durch  zwei  Kräfte 
ersetzt  werden,  von  denen  die  ein^  durch  den  erat^.fcM^ten- Punkt 
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gekt  Das  Momeat  der  zweiten  ist  aeqoivaleBt  dem  MoBiebtciii  des  gan- 
zen SyeteBHrnnd. bildet  das  resnMrende  Mdment^oder  das  Haoptmo- 
ment  desselben.  Es  ist  gleich  der  Summe  der  Projektionen  äMcr  Mo- 
mente der  Kräfte  aof  seine  Ebene  ^  weiche  letztere  diejenige 
Ebene  ist^-  für  welche  die  Snmme  der  Orthoffonalprojektionen 
aller  Momente  ein  Maximum  ist  Sei  M  dieses  Hauptmoment  der 
Momente  niy  vat y,,^  des  ersten.  Systems,  ebenso  A  das  Haupt- 
moment der  Momente  n,  n',*...  des  zweiten  Systems;    s«  ist 

• 

JfiV  cos  ( Jf ,  N)  =s  ZXemn  eos  i^^ri^. 

Sind  die  zwei  Systeme  identisch ,  so  ergiebt  sich: 

itP  =  £m^  \%ZIanw!  cos  (i»,iii'). 

9)  Es  wirke  ein  System  von  n  Kräften  a»  a^....  auf  einen 
Korper,  oder  mehrere  mit  einander  verbundene  Korper,  und  man 
bringe  In  i^end  einem  Punkte  n  Paare  gerade  entgegengesetzt 
wirkender  l&äfte  an,  ron  de^en  jedes  Paar  gleich  und  parallel 
einer  der  Kräfte  a,  a',....  ist;  so  kann  man  sich  bekanntlich 
statt  der  n  gegebenen  Kräfte,  in  verschiedenen  Punkten  wirkend, 
dieselben  n  Kräfte  an  dem  einen  Punkte  wirkend  denken,  verbun- 
den mit  n  Kräftepaaren,  deren  resp.  Momente  (Intensitäten)  gleich 
'  sind  dem  Momente  jeder  der  n  Kräfte  in  Bezus  auf  den  ange- 
nommenen Punkt  Zwischen  den  «.Kräften  wird  Gleichgewicht 
sein,  wenn  die  ResuHante  derselben,  sowie  das  resultiien&  Paar, 
(Null  ist,  d.  b.  .nach  $.  4»  und  §.  7.»  wenn 

2;a«  + 2X2:00' cos  (a ,  a') = 0, 
-Sm*  +  2JSIhnm'  cos  (mm')  sa=  0 ; 

wo  m,  m', die  Memcnte  der  Paare  ausdrücken. 

D^se  beiden  Gleichungen  ersetzen  die  bekannten  sechs  Glei- 
ciMmgen  des  Gleicfagewicfats.    Denn  seien  am^ayy  a«  die  drei  Kom- 

Sosanten  von  a,  parallel  mit  drei  auf  einander  senkrecht  stehen- 
en  Koordinatepazen ,  und  zerlegt  man  eben  so  die  Kräfte  a' »...., 
so  ist  ofienbak  die  erste  dieser  zwei  Gleichungen  übereinstim* 
meod  mit 

(a,  +  a,'  +  .M-)*+(a,  +  <+..-.)*  +  (««+ö»'  +  ..-0*=O, 
d.  h.  mit  ^ 

Ersetzt  man  eben  so  das  Paar  m  durch  seine  drei  Projektionen 
auf  die  drei  Koordinatenebenen ,  mx,  my,  roz,  so  ist  die  zweite 
Gleichung  übereinstimmend  mit 

(m,  +  ms'  +  ....)•+ (»^+W  +  ••••)*  +  (»».+WI»'  +  ...•)a=0, 
d.  h.  mit 

1 

wi*  +  wix' +....=0,iiij>+7iiy'+....=0,  7ii*  +  wi»'Tf  ....=0; 
welches  die  bekannten  sechs  Gleichungen  des  Gteiehgewlchts  sind. 

2T' 
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10)  IVi  >  Lehtsat«.  .Matt'  habe,  awet  Systeme  vob  Kräften, 
nehme  das  Moment  emer  jeden  Kraft  des  ersfeh'  8ystemiB  ib  Be- 
211g  aaf  einen  festen; Punkt,  'mnltipUzire  jedes  dieser- Momente 
mit  jeder  Kraft  des  zweiten  Systems  und  mit'  dem  Sinus  des 
Winkes,  den  die  üii^htung  der  Kraft  mit  der  £bene.  des  Idomen 
tes  maebt;  so  wird  die  Summe  aller  dieser  Produkte:  den  gleichen 
Werth  behalten,  wenn  man  die  zwei  Systeme. vdn  Kräften  durch 
zwei  ihnen  rej»p.  aequivalente  ersetzt '     .       .        • 

Seien  a,  a',,..,  die  Kräfte  des  ersten  Systems;  tu,  m',...* 
ihre  Momente  in  .Bezug  auf  einen  festen  Punkt;  b,  6',....  die 
Kräfte  des  zweiten  Systems.  Seien  ferner  A,  A' ,.,.,  die  Kräfte 
des  dem  ersten  aequivaienten  Systems;  MfM',,.,,  4hre  Momente 
in  Bezug  auf  denselben  festen  Punkt;  J?,  B',,..,  die  Kräfte  des 
dem  zweiten  aequiYalenten  Systems:  so  muss 

£i:imBin(b,vi)  =  ^2BM  d\u(ß  y  M)i^ 

sein.  Denn  man  ziehe  durch  den  festen  Punkt  Gerade,  welche  Kräfte 
(II,,  ifA%....;  fi^,  fii^....  vorstellen,  ^eich  den  Mon^enten  m,  m',.... 
und  M,  Jlf',..../  und  senkrecht  sind  auf  den  Ebenen  dieser  Mo- 
mente,.  so  werden  diese  Kräfte  zwei  aequivalente  iS^yst^nie  dar- 
steUen.    Demnach  hat  man  nadi  Lehrsatz  L: 

£  Mii  cos  (b  y(i)^2^2B  11^  cos  (B,  11^). 

Aber  es  ist  fi^rni,  cos(d,f4)^«iD(6,iii);  fii=ilf^  oos(JB,f*|) 
=r=  sin  (Bf  M) ,  woraus  nun  der  Lehrsatz  fo%t. 

11)    Das   Vorzeichen    eines    jeden    Gfiefdes'  det    Summe 
2?2?6m sin (6,7»)  hä^igt  von  dem  Winkel  ab,  den  die  Richtung  von 
6  mit  der  Axe  des  Moments  tu  (d:  h.   mit    der   Senkrechten    auf 
der  Ebene  des  Momentes)  macht;    die  B^htuilg  dieser  Axe,  über 
oder  unter  der  Ebene  des  Moments,  hängt  von  der  Richtung  der 
Kraft  a  ab.     Denkt  man  sich  diese  Ebene  unter  dem  Auge^   so 
wird  die  Axe  nach  dem  obern  Tfaeile  ^es  Himmels  geticbtä  sein, 
wenn  die  Kraft  a  nach  einer  bestimmte  Riehtoiü^  hin  zu  dreinii 
sucht;    dag^en  nach,  dem   untern   Theile  des  Himmelgevi^dlbes, 
wenn  sie  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  •drehen  strebt.  Man 
kann  aber  das  ^rzeicben  noch  auf  eincdirekterb  Art:  bestimmen. 
Denken  wir  uns  nämlich  zuerst  die  Axe  des  Moments  m  nach 
oben  gerichtet,    so  wird  sin (6,7/1)  das  +  oder  —  Zeichen  haben, 
je  nachdem  6,  welche  Kraft  ihren  AngriiEspuhkt  in  der  Eiiene  des 
Moments  haben  muge^  über  oder  unter  derselben  ist.    Im  erstem 
Falle  wird   ein  Aus^e,    das  an  dem  einen  Ende  der  Kraft  6  sich 
befindet  und  nach  dem  Angriffs}iunkte  hinsieht,  die  Kraft  a  nach 
einer  bestimmten  Richtung  hin'  zu  drehen  suchen  sehen;    im  an- 
dern Falle  üi  entgegeugesetaterjlicbtung»...  (Im  einen. F^lle  z.  B. 
wie  die  Zeiger  einer  iJhr,  im  apdern  eoigegeng^ßetzt.)  .Das  Zei- 
chen von  bm  sin  (6,771)  wird  also  bestimmt  ft^ch.  .4^m;^ii)n0,  in  welchem 
ein  Auge,  das  sich  am  Ende  der  Kraft  b  befindet  und  nach  ihrem 
Angriffspunkte  hinsieht^  die  Kraft  a  .d)rehe>>is^ht  !  Man  (iberzeugt 
sich  leicht,    dass    es  eben   so   ist,    wenn  die  Axe  des  Moments 
unter  der  Ebene  des  Momentes  ist.    Wir  sagen  also:    Das  Glied 
bm^inifit^m)  bat.  das  Zeiqben  +  oder  ^— ,  je  uachdem  die  Kraft  a, 
sesehen  von  dem  Ende  der  Kraft  b  (nach  ihrem  Angriffspunkte  hin), 
in'eineip  fa^estimmten  Sinne  zu  drehen  sucht.  j^.^jB*  in. den»  Sini^e 
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der  Beilegung'  der  Xeig^ri  eines 'zugleich  angesehenen  ZMierblattee 
einer  Ghf)'/oder  im*  entgegenge^tzten  Sinne« 

12)  Das  Vöhiihen  eines  Tetraeders,  welches  zu  entgegenge- 
setzten Kanten  die  Geraden  a,  b,   deren  kürzestiß  Entfernung  t* 

ist,  hat,  ist  gleich ß 

Es  ist  zuerst  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  man  eine  Kante  eines 
Ti^raediemiii  ihrer  eigenen  Richtung  sich  bewegen  Jässt,  daduncb. 
das  VeliAneii  .desselben  nicht  geändert  wird;  Diess  vorausgesetzity 
iässt  sich  nun:  der  Lehrsatz  in  folgender  Art  beweisen«  Seien 
in  Taf.  V.  Fig.  h.aa',  BS*  die  zwei  entgegengesetzten.  Kanten. 
Durch  a  lege  man  eine  Ebene,  senkrecht  auf  ßß' ,  von  der  wir 
vöräussetzeü,  sie  gehe  durch  den  Anfangspunkt  ß  (da  man  im  an- 
dern Falle  ßß'  in  seiner  Richtung  fortbewegen  kann).  Sei  ccc/' 
die  Projektion  von  aaf  auf  diese  Ebene,  ßp  eine  Senkrechte 
von  ß^  iuS '  cca" ;  diese  Senkrechte  ist  gleich  .der  kürzesten  Ent- 
fernung r  der  beiden .  Kanten.  Das  Tetraeder,  welches  wir 
betrachten,  ist  seinem  Volumen  nach  gleich  dem  über  den  Kanten 
ßß'  und  ccc^  .(als  entfi;egengetzten  Kanten),  weil  beide  Tetraeder 
die  drei  Spitzen  ß,  p' ,  a  gemeinsc(iafilich  haben  und  die  Spitzen 
tu' ,  c^'  auf  einer  Linie  liegen ,  die  parallel  ist  zur  Ebene  der  Punkte 
ß,  ß' y  u.    Nun  hat  das  letzte  Tetraeder  zum  Volumen: 

^^^^-^.^'z=laa'\ßß'.rz=laa'  .cosa^aa^'^ßß'  ^ 

wenn  «a'^ra,  ßß'z^b.  Dieser  Ausdruck  ist  also  auch  das  Volu- 
men des  in  Frage  stehenden  Tetraeders,  was  den  Lehrsatz  beweist. 

13)  '  Das  Tetraeder ,  welches  über  zwei  Kräften,  als  entgegen- 
gesetzte Kanten  desselben  betrachtet,  errichtet  wird,  hat  em  V«»- 
lumen  gleich  dem  sechsten  Theile  des  Produktes  einer  der  Kräfte 
mit  dem  Motniente  der  andern,  m  Bezug  auf  die  erste  genommen. 

•     Denn,  das  Tetraeder  über  aaf,  ßß'  ist  — ^   ^        *^^  ^ 

Nun  versteht,  man  unter  dem  Momente  der  Kraft  oa'  in:;Bezii|ip 
auf  die  Kraft  ßß'  das  Moment  der  Komponente  dieäer  Kraft  in 
einer  auf  ßß' ,  senkrechten  Ebene,  genommen  in  Bezug  auf  den 
Punkt,    wo  diese  Ebene  die  ßß*  trifft     Dasselbe  ist  also  ccci'.ßp 

==:aä^..r=aa'.r. sin («a',ft^')>  ^^®  ^^^  ^®^  Saiz  beweist' 

'  Das  Moment  der  Kratt  acc'  in  Bezug  auf  ßß'  ist  cc(/'.ßp,  gleich 
der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks  aßa''.  Dieses  Dreieck  s^i^t 
ist  die  Projektion  eines  Dreiecks,  dessen  Grundlinie  aal  ist  \ind 
dessen  Spitze  in  ßß'  sich  befindet.  Das  Doppelte  dieses  Drei-> 
ecks  aber  ist  das  Moment  der  Kraft  aa'  in  Bezug  auf  jenen  Putikt 
in'^jSI'i«,  MftP  kann  alsQ  auch  sagen: 

-" ''Daus  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Gerade  ist  die 
Projektion  des  Momentes  der  Kraft  in  Bezug  anf  einen  Punlit  der 
Geraden,  wenn  die  Projektion  auf  eine  Ebene  geschiebt,  welche 
s^einkr^ht  auf  der  gegebenen  Geraden  steht. 

>  14) :  V.  Lehrsatz.  Man  habe  zwei  Systone  von  Kräften, 
bilde  über  jeder  Kraft    des  ersten  Systems  in  Verbindung  mit 
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jo^Dlsr  des  zweiten,  als  entgemiigesetEten. Kanten ,  Tetraeder, 
so  wird  die  Summe  der  Inhalte  äler  dieser  Tetraeder  nnverindeit 
bleiben,  wenn  man  statt  der  zwei  betrachteten  Systeme  aswei  ihnen 
resp.  aequivalente  wählt 

Bezeichnen  wir  die  Systeme,  wie  in  §.  2.,  so  ist 

££  Tetr.  (a,6)  =  ^-S  Tetr.  (J,fi), 

wbiiiiiedes  Glied  das  Zeichen  -f  oder  *—  hat;  je.  naehdem  die 
ejtae  Kjmt,  gesehen  Ton  dem  Ende  der  andern ,  in  ^nem  bestinnn* 
ten  oder  dem  en^egengesetzten  8inne  zu  drehen  strebt 

Beachtet  man  das  in  §.  13.  Gesagte,  so  ist  der  Beweis  ganz 
der  gleiche,  wie  in  §.  2.  Denn  es  ist,  wenn  das  deichen  2?  sich 
bloss  auf  b  bezieht, 

ITTetr.  (a,  b)  ==^ 2  (der  Momente  von  6,  ft' , .».  in  Bezug  auf  a) 

» 

?.  5«  /  RR'  \ 

—  Ä     — ^    V   *>  99  f>       ■**»■**    >•••   »J  »»  99        99J 

=  -STetr.  (a,B). 

Eben  so 

-STetr.  (a,  B)  =  ^Tetr.  (A,B), 

wenn  das  Zeichen  £  sich  auf  a^A  bezieht.     Also 

£2  Tetr.  (a,b)=2£  Tetr.  (a,B)=2?2:  Tetr.  (J,B). 

Was  die  Regel  der  Vorzeichen  anbelangt,  so  istzn  merken,  dass 
man    in 

£  (der  Momente  von  6,  6',....  in.  Bezug  auf  9) 

den  einzelnen  Gliedern  das  +  oder  —  Zeichen  geben  mnss,  je 
nachdem  die  betreffende  Kraft^  gesehen  vom  Endpunkte  von  a 
ans,  in  einem  bestimmten  oder  dem 'Entgegengesetzten  Sinne  au 
drehen  strebt  (§.  10»).  ■  ' 

15)  Gesetzt  6,  b',.,.,  seien  identisch  die  nämlichen  wie 
a,  a',,..»  lind  eben  so  £,^,....  wie  ^,  ^',....,  so  schUesSt man : 

Man  habe  zwei  aequivalente  Systeme  von  Kräften,  so  ist  die 
Summe  der  Tetraeder,  die  man  auf  je  zwei  Kräften  des  ersten 
Systems,  als  entgegengesetzte  Kanten  betrachtet,  bilden  kann, 
gleich  der  Summe  der  Tetraeder,  die  man  auf  ähnliche  Weise 
mit   den  Kräften  des  zweiten  Systemes  zu  bilden  im  Stande  ist 

Begreiflicher  Weise  gilt  Alie$,  was  von  zwei  aequivalenten 
Systemen  gesagt  ist,  von  zwei  Systemen,  die  sieh .  gegenseitig 
das  Gleichgewicht  halten. 

16)  Daraus  folgt: 

Wie  man  auch  immer  die  Kräfte  eines  Systems  Vun  Kräfteti 
durch  zwei  Kräfte  ersetze,  «o  ist  immer  das  Tefra^eir'  übbir  die- 
sen zwei  Kräften  von  glekhem  Volumen. 
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.17).  SiDil  diese  «wei  Kräfte  In  einer  £b0pei  bilden  ab<».eln 
Paar  oder  redusiten  sioh  «ttf  eine  eioiiffe^  ao  lat  4i9c»ea  V^iIuis^qb 
Null.    Also:  -.., 

; '  Di^u^eometrieiotie  Bedingung,  das^  ein  Sy^m  voo.  Kräften 
^Mie'.«in»ge  KeeuUiattte;  habe  oder  i«ich  etaf  ^n  Paar  (couple)  redii- 
iare>  ist,  oass  die.iSnnunie  der.'  Inhalte  der  Teketeder^  die  man  aoC 
je  zwei  Klüften  .  des  Systems  entgegen^es^tüter  Kanten  erticbten 
Isann,  Nuil  »sei. 

IS)  Wenn  Kräfte.. mit  eiaaoder  im  Gleiobgewichte  sind  und 
man  theilt  sie  in  zwei  Gruppen,  so  isind  die  Kräfte  ^er  einen 
Gruppe  im  Grleiehgewiclite  mit  denen  der  aedera.    Also  nach.§.  15. : 

Wenn  Kräfte  mit  einander  im  Gleicfaeewichte  sind,  so  ist  die 
Summe  der  Tetraeder,  die  man  ilber  mdhreren  derselben  dadurch 
bilden  kann,  dass  man  je  zwei  als  entgegengesetzte  Kanten  be-   ' 
trachtet,   gleich  der  Summe  der  Tetraeder,   die  man  auf  gleiche 
Weise  über  den  übrigen  Kräften  bilden  kann. 

19), Man  scjilieesl  hieraus: 

Wenn  vier  Kräftp  im  Gleichgewichte  sind»  so  ist  das  Volumen 
des  Tetraeders,  das  auf  die  genannte  Art  über  zweien  derselben 
errichtet  wird,  gleich  dem  Volumen  des  Tetraeders  über  den  an- 
dern  zwei.  \ 

20)  '  Vi.  Lehrsatz.  Wenn  zwei  aequivalente  Systeme  von 
Kräften^  an  demselben  festen  Körper  angebracht  sind  und  man 
glebt  diesem  Kurper  eine  unendlich  kleine  Bewegung,  bildet  so- 
dann das  Produkt  einer  jeden  Krall  mit  dem  Wege^  den  ihr  An- 
griffspunkt im  Sinne  der  Richtung  der  Kraft  durchlaufen  hat,  so 
ist  die  Siunme  aller  dieser  Produkte  für  das  eine  System  gleich 
der  SuiAme  derselben  für  das  andere  System. 

8el  fMii*  der'  We^  des  Aneriffspnnktes  m  von  u,  so  4st 
tt.rnm' :c68{iß^mm-)  das  Glied  In  jBezug  auf  diefte  Kraft^  das  In 
Sa .  mm^ . c<^s<a,  mik')  eintritt.  Klan  muss  also  beweisen ,  dass  die^ 
Summe  unverändert  bleibt,  wenn  man  a,  a^,...»  durch  ein  aequiva- 
lentes.  Systeai  ersetzt» 

Jede  nnendKdh  kleine  Bewegung  eines  freien  festeii  Körpers 
kann  als  aus  zwei  gleichzeitigen  Bewegungen  entstattden  gedeioki 
werden,  von  denen  die  eine  eine  Umdrehungsbewegung  um  eine 
bestimmte  Gerade,  die  andere  eine  fortschreitende  Bewegung  ist 
Seien  m/t,  ma'  die  zwei  Konvposanten  der  Bewegyng . von  ;»,  so 
Ist  wm  rar  jeden  Punkt  des  Körpers  verschieden,  iri^^  Kt,  alte 
gleich;   ferner  ist  bekanntlich         v^ 

mm' .  cos  (a ,  mm')  =  wift  cos  (a ,  mfi)  +  Wft'  cos  (a ,  wift') , 
woraus  folgt: 
Sa.mm' . cos (a, mm') ::^  2a. mfi, cos (a,m(i)  +mii' ,2a. cos (a^mfi'). 

Da  ^a.cos(a,mfA')  ungeändert  bleibt,  wenn  a,  a',....  durch  ein 
aequivalentes  System  ersetzt  wird,   indem    dieses   Glied  nur  die 
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Summe  der  ProjekfioneD  ^00  a,  a',....  auf  muf  adsdlrfickt»  so  bat 
man^ese  Unverä^derlichkeit  nur  ron  dem  Gliede  £a.mii.cüB(a,m(i) 
zu  beweisen .       '  •    • 

Titf»  ist  der  Weg  von  m,  hervorgebracht  durch  (eine  Umdrehung 
täte'  dne  bestimmte  Gerade.  Sei  nun  r  die  Senkrechte  von  m  auf 
dfeise  Gerade,  6  die  Drehung,  so  ist  mfit^=r.Q.  Nehmen  wir  an, 
eine  Kraft,  ausgedrückt  durch  d,  wirke  nach  jen^r  Geraden,  so 
ist  ihr  Moment  in  Bezug  auf  m  gleich  r6\   also  ist  a.ntft.cos(a,iiifi) 

=  a  X  (dem  Moment  von  6  in  Bezug  auf  iri)  X  cos  (a^  wift), 

:;=aX(der  Projektion  dieses  Momentes. auf  eine  Ebene, 

senkrecht  auf  a), 

==aX(dem  Moment  der  Kraft  6  in  Bezug  auf  a>  (§.  13») 

=  6  Tetr..(a,Ö). 

.     :  ■■.,•••  •  ••  .,.'.' 

Demnach 

iSa.mfA.cos(a,mfA)=:=6^  T^tr.  {a^ff)^:    . 

•  •         .  »  « 

Das  letzte  Glied  ändert  sich  nicht,  wand  n^an  a,  i»',....  durch 
ein  aequivaienles.  System  ersetzt  (6.  15.),  ihdem^  wenn  a,  a'.,....\ 
Ay  A'9,.».  aequivälent  sind,  es  auch  (9,  a,  o',..-'.;  B^'A,  A' ,,... 
sein  werden,  udtl  die  Summen  -S-S  Tetr.  (fl,a'),  ^l^Tetr.  {A,A') 
ohnehin  gleich  dind;  also  ist  diess  auch  für  das  erste  der  Fall 
was  den  öatz  beweist. 

21)  Man  kann  auch  sagen: 

a.  (Moment  von  6  in  Bezug  auf  o) 
=  ö. (Moment  von  a  in  Bezug  auf  6), 

w^s  aus  5.  13«.  unmittelbar  folgt;  und  da  dlejSumme' der  Momente 
von  A,  a  ,....  in  Bezu^  auf  eine  Gerade  0  konstapt  .Meibt  für 
iedes  mit  diesem  a^auivalente  System  5  so  fplgt.  da»  so.  eben 
"oewiesehe  auch  aus  dieser  Betrachtung. 

22)  Wenn  die  Kräfte  a,  a',....  im  Gleichgewichte  stehen,  so 
kann  man  sie  durch  zwei  gleiche  und  geradezu  entgegengesetzte 
Kräfte  ersetzen,  woraus  folgt,  dass  alsdann 

ist.  Diess  ist  das  bekannte  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten. 
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lieber  die  l^ansförmatfon  der  nnali- 

hftngrlgen  Terllnderlieheii  in  Tlelfa^heB 

DUferentlalen  und  Integralen. 

ToQ  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger^ 

Lehrer  an  der  höheren  Börgerschnle  za  Sinsheim  Vei  Heidelbenrn^;. 


Seien  x^y  x^^x^^^^^^u  n.  anabhäogige  VeräDderliche«  or^^  a^>..«.o^ 
n  andere  unabhäneige  Veränderliche,  verbunden  mit  den  ersten 
durch  die  n  Gleichungen: 

J^  {Xy  ,  ar^y....  Xny  «1 9  «a*  •-.•  «n)  =  0, 

f%\ilCxy  X^yo»  Xny  «4>  02»—«  «n)=20,  v         /|\ 

welche,   der  Kürze  wegen,   durch  /i==0,  /a3=0,.,../fl=tQ- darge- 
stellt werden  mögen. 

Man  stellt  nun   die  Au&abe,  aus  dem  bekannten  Differential 
,   wo  S  eine  Funktion   von  Xi^  x^,....Xn  ist,    das 


dxi  dx^*^>dxn.^ 


3»S 


Differential  W — g g—  abzuleiteil,  worin  arj,  ;r2,.....irii  durch  ihre 

Werthe  in  a^,  cxs«-*«*o(n5  wie  man  sie  aus  (1)  ableitet,  ausgedruckt 
werdei^.  .  . 

Sei 

oxxOX^*»»>iAi         '  ^      • 

so  ist  (7,  der  Annahme  nach,  eine  bekannte  Funktion  von  Xi ,  x^^.,,. 
....^n»    Nun  ist: 
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wenn,  g  ■  g  ■ S^~'^^^/  '^^ari  gesetzt  wird,     um  die  Grosse 

g—  ZU  erhalten«   muss  man   aber  in  V  bloss  j?i  als  veränderlieh 

ansehen,  und  alle  andern  Grossen  j^^»  ^s5«<-^fi  als  konstant  be- 
trachten. Unter  dieser  Voraussetzung  enthalten  die  Gleichungen 
(1)  n  4"  1  Veränderliche  Xi,  er«,  oe29*..*cK|i.  Obwohl  nämuch 
^2  9  a?3,....d:ii  auch  Funktionen  aer  Veränderlichen  ay,  a^,....crn 
sind,  so  müssen  diese  Funktionen  nun  so  beschaffen  sein,  dass 
sie  sich. nicht  ändern,  wenn  o^^  a^^.,,an  dergestalt  sich  ändern, 
wie  es  die  Aenderungsart  von  Xi  verlangt,  d.  n.  mit  anderen  Wor- 
ten, die  einer  Aenderung  der  Grusse  j?|  kerrespondireoden  Aen- 
derungen  der  (Xi,....an  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  dadurch 
k^tie  Aendeiung/  in  den  Werthefl  von  :X%,pn.\an  VfW  sich  gdit 
Da  die  Anzahl  der  Glei^chungen  (1)  n  ist^  so  Jtann  man  also  jetzt 
eine  der  ti  -|- 1  Veränderlichen  Ti,  cf« , . . . .  cfÄ  als  die  unabhängige 
Veränderliche  betrachten,  z.  B.  «i,  und  die  andern  n,  also  Xy,  ct2,.-:an, 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  qurch  diese  ausdrücken,  so  dass 
z.  B.  ^1  als  blosse  FttnkffoA  von  (%  e»schei0t*  D^nnach  ist«  nach 
bekannten  Sätzen: 

dV^SVSxi 
8«!      dxi  8«! 

Bxt 
und  ^  bandelt  sich  blöSs  um  die  Bestimmung  von  ^.  Nnn  folgt 

aber,  unter  den  so  eben  gemachten  VoraiMfsetatiUgeQ  aus  (1) 
Sx^dai      8aa  8^1      5^ 8^1'' 5an8«i  8ai* 

a«B  welch«o  Gleidiangen  skh  ergiebt 

■ 

dxt  Mt  t 

"       8«i-    7^-  ^  - 

Beachtet  man  aberdas,  was  in  Klügeis  Wurterbuche,  Supple- 
ment ei  Art.  Elimination,  hinsichtlich  der  Bestimrauag  einer 
Grösse  aus  n  linearen  Gleichungen  gesagt  ist,  so  wird  man  leicht 
einsehen,  dass  Ni  der  gemeinschaftliche  Nenner  ist,-  der  den  GrGs 
sen  kl,  k^y.,,»kn  zukommt,  wenn  sie  aus  folgenden  Gleichnmgen 
bestimmt  werden: 

Vi  h  ^^h    ijA  I.    .       .Vi  «.  _i      . 
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während  üf^  der  gemeinschaftlicbe  Nenner  der  Grossen  Ar|,....Ai 
sein  würde,  wenn  sie  bestimmt  würden  aus: 


1*-=*:    1 


(2) 


Demnach  hat  man 


dV^  d'S  ^        d'S  V    M,\         M,V 

5«!     dcTi  8^80:3  ....djTn     80:180:2. ...80:11     V     NiJ  Nj     ^' 

In  diesef  CHeichung  mnss  man  in  —  ••^'-  sich  '^i  >durch  cfi , ....  an, 

und  sodann  o^,....ttn  durch  fti,  o:«y...»ofii  ausgedrückt  denken,  was  durch 

■                                                  M  TJ 
die  Gleichungen  (1)  ermöglicht  ist.  Sonach  enthält  die  Grosse 1^ 

jetzt  die  n  unabhängigen  Veränderlichen  a^,  x^^  o?3,....^n. 

Nun  ist    . 

b^S  8  8«-^iS dV^ 

8«!  8o?2  ••"  3^n       8^2    Ö*"^!  ^^S  ••••  8^n"^  8o5b  ' 

wenn 

8--1S 


^,— y--^8j:a 


'  8ai8a73.^...8a:n        *     ^/        iVi       * 
gesetzt  wird. 

Jetzt  bat  man  also  bloss  x^  als  veränderlich  anzusehen,  wäh- 
rend »1,  x^9„.,Xn  als  konstant  zu  betrachten  sind.  Demnach  ent- 
halten die  Gleichungen  (1)  jetzt  die.  n ^  1  Veränderlichen  Xi,  x^ 
1x2,  03,. ...er»  und  man  kann  n  derselben  als '  Funktionen  einer  von 
ihnen ,  z.  B.  0^,  betrachten.    Daher  ist 

81x2       80:2  802  * 
Durch  die  gleichen  Betrachtungen,  wie  so  eben,  ergiebt  sich: 

80:2         3/2 

8aa"-"^2' 

worin  N^  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Grössen  ki,,.,.kn 
ist,  wenn  sie  bestimmt  «werden  aus: 

^k  4-^^  4-^^k  4.^Jt.4.      +^)fc«— 1 

Bfn  ,     .  9fn  ,      ,  Sfu  ,     ,  Bfnj     .         .  ^n,    _^i  . 


^0 

M^  die  analog«  Grosse »  be8tiinint->aiiB : 

,  ■         ."'",•.         .  .     ■    *■ 

•  .       •  t 

t 

Daraus  folgt  zunächst  offenbar 
und  sodann  ^> 

J  ■  : 

in  welcher  Gleichung  Xy,  x^-  durch  Ot  j  Ott9...-.afi  und  sodann 
a^,,.,.an  durch  «^ ,  02/:r3,....:rn  ausgedruckt  gedacht  werden  müssen. 

Wie  man  so  weiter  gehen  kann,  liegt  klar  vor«  dessgleichen 
auch,  dass  immer  ein  Faktor  des  Zahlers  und  Nenners  sich  auf 
heben;    so  da^  man  endlich  erhält:    . 

S«i5«i.V..Ö«»  =  (-*>"]^^'  (4) 

in  welcher  Gleichung  x^  x^y.,,Xn  durch  cn,  'a^^....an  auszu- 
drucken sind.  Zugleich  ist  Nn  der  gemeinschaftliche  Nenner  von 
ki9.,..kui  bestimnä  aus: 


•      .  •• 


Ist  demnach 


wo  17  eine  bekannte  Funktion  ron  Xij  a^y..,.Xn  i^t,  Wo  ist 

w'enn  «i,  cx^^v-On  neue  unabhängige  Veränderliche  stnd,  die  mit 
den  ersteh  durch  die  Gleichungen  (1)  verbunden*  sin^;   wenn  fer* 
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ner  M,  N  die  gemeinschaftlichen  Nenner  der  Werthe  von  ki,....^n 
sind  f  wenn  diese  resp.  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (5)  bestimmt 
werden,  und  wenn  man  en'diich  in  der  zweiten  Seite  der  Glei- 
chung (7)  die  Grossen  Xi,  x^y^^Xn  durch  ay»  €iui...,.an  ausdrückt. 
Unter  gleichen  Voraussetzungen  folgt  aus  (6)  und  (7):- 


/  /  /  "  "  /  ^*^^i  ^^«  ••"  ^^» ~  ^""  ^^^  ///••" /  "jff'^^i^^"-^^-  (ß) 


Die  Gränzen  der  Integrale  nach  ai,a2,....aii  bestimmen  sich  nach 
denen  der  Integrale  nach  x^,  ü^^,,...Xn* 
Hätten  die  Gleichungen  (1) ..die  Form: 

SO  wäre  offenbar  N=l  in  (7)  Und  (8). 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht ,  Anwendungen  des  aufge- 
stellten Satzes  hier  zu  mächen ;  dieselben  sind  onnehin  äusserst 
zabireick'  Wir  wollten  nur  versuchen»  den  Satz  selbst  strenge 
zu  begründen,  da  er  höchst  wichtig  ist,  und  seine  Begründung 
z.  B.  m  den  uns  vorliegenden  Vorlesungen  von  Moigno  nicht 
über  allen  Einwürfen  zu  stehen  scheint  Nur  eine  einzige  Anwen- 
dung wollen  wir  auf  die  Umbildung  des  Integrals 

JjjBxB^dzy 

das  bekanntlich  einen  körperlichen  Rauminhalt  ausdrückt,  machen, 
wenn  x,  y,  z  durch  die  Polarkoordinaten       .    • 

a:=rcosQp,   «=: r sing? cos if;»  z=r6ing7sinif; 

ausgedrückt  werden.     Uiei  Ist  ^z=t,   a^z^tp,  a^^q/^^  alsidf. ai^ 
die  Gleichungen  (2) : 

cosg) .  Äi  — rring) .  J5r2=  1 , 

woraus  M-=r^ sin (p  folgt;    da  iV=l  ist,  so  ist  also: 

I  f  f  dxdyd2=:  f  §  §  f^s\nq>Srdfpdilf, 

JJjfFi^,^4Bxdiidz 
=  ///F(rcos9>,r8ing)costf;,rsin9)sin^;)r*'sin^8r39>8^, 

wie  bekannt 


Vebcr  die  Bedi^EWiseB,  welche  (fC^^)^ 
it('*9)  erfOllem  miteseB,  daaiit 

To«  dem 

Hern  Doetar  J.  Bienger, 


ix  cf 

idenfisdi  oUspridit,  so  ist 

Sab,  der  w  «idl  ftr  sidi  kfa»  ist 

CT,    V  xwel  FmUMwen  der 


Teräadcrikbca  x.  y,  wdche  ideaticch  ia^geBdcB 


ist 

l7+iF=F(«+%). 

DcBB  CS  ist  Hiaer 


8£ .  .»f  _8» 


Sä  f(x,g)  öae  FukSMi  der  beädoi  GrSsse*  x,  «,    fie 
ds  To*  tämamdet  nsabkiii^  betncbt«  wolien,   wddie  4er  Be- 


(I) 
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Hultiplizirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  t»  «aMribiit 
dann  die  zweite   und   beachtet  die  Gleichungen   (1),   so   er^eU 
sich: 

.  3^      dq>      B(p        d(p    , 
Bx     ^*   8a:""3.(iy)' 

woraus  folgt:  '  * 

(p=zF(x  +  iy), 

also;'  " 

ü+iV=F(^  +  iy).  (-2) 

Umgekehrt  abe?  andt,  wenn  die  Gleichung  (S)  Statthat,  so  findet 
auch  (1)  Statt.    Denn  aas  (2)  folgt: 


Demnach : 


3t7.  .ar   .^,  . ., 


das      Bx      8y        'Sy  * 


welche  Gleichung  die  (1)  nach  sich  zieht. 
Blan  hat  also  folgenden  Satz: 

„Damit 

ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  identisch: 

8x      ~      By     ' 

a$(£_^         3(p(x  ,  y) 
Bx  8^ 

Und  umgekehrt»  wenn 

F(x  +  i^)^9(x,^}+Ul»(x,y), 

so  finden  die  Gleichungen  (3)  Statt'* 


(3) 


4M 


• .    « . 


i:     . 


^    I  •  .  .     I 


(         •         * 


I      H  *  •     '"      > 


Uelier  einli^e  arithmetlscbe  Sätze. 

Von  dem    - 

Herrn  PrdTessar  Dr.  O«  S.ehlomilGii 

an  der  Unitersität  su  J«nii.  '    ' 


•^   » 


Dividirt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  durch  eine  andere  r, 
so  sind  der  dabei  herauskommende  ganze  Quotient   (die  grosste 


m 


unter  —  liegende  ganze  Zahl)  und  der  Rest  offenbar  Funktionen 

Ton  m  und  n.  Die  Form  der  letzteren  wm*  bisher  nicht  bekannt, 
und  erst  Herr  Dr.  Eisenstein  Jbat  dieseÜoe  angegeben.  Der  ge- 
nannte scharfsinnige  Mathematiker  stellt  näinlich  im  27sten  Bande 
des  Crelle'schen  Journales  S.  281.  u.  A.  folgende.  Theoreme 

m  T 

auf:    ffir  — =flr  f  —  ist  ,  .  \  .    'm  .  ^^ 


ii'M 


('       .4       •  <    *.|   . 


2 


2« 


n 


^7C 
9f 


ii. 


i\ 


r  =  i  [w  —  Zsm cot  —  J ; 


: '). 


I ,    iii 


n 


» 


wobei  sich  beide  Summenzeicfaen  auf  die  Werthe  k=l,%  3,.*«.»n — 1 
beziehen  Da  aber  kein  Ben  eis  zu  den  obigen  Formeln  gegeben 
worden  Ist,  so  halte  ich  es  nicht  für  überMssig,  einen  solchen 
mitzutheilen,    der  noch  ausserdem   die"  Eigenthümlichkeit  besitzt, 

ein)B  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  Auhere  «4^t^P^^!^..^' 
zubieten  *). 

Setzt  man  in  dem  bekaniirteti'iiifegicilii        ^ 


/ 


*)  Diese  ist  übrigens  nichts  Neues,  denn  schon  bereits  seit  längerer 
Zelt    hat  Herr    Prof.   Lejenne^Dirichlet    dergleichen   Anwendungen 
ezeigt,  die,  irie  alle  Arbeiten  dieses  Geometers,  eine  bewundemswerthe 
einheit  beurkunden. 
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woTon  sieb  ein  streneer  Beweis  io  Tbl.  ü*  S.  299»  und  Tbl.  III. 

k  '   ^^ 

S.  283.  findet;  tir^jr"  und  •!».=:—'»  so  wird  für  i<n 


und  nacb  beiderseitiger  Maltiplikatioifi'init 


• .  • 


1     «    ^JJcnai 

5- sin  .  -^ 

zn  n 


erbält  man  bieraas 


1    .    2kmn       krt 


äi"" 


mn       kjt      1     p^     dx       i  ,    .    ^Ikmn    ' 

cot  —  z=.'^r-   i       \ rj:*~*sin . 

n ..        n      Inj  0     I  —  j:"  n 


Für  k'^V,  2,  39....n— l  und  durch  Summirung  aller  so  ent- 
stehenden Gleicbungen  findet  man  nodi  - 


wobei  JC  die  Sa;mne  Aef  Reibe  .    .  .  .  -   .       i 

.    2m«  .       .  4mn  ,     «  .  ,6/n»  .    ^     •     -  _  .    (2«  — 2)m« 
sm \r  ^ «in +  x^ 6in  — ^ — h  —. + x^—^  sin  ^^ ^^ 

9t  9t  91  9t 

bezeichnet.    Diese  Summe  ist  aber  leicht  zu  finden.'   Ben'o  setzt 
man  in  der  Gleichung  *  ' 

1  t£n 

t£ = ^  (cos  «  +  V — 1  sin  «) ,  so  findet  jnap  durch  Vergleichung  der 
imaginären  Partieen 

^sin  CO  +  ^^sin2co  +  ^^sinSco  + .,..  +  ^"-^^sin  (91  — I)i» 
psino  .  psinr9t — i)a)  —  sin  910 


+ 1_0^«^««._I_^2        ^' 


"■  1— 2pcosa  +  pa^      1  — 2pcosi»+^* 

2?im 
und  für  0=^,  0= eretebt  sich  hieraus  nacb  Division  mit  x 

^  '91 

und  unter  der  Bemerkung«  dass  sin(«— 1)  -—-=  —sin-—-  ist, 

•  91  9t 

1 — a?^  ,    %nit 

X  = j^^ sm  -^; 

1— 2a:cos Va?^ 

9t  . 

ff 

und  mitbin  wird  nacb  dem  Vorigen 

Thefl  X.  28 
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,    .1  -,  .  Sibur.     kx      I    /»«              dx  .   2mm 

cp-2»siii cot  —  =  ö—  /      5- 8in --r-. 

n 

Bevor  wir  weiter  geheq,  Bxni  noch  einige  Bemerkungen  nothig, 
welche  zeigen,   dass  4as  Integral  auf  der  rechten  Seite  verschie- 

7n  T  2fn% 

dene  Formen  annehmen  kaniv    Da  aua  r  =^f^+ir  ^^'R*  ^V^  ^ 

f*  W  M 

297^-1 ,  und  q  immer  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  die  yo- 

rige  Gleichung  zunächst  in  folgender  Gestalt  darstellen: 

^  "     1— 2a?cos— T-+a:a 
Da  femer  r<n9  so  ist  2r<2n,  und  roitkin <2s;  esnodii«- 

7v 

2rjr 
her  hinsichtlich  des  Bogens  — -  vier  FftUe  möglich,  jenachdem 

derselbe  im  ersten,  zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten  liegt. 
Diesen  vier  Fällen  entsprechen  die  vior  Stipposit^oneo 

yfo  jeder  der  vier  Bogen  9^,  9Hb  9^»  94  zwisdien  Q  und  s-  enthai- 
ten  isl.    Das  Integral  . 

dx  ,    2r3r 

— " .   .         gm  — 

2a:  cos 1-  :]fl 

n    ■ 


nimmt  demgemäss  die  vier  Formen 

Bintp^dx 


•»OD 

/»•  aii 

/^OD 


2a;cos9>i+a:* 

«11  y2<^ 
cos^+at*' 

sin  ^3  dx 
*  A\\q>^dx 

an.    Nun  ist  überhaupt 

/miwdx  .     ^    o;— cos©"    ^ 

i — ö — - — r-^^=Arctaa'^-  .  «       +  Const 
1— 2a:  cos  9?  + a:*  smqo      ' 

folglich 


'      tl!.        1.: 


/ 
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0     1  -2:rcosy+a:'>=^^'=^''^  +Arctai.coty 


=2 +  ( 2  —  Arctantan^?  J/ 


und  da  fär  q  >9>0,  Afctaiitaii9^:£:9  ist  *): 


/ 


0     1 — 2a:co&.q>-\-x^  ™' 


und  ebenso  leicht  findet  man 


/ 


0     l+2arcos9  +  a:a=9^- 


Benutzt  man  diess  fär  die  verscliiedenen  Formen  von  Ry   so 
erhält  dieses  Integral  die  vier  Formen 

Rz=7C'^(pl,  ^t  '^^f   — ^  +  94» 

NuB  war  aber  im  ersten  FaU»  tpt'Sz:  — ,   im  zweiten  w%ssn 

*** ■^>,  KU  drittea  ^=3  — ^-- «  und  im  vSerte»  ^4  22: 3iif  —  ^2, 

ttnJ  w«m  man  diese  We#tkt   sabstfUtirt^   so  vereinigen  sich  die 
verschiedenen  Formen  von  B  zu  der  eiBzkMn 

R-^in — • — » 
n 

und  vermöge  der  Rolle ^  die  das  Integral  £  früher  spielte,  ist  jetzt 

1   _  .   ^ilemn    ^kn     ^      r 
rf--Äsm cot  — =4——. 


27t  n  n 


2 


n 


Hieraus  folgt  unmittelbar 


r  =  i  I  n  —  ^sm cot  — 1, 


9r 


*)   Das«  die  Fnnktionen  A^ctantan^  and  9  nur  für  —  ^  9  ^  0    aber 
sonst  nicht  identisch  sind,  ist  leicht  zu  sehen.    So  ist  z.  B. 

Arctantan  (7r-f-  9)  ==^  Arctan  (>^  tan  9) 

^  =  —  Arctan  y = — y , 

und  dies«  ist  nicht  einerlei  mit  n-\rfp*  Um  daher  den  Satz  Arctantan  0=0 
anwenden  za  können,  muss  man  sich  erst  versichern,  dass  Z  im 
erdten  Quadranten  liegt,  und  diese  Nethwendigkeit  führte  ohen  die  Ün- 

ierscheidnng  der  vier  Fälle  hinsichtlich  — r  herbei. 

28*  ^ 


/^ 


d.  h.  das  zweite  Theorem  von  Eisenstein;'  aus  der 'Bemerkung, 
dass  —=q4-—9  also  o= war,    ersiebt  sich  nun  auch  das 

erste:*"  j     .      •  ,  ,       .     '^  \  : 

ö  =  —  —  i  +  rt-Zsm cot  — »      . 

wobei  immer  Ä=l, 2,3,.... n—'l  ist. 


*\ 


1» 


I 

*  I 


XIiIII. 

Bemerkniif^en  ftlier  die  niedere  Feld- 
messlLniist,  insbesondere  Qlier  )den  all« 
gemeineren  €^el»raUi^  desnüdiLwärta- 

einselineldens. 

Von  dem 

Herrn  Vermessungs-Revisor  N ernst 

;     ....  .  siL'BesBin  auf  der  Intel  Ri^en.   • 


Es  ist,  bei  Detail-Vermessungen,  die  Lage  eines 
durch  Rückwärts- Einschneiden  gefundenen  Punktes 
leichter,  schneller  und  sicherer  zu  cartiren,  als  ein 
auf  irgend  eine  andere  Weise  im  Freien  bestimmter 
Punkt. 

Bei  Detail- Vermessungen  ist  es  an  sich  schon  vortheilhaft  und 
zweckmässig,  auch  im  nördlichen  Deutschland  wohl  fast  ohne  Aus- 
nahme ausiuhrbar,  durch  die  ganze  -aufzunehmende  Flur  wenig- 
stens eine  Haoptlinie  zu  legen.  Man  bezeichne  darin  alle  100» 
oder ,  wenn  ein  sehr  zerschnittenes  Terrain  vorliegt,  alle  50  Ruthen 
durch  ein  Signal,  A,  B,  C,  u.  s.  w.  Auf  dem  Papier  trage  man 
die  Hauptlinie  auch  auf  und  errichte  in  jedem  Signalpunkte  darauf 
genau  eine  Senkrechte.  ^ 

Wenn  man  nun  einen  Punkt  x,-  (TaF.  V.  ]Fig.  2#.)..;im  FTeien 
durch  die  mt^lichst  kleinste  Muhwaltung,.  nämlich  dui>ch  Messung 
dier  beiden  Winkel  a  und  i^,-  bei  nur •  einmaliger  Aufstellung  des 
Instrumentes,  also  durch  Ufickwärtseinschneiden,  bestimmt  hat^  so 
kann  man  auch  auf  dem  Papier  durch  die  denkbar  einfachste  Yer- 
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riditang  die  Lage  des  PuiAtes  «enau  finden,  .tmd  zwar  durch 
nur  zwei  Abmessungen  -mit  dem  Zirkel.  Nach  demMaass- 
stabe^  der  der  nenen  (^rte  zam  Grunde  gelegt  werden  soll,  und; 
wonach  hier  AB'  und  BC  100  Ruthen  Entfernung  bitben,  braucht 
man  nur  C(7=cotgj3  und  ^^'=:cotga  zu  mächen,  an  A'C  ein 
Lineal  zu  legen,  daran  ein  rechtwinkliges  Dreieck 5.  und  dasselbe 
so  weit  hinzuschieben,  dass  die  Schärfe  desselben  durch  B  geht, 
80  ist  X  der  gesuchte  Punkt. 

.  Für  die  Gotangenten  sind  aber  bekaantnch  schon  gute  Tabel* 
len-  vorhanden,  man  braucht  nur  die  Decimalstellen  derselben  ent- 
«l^rechend  zu  ändern. 

Hält  man  den  Gebrauch  eines  guten  rechtwinkligen  Dreiecks 
hier  für    noch   nicht  delicat  genug ,    so  braucht  man  nur  auf  dem 

Pj 


der  Punkt  x  ist  durch  zwei  rechtwinklig  sich  schneidende 
Linien  bestimmt. 

Es  giebt  noch  mehrere  elegante,  bisher  noch  nicht  bekannt 
gewesene  Constructionen  des  Punktes  x,  Taf.  V.  Fig.  3.  ent- 
hält die  Andeutung  einer  Construction,  wobei  zugleich  Confrole 
der  Richtigkeit  der  Construction  gegeben  ist,  in  so  fern  der  Punkt. 
X  durch  drei  sich  schneidende  Linien  auf  dem  Papier  gefunden 
wird.  Die  Leser  dieses  Arebives  erlassen  mir  gewiss  gern  dea 
Beweis  dieser  an  sich  so  sehr  nahe  Hegenden  Sätze. 

Es  ist  fiir  die  Entwickelung  der  höheren  Vermessungskunst 
gewiss  schon  vieles  geleistet,  verl^ältnissmässig  wenis^er,  scheint 
es,  für  die  niedere.  Diese  berührt  aber  vielfach  das  innerste 
Leben  des  wichtigsten  aller  Gewerbe :.  der  T^ndwirthschaft.  Nach 
iknserer ,  auf  viele  Erfahrung  gestützten  Ansicht  muss  die  Praxis 
der  niederen  Feldmesskunst  hiernach  eine,  andere  Gestalt  gewin- 
nen, da  die  so  schöne  Operation  des  Rückwärtseinschneidens 
eine  bei  weitem  grossere,  ja  vielleicht  eine  ausschliessende  An-  ' 
Wendung  erlangen  dürfte ,  auch  besonders  auf  die  Bestimmung  der 
näheren  Punkte  des  Details  ganz  allgemein  würde  ausgedehnt 
werden  können.-  Bei  Landesvermessungen  ist  es  im  Grunde  so 
wesentlich  nicht,  wie  viel  Stunden  die  Bestimmung  eines  Punk- 
tes kostet.  Bei  der  Auliiahme  von  Feldmarken  aber ,  gegen  die 
Remuneration  von  iy3  ;Sgr.  pro  Morgen,  wobei.  Tausende  von 
Pnnkte'n  festgelegt  werden,  die  das  Mein  und  Dein  für  die  Zu- 
kunft documentiren  sollen,  ist  die  Erspärung  von  Zeit  und  Kraft 
von  grösserer  Wichtigkeit,  um  so  mehr,  als  das,  was  durch  die 
Methode  .gewonnen  wird,  wieder  zur  Erijeichung  einer  grösseren 
Genauigkeit  und  Sicherheit  durch  bessere  Instrumente  u.  s.  w« 
verwendet  werden  Icann.  Bei  der  Aufnahme  sehr  vieler,  sich 
«öch  nahe  liegender  Punkte  wird  sich  übrigens  der  Gebtaiuch 
gikter  Sextauten  hier  empfehlen. 

Dass  es  nicht  nöthi^  ist,  dass  die  Sienale  in  der  Hauptlinie, 
wonach  mau  rückwärts  emschneidet,  gleich  weit  und  100  Rutben 
von  einander :entfernt  sind,  erheliet  leicht;  man  muss  es  nur  so 
und  kann  es  leicht  so  einrichten,  dass  man  dodi  durch  diie  Multi- 
plicalionniit  nur  einer  Ziffer  die  Länge  der« entsprechenden 
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SenicrecUen  findet.  Lftreii  b.  B.-^,'Ji,  CD,  E  niid  JF  in  eiset 
geraden  Linie,  irären  lOORndiett  mn  eieander  entfemt,  «ndman 
KÜDDte  in  ii«eiid-ieineni  zu  beBtiannended  Punkte  etwa  B ,  D  iib4 
£  nicht  seben»  bo  wären  die. icntaprecbeadbn  S^iiknechtcti  für 
^cz:2.100eotgix  und  fär  Fs^S.lOOl^otg/S  lang. 

Auch  !n  grCsserer  Allgemeinheit^  wenn  A,  B  und  C  nicht  m 
gerader  Linie  liegen  und  ungleich  weit  von  \  einander  entfernt  sind, 
aber  wenn  nur  recht  viele  Punkte  cartirt  und  nicht  mit  Zah- 
len, sondern  durch  Zeichttong  auf  dem  Papiere  heij^stellt  werden 
eolien,  ist  die  Methode  von  attsnehraeDdei.  WichtighMSil,  Denn» 
wenn  nämlich  die  Lage  dreier  Kircbthürme  durch  höhere  Land- 
vermessung gefunden  wäre,  und  es  sollte  mügiicfast  schnell  und 
genau  die  ganze,  vielleicht  meilenweite  Umgegend  aufgenommen 
werden,  so  verlohnt  es  sich  der  Mühe  von  den  Entfernungen  ABy 
BC  und  AC  tausendtheilige  Maassstäbe  zu  entwerfen,  wonach 
und  womit  man  dann  die  vorhandenen  Cotangenten*Tabellen  auch 
hier  ohne  weiteres,  ganz  analog  den  beiden  obigen  Fällen,  an* 
wenden  kann. 

Von  praktischer  Wichtigkeit  ist  bei  Detail -Vermessungen, 
dass  man  in  der  Ferne,  nämlich  von  den  aufzunehmenden  Punk- 
ten aus,  die  Nummer  oder  die  Identität  der  Signale  yi,  By  C 
u.  s.  w.  in  der  Hauptlinie  genau  erkennen  kann.  Man  befestige 
sjso  z.  B.  auf  den  Signalen  kleine  roth  und  weisse  Flaggen,  binde 
bei  den  ungeraden  mmmem,  also  bei  A,  C»  E  u.  ^.  w.  das 
Rothe,  bei  den  geraden  das  Weisse  oben,  und  markire  dann  aus* 
serdem  noch  neoenbei  die  je  dritten  Signale  durch  ein  zweites 
Zeichen,  z.  B.  ein  StrohbüBael ,  so  kann  man  nie  darin  imren  und 
also  richtig  die  Signale  wählen,  welche  die  rlinstigsten  Winkel 
gewähren.  Bei  Vernachlässigung  der  rechten  Handgriffe  ist  schon 
oft  eine  gute  Methode  verkannt  worden..  Winket  unter  20^  mfis- 
aen  bei  genauen  Detail « Vennessangea  am  besten  ein  fär  allemal 
ausgeschlossen  werden,  man  kann  sie  auch  seht  gut  entbehren. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Wenp  auch  die  obigeo  Bemerlcnngea ,  .w^a  vUlleichl-  maachar 
I^fiter  vermiMeB  wird,  and  -wie  man  allerdings  aadi,  vvna  VQraagtweise 
^▼o■  dev  niedem  Feldmes^kunst  die  Qrede  Ut^  wohl  erwartea  dürfte,  keine 
rein -geometrische  Aaflösong  der  segenannten  Pothenot'schea  Aafgabe 
über  das  Rückwärtseinsdineiden  durch  blosse  Con^truction  (also  nament- 
lich auch  ohne  unmittelbaren  Gebrauch  des  sogenannten  yeijüngten  odeir  tan- 
sendtheiKgen  Maassstabes)  enthatten ,  so  Tei^ien^  dieselben  doch  ^pewhs 
alle  Beachtung  und  weitere  sorgfättSre  Prüfung,  weil  sie  Ton  einem 
Manne  herrühren,  welcher  mit  langjärtger  Ttelliicher  and  hH^^t  ^^1- 
eeidger^  praktlsclMT  ficfiihraiig,  aaaenttidi  auch  Im  Bereiche  der  aia* 
dem  Feldmesskunst,  anerkannt  sehr  tnoM^e  theoraiMche  mathewatfiBiie 
Kenntnisse  yerbindet. .  Ich  mochte  d^her  .woh| ,  w^l|schen ,  dass  die  im 
Obigen  niederffelegtiett  R^mcrkuhgei^,.  name^tfl«^  Ypn  ^otchen,  Me  ihrem 
Berufe  nach  sich  tiek  mU  delr  Aosfühvaitg  praktisd^er  Arbeflen  m  be- 
cohftftigen  haben,  sorgfiiltig  geprüft  Werden  mochten,  indem  ich  über- 
aeugt  bin,  das«  namentltch  die  bisher'  rrdsstentheilh.  höehet  handweiiai- 
m&taig  betri^ene,  und  auni  TheiL  noch  gaaa  fM»f  dem  SUndfnnkto  Aar 
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fir  Ihn  Zeh  nbrll^en«  fflir  bkht  sa  y«fttcliteiideii  tlton  ^eoMmn  F«UU 
lüMitor  ScbwenUr^  Pfoth«jr,  Zollroaan  a,  ■•  v.  ildiende  aUdore 
FeidraeMkuiuit  noch  manoher  VerToUkojnniQunffea  nicht  biosa  b«dahf, 
«andern  aach  fohi^  kt*  Üebri^ens  halte  ich  mich  für  yerpflichtet,  %u 
bemerken,  das«  dieser  Auf«atz  schon  seit  dem  24.  Mäns  ^  J«  in  meinen 
Händen  ist,  nnd  nur  zufaütge  Umstände  seilten  Abdrtaci  tU  itiit  verzS- 
g^rt  haben. 


<:' 


Vntersiicliiuiiren  llber  die  Seiten  und 

IBfrinkel  spbftrlscher  Urelecke,  intibe* 

sondere  fn  Besngr  auf  ihre 

Bifferentlale. 

J^ms^estelU  von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfers» 

astronomischem  Rechner  «n  der  Köni^ichen  Sternwarte  so  Berlin. 


ii  >   II 


§.  1.  In  jedem  sphftrischeii  Drbieck«  ABC  (Taf.  V.  Fig.  4.) 
hat  man  bekanntlich  folgende  Gleichungen: 

I)  cos  a  =  cos  6  cos  c  -f  sin  6  sin  c  cos  A, 

II)  sih asln j&==stn^sin 2I« 

'*)  ^lUa^soaB^ätto^bBitiiD^simb^oBeeeBAp 

'     111)  stn^cotgÄ^cotgÄrfnc  — cos f codi! ,  / 

JlTf    t<rikA*±^t6nBtoBC+8inBe\nCto^xi. 

■  •  *  '  ■ 

Die  Gleichung  (I)  dient  dazu,  um  A«  dt^te  8ette  tt«  bestint« 
men»  wenn  zwei. Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gesehen 
sind.  616  tat  äryihnüc^tris^h  tttid  täsat  sictt  ^gldl<^h  dt^i&cR  hin- 
schreibe^ je  naäM^nK  Aiaii  itt  i  <Mlör  ir  als  die  gesuchte  Seite  ansieht 
Die .  Gleichung  (II)  dient  dazu  5  um  entweoer  eine  Seite  zu  he- 
stiihmen,  wenn  eine  i^ weite  und  zwei  Winkel ,  oder  einen  Winkel, 
wenn  zwei  Seiteft  ubd  ein  Winkel  gegeben  sind.  Hierbei  sollen 
aber  im  ersten  Falle  die  ff egebeneiv  WiuKel  nicht  an  der  Seite  liefen 
und  im  zweiten  die  Seiten  den  gegebenen  Winkel  nicht  einschlies- 
sen.  Mit  andern  WMten,  bb  solie«  die  zwei  Seiten  und  Winkel 
einander  gegenüberliegen.     Die  Form  dieser  GleitAuilg  ist  zwar 
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seUr  einfacb,  ^er  keioeswef^s  symmetrisch  in  Bezog  auf  eine 
der  darin  eothalceneo  vier.Grussen,  und  sie  lässt  sicli  dreifach  hin- 
schreiben. Die  Gleichung  (*)  nnd  die  Gleichung  (**)  ist  nicht  geeig- 
nety  nm  für  sich  betraclitet  aus  drei  gegebenen  Grössen  eine  vierte 
abzuleiten«,  indem  in  jeder  fünf  Stucke  des  Dreiecks  enthalten  sind. 
Beide  Formeln,  yon  denen  sich  jede  sechsfach  hinschr^ben 
lässt,  dienen  aber  sowohl  zu  manchen  analytischen  UmformungeD, 
als  auch  im  Verein  mit  den  Gleichungen,  welche  wir  mit  Zahlen 
bezeichnet  haben ,  um  zwei  ^gesuchte  Stucke  des  Dreieck«  auf 
einmal  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  (III)  ISsst  sich  sechsfach  hinschreiben  und 
kann  dazu  dienen,  wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  (6,  c  nnAA)  gegeben  sind,  einen  der  beiden  andern  Win- 
kel zu  bestimmen.  Sie  ist  ebenfalls  nicht  symmetrisch,  weder  in 
Bezu^  auf  eine  Seite,    noch    auf  einen   Wiiikel.     Die  Gleichung 

SV)  ist  wieder  symmetrisch  in  Be^g  auf  einen  Winkel,  und  sie 
ient  dazu,  den  dritten  Winkel  zu  bestimmen,  wenn  die  gegen- 
überliegende Seite  nebst  den  beiden  andern  Winkeln  gegeben 
sind.  l)tese  Betrachtuugien  haben  wir  vorangeschickt:>  um  ans 
danuiC  beziehen  zä  kdntien ,  nnsere  Aufgabe  soll  abet  nicht,  sein, 
aus  drei  gegebenen  Stücken  des  Dreiecks  die  andern  herzuleiten, 
sondern  vielmehr  die  Differentiale  der  sechs  Grössen  mit  einander 
zu  vergleichen. 

S.  2.  Die  Gleichung  (I)  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  a,  da- 
her wird  au^h  das  Differential  von  a  symmetrisch  ausfallen.  Dif- 
ferentiiren  wir  diese  Gleichung,   so  erhaiten  wir  ttnmittelbar 

tt)    sin  ac^a =[  sin  6  cos  c^  cos  6  sine  cos  iiJcK 
-f  [sin  ccos  b  —  cos c sin  b  cos  A]  de  -f  sin  b  sin c sin  AdA; 

also  mit  Benutzung  von  (*)  vaid  (II) : 

1)    da= cos  Cdb  -f  cos  Bdc  +  sin  c  sin  BdA. 

Diese  Gleichung  ist  durchaus  symmetrisch,  da  sie  unverän- 
dert bleibt,  wenn  man  6  mit  c  und  also  auch  j$  mit  C  vertauscht, 
und  sincsini?==a9in6sin  C  istr  Die  Glelchunjg  (I)  wird  sich  daher 
auch  sogleich  «di^eifacb  hinschreiben. lassen,  je  nachdem  man  da, 
db  oder  de  als  unbekannt,  oder  vielmehr  a,  6  oder  c  als  abhSn- 
eie  veränderifch  ansieht.  Das  zweite  Differential  von  a  wird  eben- 
talls  durch  einen  symmetrischen  Ausdruck  d^geslellt  werden 
können.  Differentiiren  wir  daher  die  Gleichung  (a)  noch  einmal, 
so  erhalten  wir -unmittelbar 

p)    sin  adda  4-  cos  ada^  =  [cos  b  cos  c  +  sin  6  sin  c  cos  Ä\  db^ 

■^  [cos  6  cos  c -V  sin  6  sin  c  cos  ^]  cic* 

•  •  • ' 

—  2  [sin  6  sin  c -f  cos  6  cos  c  cos  ^  cUctü 

4*  2  sin  6  sin  e  cos  AdAdb 

+  2  Sin  6  cos  c  sin  Ad  Ade 

-\-s\xibBiikecoBAdA^9 
und  da  nach  (I) 
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etmäcUfl^cos  acos  (Ä£6*+co«aco8'B^Wc*+2cosiica8Äcos  Gdbdc 
-f2  coaa  sin  B  cps  Csin  €dAdb-{-2  coe  n  9in  c  ^in  B  cos  BdAde 
+ €08  a  sin  i^  sin  Ä^rfil* , 

mit  Hülfe  der  Gleichung  (I)  .         . 

•  y)  auiai2<ifa=:cosasinCV6^rl-^osff8iniB!^ci[c^  c:     - 

—  2  [slo  6  sin  c-f-cos  h  cos  c*  cos  ^-fcos  a  cos  iffeos  C^c26ie{c^ 
4-  2  6in  e  [co^  4sin^  —  cq^  a  sin  fi  coj^  C^^lAdp 
-ir2[sinbQOB€mnA^cosas\nccmBcosB]ilÄdc 
-f  sin  c  [sin  6  cos  ^  —  cos  ß  sin  csin£^]  c^^d^» 

Aber  nach  (I) 

sin  6  sin  c  +  cos  b  cos  c  cos  ^J  -f  cos  a  cos  iB  cos  C 
=^sin  6  sin  c  -f  cos  a  cos  ^  — ^^sin  6  sin  c  cos  A^  -^  cos  a  e6s  ßcoaC 

bi^inÖBinesm^^-f- cosa^sin JBsinC   (IV) 
= sifi  Äsin  Csin  a*  +,cos  a?  sinÄ  sin  C    (11) 
=sln£sinC 

Femer 

co^6sIq2I— cosasin£cosC=cos£sinC  (**), 

sin  6  cos  c  sin  ^  —  cos  a  sin  e  sin  iff  cos  £ 
.  =  sin  Asin  a  cos  c  — cos  a  sin  csin  iff  cos  i?    (II) 

=sin6sin^cosC    (*) 
Endlich 

sin  6  cos  A  —  cos  a  sin  c  sin  B^ = sin  6  cos  2I — sin  6  sin  Ccos  a  sin  B  (II) 

=  —  sin  h  cos  J?  cos  C    (IV) 

Substituirt  man    die    eben,  gefundenen  Werthe  in  die  Glei- 
chung (}^)  und  dlvidift  hierauf  mit  sina;  so  erhält  man 

2)   c£<2a=sin  C*cotgarf6*+sin  Ä^cotgarfc* ;— ^ dhdc 

■  o  •     j        -DJ  jt  lt.  ■«  •     4        äyj  Aj       sinisinccosÄcosC ,  -- 
+  2  sin  J  cos  BdAdb  +  2  sm  -4  cos  Cd  Ade -. dA^, 

.  .      • »  .       ^  sma 

* 

$.  3.    Um  die  Gleichung  (II)  bequemer  zu  differentilren,  neh- 
men wir  die  Logarithmen  beider  Glieder,  setzen  also 

log  sin  a  -f  log  sin  B  =  log  sin  6  -|-  log  sin  A , 

wiNraus  unmittelbar  durch  Differentiation  folgt: 
t       >  '  ■  . 

3)    cotg  ada  +  cotg  BdB  ^  cotg  bdb  +  cotg  AdA. 
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fiis  ist  gkkhgultigy  in  JBesug  auf  weklie  der  beiden  Seileii 
oder  Winkel  man  diese  Gleichung  auflOseo  will ;  das  Resultat 
tkWt  nicht  symmetrisch  aus.  VSTr  stellen  daher  auch  nicht  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dar»  theils  weil  ;nicht  her- 
vorgeht, welche  £ei  Grossen  man  als  urvariabel  ansehen  soll, 
theils  weil  das  Differential  zweiter  Ordnung  von  einer  Seite  oder 
einem  Winkel  sich  nur  durch  einen  weitläufigen  Ausdruck  dar- 
stellen lässt.  Um  hiervon  eine  Andeutung  211  geben,  bemerken 
wii:>  dass  «.JB. 

^^    ,,       cosÄ*— »cosa*  „.  .cos^*— 'Cosc^,  .„    coäÖ*— cos«*,«. 

4)  dda^ a^«   tA  db*-\- ^^..  ^g  dA^ — ^^  o  ^.    w^  do^ 

'  oosa^smfii^  '    cosd^siiiji^  eo^a^smJö^ 

C08  ar  cosa^  coso-" 

folgt. 

§.  4.    Wir  gehen  nun  zur  Gleichung  (111)  über,  haheo  also 

sin  Jootg  jfft^cotg  6  iäinc*--eös  ^00»^ 

zu  differentiiren,  und  erhalten  unmittetbär 

cos-4 cotg BdA —  '    g^dB= — r—r^db  +  cotgftcoscdc 

-f- sine  cos  ^Icfe  *f  cos  c  sin  ^cU 

.  *       • 

oder 

«,     sin^    ,^     cos-4cosÄ — coscsin^sinÄ  _  .  .    sine   „ 
Ä)    -.—^dB^i ■*    fe  ■ d4i^-^r-j-^db 


Da  aber 


cos  6  cos e  -f  sin  6  sin  e  cos  A  , 
S56 ^""^  ' 


sin^  _    >  Siao  ,    ^^^  1     ^iJoC      ^|. 

sinÄ«-^sin^siDÄ  *^^"*  ^ni6»— ünSSuTÖ  ^"^. 

coSiJcos^— sin^sinfcose  =  — cosG  i^S) 


und 


•  M    cos ftcose -f  sin  ftsiiie cos il=icos'a    (1) ; 

so  erhalte»  wir: 

■"      •  ■  .  •      '  .     . 

5)    sin  adB  =  sin  Cdb  —  cos  a  sin  Bdc  —  sin  6  cos  CdA^ 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  habe  ich  gar  nicht 
allgemein  weiter  differentnrt,  unten  werden  wir  aber  bei  enem 
Beispiele  Gelegenheit  erhalten,  das  Differential  zweiter  Ordnung 
einer  besfiinmteD  8tito  hetzuileiten. 


433 

§.  5.    Differentiiren  wir  die  Gleicbuttg  (IV) 

cos  ^  =  —  cos  B  cos  C-f  siD  B  sin  Ccos  a , 

so  erhalten  wir  unmittelbar 

£)    sin  AdA  =  —  [sin  ^cos  C-f  cos  Bs\n  Ccos  a]  dB 

— [cos^sin  Cfsin  J^cos  Ccos  a]cZC-f  slnfsin  Csin  ada, 

also  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (**)  und  (11) 

6)    dA  =  —  cos  cdB —  cos  bdC  +  sin  b  sin  Cda. 

Da  sin6siDC=sinesinJff  Ist,  so  kann  man  b  mit  rund  ^mlt  C 
vertauschen,  ohne  dass  die  Gleichung  eine  andere  wird.  Um  nun 
aas  zweite  Differential  von  A,  in  Bezug  auf  B,  C  und  a  als  Ur- 
variabele  zu  erhalten,  differentiiren  wir  die  Gleichung  (b)  noch 
einmal  und  erhalten  so  unmittelbar 

Q   mnJMA  +4:oBAdA^^- [cos B^b  C-sin  ßsin  Ccosa] dß^ 

—  [cos  B  cos  C — sin  Äsin  Ccos  a\dC^ 
-|*2[sini?6in  C— cos  iScos  Ccosa]  di^JC 
•f  2  cos  Btnh  C  sin  adBda 
-f  2  sin  ^cos  Csin  ad  Cda 
-f  sin  Afftn  Ccos  aä«^. 

I  • 

Da  aber  i;iach  (6) 

'  '  •  •  • 

cos  AdA^^  cos  A  cos  c*dJB*+cos  A  cos  ft^rfC* 
^-S^ois^cos^coscfüStfC 
— 2cosilcoscsln6sinCi2£ci?a 
—  2  6os  A  cos  b  sin  b  sin  CdCda 
+  cos  /i  sin  6*sin  C^dcfl; 

so  erhalten  wir,   wenn  wir  diesen  Werth  in  (^)  substituireo,    weil 

cos  B  cos  C —  sin  B  sin  Ccos  a  +  cos  ii  cos  <^^ 
= — cos  A  +  cos^  cos  c*  (IV)  =: — cos^  sin  c*, 

cos £cos C— sin Äsin Ccoso  +  cos-4cos6*=  —  cos^ sin 6*,   (IV) 
sin  B  sin  C — ooslffcos  Ceos  a  -^  eos  ^  cos  6  cos  c 
=  sinfsln  C— sin  Ä  sin  Ccos  o* + eos  ä^ob  a — cos  A  cos  6  cos  c  (IV) 
^  =  sin  B  sin  Csin  a*  +  cos  A^  sin  6  sin  c   <I) 

=sin&8inc9    (U) 

cos  B  sin  Csin  a  -f*  cos  A  cos  c  sin  Asin  C=  sin  Ccos  6  sin  c  (*) 

=  sinasin^cos6    (II) 


endlich 


436 

sin  jB  ces  Cska  a  -{■  cosA  cos  6sio  6sin  C 
=siD^[6in  acos  C  +  ein  cco^  b.coBA\    (II) 
=sin^coscsin6  (*)  =sin^coscsina,    (II) 

*  \  »  ^ 

BxnBslx^iQ^o&a — cosi4einfr*sinC* 

=sin  Csin B  [cos a  —  sin6 sin ccos Ä\     (11) 

==  sin  Csio  i^cos  b  cos  c ;    (I) 

«         .  •    '  »       ' 

7)    MA  3=  cptg  4  em  cMÄ«.+co«g  ^  siufi'rfC» +^^'".^;^'"^dg<fC 

* 

■  o  •            1  fo  1  '. et  •              j^Yi    .  cosAcoscsioiSsinC  >  « 
+2  sin  a  cos  odBda-Y'l  sm  a  cos  ca  Cc/a+ ;— -j^ ^ —  da^- 

.§.6.  Um  die  bisher  entwickelten  Differentialgleichungen  bei 
einem  Beispiele  in  Anwendung  zu  bringen,  wählen  wir  nach  dem 
Berliner  astrononiischen  Jahrbucbe  {den  8aturns-Ring  aus.  Nach 
den  in  dem  dortigen  Anhang  aufgeführten  Angaben  ist  die  Lage 
des  Ring6^  g^g'eti  die  Ekliptik  gegeben.  Dort  ist  sie  nach  Bes- 
sel  für  1800  luilgefiihtt;  ui(^d  um  sie  för  eine  unserer  Zeit  näher 
liegende  Epoche  anzugeben ,  setzen  wir  für  1840: 

>    den   aufsteigenden  Knoten  des  Saturns- Ringes  auf  der 
beweglichen  Ebene  der  Ekliptik  =  167^24'  7",4+46",462  U 

Neigung  gegen  dieselbe  =28oi0'30",7— 0",35Ö  ty 

Schiefe  der  Ekliptik  =23027'36",5--Q",4p.7  ^; 

wo  ty  in  Jahren  ausgedrückt,  von  1^40  ^ii  berechnet  wird.  Wir 
wollen  die  Lage  des  Ringes  geigen  den  Aequator  besämmen. 
Setzen  wir  in  Taf.  V.  Fig.  6.;  -    , 

i!ir=5l670  24'7M=;.a, 
t  =  28  10  30,7=C, 

■•'  ■•'     •'    '  B^  23' 27  36i5=:Ä;    — '    •  •        •.;:.. 

so  ist  die  Aufgabe  N'±=€,  (o  =  b  und  t'=:180*>~ /l  durch  Reihen 
zu  bestimmen.  Für  t=^,  «itao!  1840,  erbalteti  wir  sogleich,  mit- 
telst der  in  §.  1.  aufgestellten  Gleichungen: 


k> 


.fr 


.'     ,.,    ...*':;=.   ,?;15Ä    40,?r :    "    •'        • 
.     lasi,  43  46     3,«; 

und  nach  dem  Taylorseben  Sätze  für  ein  unbestimmtes  t 

■'■•  •  dt-  '■■'■     dt^ 
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Wir  müssen  also  die  Werthe  der  in  diesen  drei  Gleichungen  ent- 
haltenen Differentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung,  aus- 
gedrückt durch  ^=  +  46^,462;  ^JssT-r^SSO  uod^=^()",4^7, 
bestimmen. 

6.  7.    Um  —TT  wnd  -^r  zu  bestimmen,   wenden   wir  die  aus 
'  dt  df,  ' 

(Ifl)  abgefeiteten  lind  (5^  entsprechenden  Gleichungen: 


und 


•  — ■ 

„       sinßcosc  -     ,  sine   ,„  ,     .,      .     .  ,^ 

do  = ; — -i —  da  +  -; — T  «Ä  +  sm  h  cotg  ifaC 

sm  A  ■  sin  -^4  ^ 


,        sinCcosÄ  sinÄ     .       ,         t,    ai^ 

de  3=  - — . — i—  i(a  +  —. — ^  «C  +  siB  c  cotsAdB 


an.    Zur  Bestimmung  von  -ir   wenden  wir  die  aus  (IV)  erhaltene 
Gleichung  (6)  .         "^^ 

X 

dA=^coscdB—co8ddC-\-sinbt\nCda 


0    >  •  • 


an«     Da  nun  ^=180^ — i',   so  wird  dAz=. — di',    cos -4= — cost', 
sin^t-fitoi'iund  :cotg/l^*^cotgi';   also 

''   ;     .        stnccosiV'  '  ^,  siniV  ,        .  x   ./ j. 

«)    ac0= : — V — dN-i — 7—n-dB — sincDCotgt  at, 

ö)    diV'  = r—TT-  dN+  —-r,  €?8—  SiniV'  COtg l'rfl? 

'^  smr  sinr  ° 

x)    rfi'  =cosiVrff +COS  «dt — sin  co  sin  mÜV. 

Wendet  man  die  Zahlenwerthe  (§.  6.)  an ,  so  erhält  man 
^=-85",327,  ^:=+127".243  und  f  =-15M68. 

^  •  .V  ... 

Um  nun  auch  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnuns  zu 
bestimmen  9  differentiiren  wir  die  peiden  Gleichungen  (17)  una  (fi) 
noch  einmal,  und  erhalten  so :  •         ' 

'  sinr  sint' 

'  V      .  .  . 

sinccosiV^'cotffi'  ,./ ,mr  -  cosiV*  ,«r7» 
smr  smt' 

sin^co^     ,  .;      ,       s'"<P\i«/j.     * 
.    .i       at  og — cos  CO  cotg  I  acoat -f    '^»,ndidt, , 

smi  ,  , ;  :  sm  •  • 
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*^  3      • 


■^  cost  siDi  smi 

coso-    -       ölucacotgC  ^.,  _  _.,     ^   ./,«„j. 

+  ^sü^TT^ö»^« 2;r?/       ^*  **•—  toBN'cotgi'dN'di 

OlD  »  olIl  t 


smr»  ' 

und  2nr  BeatimMHiiig  von  (2(i{'  nadi  (7) 

v)    «Wt' = cotg  f '  sIniV'ade» + cotg  f  sip  »>di«  -  ^°'°?''!"^  cficJe 

I  '  •  8111  % 

cos  CO  cos  N'  sin  e  sin  t 


sfni' 


dN^. 


Wegen  der  geringen  Grosse  der  Wertbe  von  de  und  dt  hat 
man  keines weges  nöthig^  die  Glieder  in  den  drei  gefundenen  Glei- 
chungen zu  benutzen,  welche  eines  dieser  beiden  Differentiale  zum 
Factor  haben ;  das  Endresultat  wird  dadurch  ear  nicht  oder  ganz  unbe- 
deutend afficirt.  Ausserdem  ist  zubemerken,  dass  man  jedes  Glied  mit 
206264'^8  dtvidiren  muss,  weil  jedes  die  Differentialquotienten  in 
zwei  Dimensionen  enthält  und  der  eine  von  jedem  in  Theilen  des 
Radius  ausgedruckt  werden  muss.  Wir  wollen  hier,  der  Voll- 
ständigkeit wegienj  die  erhaltenen  Zahlenwerthe  alle  darstellen 
und  eäalten  däer : 

^=+ 0,00043  -  Oi074S8->0,0489?4-0^00128— (^0(»74 

+  0,()|QQ83-f-Q>00113=— 0*,]2162 

^^= -  0,00040 + OJ05001  +  0,0733S + 0,00109  -  0,00146 

— 0,00008  +  0,00134  =  +  0",12295 

uod  J^^=+0",Q6148; 


und  >  ^=.--0^,06081; 


ddi 


g  =  +  0,00001  +  0-  0,00007+0,00003^0,00002  +  0,00647 


^  +  0^,006ß  und  J^=+6",00321. 

Wir  erhatten  demoaeb  nach  L  6.    ' 

(N') = IW  52'  25'',2  + 127*,243 .  t  +  0",06148 .  fi, 
(i'ya.  7  12  40,2—  lg,l^.«-f  ft0032l.f», 
(«>)=43  46     3,6—    85,327.«—  0,06081.  Ä 

Offenbar  wiördeb' die  zweiien  Differentialquotienten*  fast  unverän- 
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dert  geblieben  seih,  wenn  man  in  den  beiden  ersten  Formeln  nur 
je  zwei,  in  der  dritten  nur  das  eioe  beträchtliche  Glied  allein  be- 
rechnet hätte.  Noch  mehr  würde  eine  solche  Beschränkung  rath- 
sam  sein;  weAn  man  auch  die  dritte  Potenz  -von  t  benutzen ,  also 
die  iXifferevtialqttotienten  dritter  Ordnung  berechnen  wollte»  was 
wir  aber  hier  unterlassen.  Statt  de$sen  wollen  wir  im  folgenden 
Puragfaphen  zeigen»  wi^  mmi  auch  das  Hauptglied  der  r&tation 
anbringen  kann. 

i 
'     §.  8.    Bezeichnet  Sl  cten    aufsteigenden  Knoten  der  Monds- 
bahn» so  ist  das  Glied  der  Nutation,  welches  N  hinzuzufügen  ist» 
=  — 16",783sin;i    ^^  da«   e   hinzuzufugeudÄ  =  +  8^977cosJl. 
Wir  haben  daher»  mit  fiezug  auf  die  Numtion : 


amTf  sintcos«) 

sm 


r-T^  l6",783ÄlnJJ— siniV»cotgf  8',977cosft. 

111  w 

«  • 

rfi' =  cos  iV^" .  S^.QT?  cos  ii + sin  w  siD  t .  1  eVSa  sin  ft , 

da  =  2!?^8^,«77  cos  Jl  _5iaiE^^  l«,78»8l«ft ; 
810»'      '  "'•  sini'  *■ 

oder,  wenn  man  mit  obigen  Werthen  die  Rechnung  anstellt, 

S)  rfiV=— 58","J07w»a-45''.589sinfi 
=+73*,93siD  (Ii+231056',0)'. 

n)    df  = — 5,133  cos  ^  +  5,482  sin  Jl 
=— 7,51«»(ft+136O53',0), 

p)    <2o)  =  +  58»670  cos  ^  -f  30,434  sin  » 
= + 66»09  sin  (ft  +.620  35,1). 

Diese  Werthe  müssen  deo  ob||ett  Ausdrücken  für  (iV)»  {{')  und 
(cd)  hinzugefugt  werden»  um  auch  die  Nutation  anzubringen.  * 

-  §.  ft.  %m  Schluss  dieser  Befraeirtiiiisen  stcften  wir  ^  Ter- 
schiedenen  Gliefehitegeo»;  welch^  wir  biliar  mul^sucht  haben» 
übersichtlich  zusammen: 

i2a=co8  Ciefft-f  cos  J^ei^c+sinesini^iLI» 
cWa=sinC*cotgörf6*+sinÄ*cotgarfc* . dhdc 

•  ci«     A       ^j^j       ßkiÄsinccosÄcosC  ,  ., 

+  2smilco6  CaAdt> -, dA\ 

sma 


.  \ 


i 


cotff  ada  +  cotg  Bdß = cotg  bdb + cötg  AdA,  ' 

cosa^sino^  ■     cos  a*  sin -4* 

' — ft  .    trt  dB^^ ^      4'^  "dbdA 

,.  .     _^2cots.6cotgg  2cotg^cotgg 

'  *)    siniicösÄ^^cosisinc — slnbcosccosAJ 

III)  sin2lcotgÄ=cotg6sin  c — coaccobA  , 

sin  adB=^  shi  Ccifft  -f^  cos a  sinBdc;-  sin  6 cos  CdA. 

*  *  '  » 

**)    sip2lco8  6  =  cosÄsin  C+  sin  jB  cos  Ccoaa. 

»  '  ... 

IV)  cos -4= — cos -ß  cos  C+sinJBsinCcosa, 

dA  =: — cos  cdB—-  cos  AdC+.sln  6  sin  Cda, 

ddA=cotg  A  sin  cUm + cotg  Jsm6«rfC«  +^^^^j^  dBdC 
■^  2sinaco66€?^e?a-f  2sinacosce2fC<i{a 


'  cos  b  cos  cJsin  B  «in  t ;  „ 
+ ; — 2 »o  • 


\ ' 


\  *    •   /■> 


r  •  ••  ., 


Allipeiiieine  l^rmusformalloiislforiiieln 
'  ifttr  'sewlsäe  Inteiirale. 

Ton  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomileh 

;  '  an,  der  UniTenität  zn  Jena.       .      , 


Ib  ein^in  meiner  früheren  Aufsätze  habe  ich  gezeigt,    dass 
sicfa  die. Werthe' vieler  Integrale  ?on  der  Form 


,   ./»OD 

#      qi(x)dx 


441 

doroh  Zerlegung  des  IntegratiönaiDterTälltB  in  andere  und  kleinere 
Intervalle  bestimmen  lassen ,  indem  man  setzt 

/      tp{x)dx=ij    ^(^)dx+  I     (pi^)dx+  J     tp(x)tb:  + 

und  jedes  einzelne  Intesral  einer  passenden^  Transformation  unter- 
wirft. In  n<|uerer  Zeit  uess  micb  ein,  Blick' auf  mehrere  gelegent- 
lich entwickelte  Reihensummirun&;en "Erkennen,  dass  sich  jene 
Methode  auf  Integrale  von  sehr  allgemeiner  Form  anwenden  lässt 
und  dabei  ^u  äusserst  fruchtbaren  Reduktionsformeln  führt ,  die 
eine  Menge  mehr  oder  weniger  bekannter  Resultate  als  ganz 
spezielle  FaU0  in  sich  enthatten. 

Den  notbigen  Apparat  ^verschaffen  wir  uns  auf  folgende  Weise. 
In  der  bekannten  Gleichung  V, 


*<'«  }*•  fit 

sei  a:=y  +  rV  —1;^   an  die  Stelle  von  sino:  tritt  dann 

^—smy  +  V-^l 2 cosy, 

und  wenn  man  jetzt  die  nach  der  Formel 


(l) 


; ''   . 


leicht    entwickelbaren   imaginären  Partieen   von  (1)  mit  einander 
vergleicht 9  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

Af<=tan  (^pqrpj:coty  1 

r                   T       '[  r  ^     <2) 

i=Arctan Arctan +'Arctan— ^7 —  — 

Durch  Differenziation  nach  y  findet  man  hieraus«  wenn 

*  =  VT^r  (3) 

zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

«*cos^  +  sin^""r«+y«"*"rH(^— 3li?        , 

Theil  \.  29 


M2 

niffidrejilirt.iiiaii  dagegea  die  Glmebtmg  (2)  nadi  r  und  böseioiiDet 

wie  folgt : 

80  erhält  man  nicht  minder  leicht 


<'tany y  «— y. 


(6) 


♦••• 


Ganz  ähnliche  Transformationen  sind  auf  die  Gleichung 

,/T  +  cos«\ 

=^2/(l-J+8/a+5+2/(l-^+2/(l+g  +  .... 

anwendbar;    für  %:;s:y+nV"^^  und  durch  Verdeiehung  der  ima- 
ginSren  Partieen  beiderseits  ergiebt  sich  nämlich 

•     •  •  1       \  \ 

Arctao  (—^f^  tan») 

T  T  T 

=  2Arctan 2Arctan — ^ — +2Arctans-- — ;—.... 

Addirt  mait.  diese  Gleichung  zu  der  unter  No.  (2)  verzeichneten 
und  wendet  ^abel  auf  der  linken  Seite  die  Farn^el 

Arctan  »+ Atctan  ß  ^  Arctan  j^jg>  («i*  <  1) 
an,  80  gelangt  man  ohne  Schwierigkieit  zu  der  Gleichung: 
Arctan  f  -rr-' I  =  Arctan  -  +  Arqtan 


wobei  das  Vorzeichen  von  Paar  zu  Paar  wechselt.    Setzt  man  zur 
Abkürzung 

*       \    p  =  \{e^-e^)'  (7) 

und  differenzjrt  jene  ^leicbung  nach  y^  so  wird 
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> 


+  r«  +  Ci«  -  y)«  +  r»  +  (2«+y)* 


•  I     I 


PiiFeb  Diff^renb^ifttion  der  obigen  Gleichung  nach  n  wobei  man 

v=K«'+«'^0  (9) 

setzen  kann,  ergiebt  sich  dagegen  nicht  minder  leicht: 


t  « 


7c+.y  2;r~y        ^        (10) 


+ 


Die  so  eben  entwickelten  Sammenfofmeln  (4),  (d),  (8)  und  (10) 
fuhren  nun  zu  eben  so  viel  Transformationen  bestimmter  integrale. 
In  kurzer^  aber  wohl  genügender  Andeutung  ist  der  dazu  nothige 
Calcül  folgender. 

*  . .  ■ 

^  I.    Wir  betrachten  zunächst  das  Integral 


•  * 


«roriiL  F  eine,  gan«  belieb'^  Funktion,  bezeichnet    Zerlegt   man 
dasselbe  nach  dem  Schema 


TT  8^ 


/      Xda:=  f      Xdx+  1      Xda:+   /     Xda:  +  ^.. 
t/o  t/o  t/^  t/'f 


9 


in  eine  unendliche  Menge  anderer  Integrale,    die   sich   sämmtlich 

auf  das  Integr&tionsintervall  5-  beziehen,  so  iSsst  sich  leicht  eine 

sehr  fruchtbare   Transforms^lMn  vornehmen,    welche    alleki  jenen 

Integralen  die  gleichen  Integrationsgränzen  0  und  ^  Yerschafft«  Man 

setze  nämlich  im  ersten  Integrale  x=y,  im  zweiten  x^^n-^y^ 
im  dritten  «a^==aF-|-^,  im  vierten  x=^2jt—y  vl,  s.  f.,  so  erhält  man 
ohne  alle  Schwierigkeit: 

29» 
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7t 


TT  r  ,  ft 

Wendet  man  auf  der  rechten  Seite  den  bekannten  Satz 

1 

pb  ph  ph  ph 

an,  so  übersieht  man   auf  der  Stelle,    dass  man    die   Gleichung 
aufstellen  kann: 


n 


% 
I  '  I 

worin  F  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

TT'  T 

bezeichnet.  Da  wir  aber  diese  Summe  vermöge  der  Gleichung 
(4)  bereits  kennen»  so  ergiebt  sich  jetzt 

/»•    r^  /""        »         ,  _^  F(tan%), 

Jo    r'  +  ^^    ^         '    Ja  «*+tan^  cos^     ^    .    "' 

und  einfacher  für  tan^=z: 

/*  ^.F(tan«.)=/*^.F(z-).  (11) 

.Die  Fruchtbarkeit  und  der  Nutzen  dieser  Formel  werden  gleich 
einleuchten,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  linkef leiten  gonio- 
metrische  und  algebraische  AusdrücKe  zugleich,  die  rechte  Seite 
aber  nur  die  letzteren  enthält,  dass  sich  mithin  der  Werth  des 
nach  z  genommenen  Integrales  in  vielen  Fällen  ohne  Schwierig- 
keit bestimmen  lassen  wird. 

IL    Behandelt  man  auf  ganz  dieselbe  Weise  das  Integral 

worin  /*(t£).  ein^  Funktion  bezeichnet,  welche  die  Eigenschaß 
f(^.u)  =—f(u)  besitzt,  also  mit  tan.r  gleichze^itig/ihr  Vorzeichen 
wechselt,  so  findet  man 
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wobei  Y  die  Siunlne  der  Reihe 

y «— y       ,       «+y 

i^  +  y»     r«+(»-y)a+fa  +  («  +  y)«     — 
bedeutet    Da  nach  No.  (6)  diese  Samme  bekannt  ist,  so  folgt  jetzt 


n 


und  fär  tapy=z,  also  y=Arctanz: 


0    r*  +  a; 


ä  F(tan  *a;)/(tan  *) 


(12)    . 


III.    Gebt  man  von  dem  Integrale 

•  ^ 

aus,    so  verwandelt  sich    dasselbe  nach   iler  bisherigen  Methode 
und  unter  Berücksichtigung  der  Formel  (6)  in 

•  7t  • 

und  fior  siny=z,  also  cosydy=^dz,  wird  jetzt 


=/o'i^«  F(.V(Vl— «) 


(13) 


^obei  immer  f(u)  die  Eigenschaft  f{ — u)=  —  f{u)  besitzen  muss, 
rV.    Wendet  man  endlich  dieselbe  Methode  auf  das  Integral 


/: 


^23— 2F(cds2ar)/'(sina:) 


an  und  nimmt  auf  die  Eormel  (10)   Rücksicht«    so   geht  dasselbe 
zunächst   in 


n 


/;'^5!Si^''<c«««y)A»iny)% 


/ 
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über,  und  mittelst  der  Substitution  C08y:=z  ergiabt  sich  jfetat: 

J'j\f.(cob  *x)  /(sin  x) '. 

'  +^*  ■  }    (14) 

Um  die  Leichtigkeit  za  Keii^ii,  mit  welcher  die  FonnelD  (11), 
(12),  (13),  (14)  zur  Kenntniiss  bestimmter  Integrale  führen,  wol- 
len wir  ein  paar  Beispiele  entwickeln.    Setzt  man  in  No.  (11) 

SO  geht  das  nach  z  genommene  Integral  iil 

über,    ("emer  ist  F(tart^.2?):==Gps*;r,  und  folglich 


/ 


0     r2  +  a:2"^"-21+Ä' 
wofür  man  auch  schreiben  kann 


y: 


*  r(l+co«2;af)  ,  w    . 

der  Werth  des  ersten  Integrales  links  ist  aber 

und  durch  Transposition  desselben  wird  jetzt 

wie  man  vermöge  des  Werthes  von  s  leicht  ündet.  Für  arsJAz, 
r=3a6,  wo  nun  6  eine  positive,  von  Null  verschiedene  Grösse, 
sein  muss,  findet  man  hieraus  nach 


/ 


®  acos6z      Jt       . 


wie  man  schon  aus  anderen  Untersuchungen  weiss. 
Nimmt  nutn  in  dM  Gieiobung  (13)      * 

wodurch  die  Bedingung  /(— .z)  =  — /(z)  erfüllt  ist,  so  wird 


^ 
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„         r^  +  x^    '^-J„     (1  + 


s'z^dz 


und  daraus  erhält  man  sehr  leicht 


0      r^+ 


oder  för  x=lb2,  r  =  ia6: 

Die  Gleichung  (12)  giebt  ferner  für  F(z^)=:^l,  f(z)  =  x: 


y**a:tana:  ,    7t 
0  ;m^2^""c^mT 


und  für  F(2«)=l,/(2)=:-: 


/ 


*a7Cota:   .  n 


woraus  für  a:=bZf  r  =  ab  folgt: 


®  z  tan  62  -  w 

a2  = 


o     a2  +  22***"-eaaA+l' 

*  2COt62    ,  JT 

a2  = 


^     a2  +  22***—62«*— 1* 

Nimmt  man  nur  etwas  allgemeinere  Fofmen  für  die  willkühr- 
liehen^  in  unseren  Transforraationstheoremen  vorkonimenden  Funk- 
tionen,  so  gel^ifgt  llian  mit  der  grüssten  Leichtigkeit  zu  neuen 
Resultaten  von  on  sehr  eleganter  Gestalt    So  z.  B.  s«t  in  Mo.  (tl) 

F(z^):=l(l  +  kH'^), 
60  ist 

Den  Werth  des  Integrales  reiäits  findet   man  sehr  xasbli  auf 
folgende  Weise.    Sei 

so  folgt  durch  partielle  Differentiation  nach  k  , 


a^(Ä)_  f^    $dz      .2fa2 
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und  der  Werth  des  Integrales  rechts  ist 

l  +  ks' 
wie  man  darch  die  gewohnlichen  Mittel  findet    Es  folgt  jetzt 

Da  aber  nach  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  (p(k)  die  Be- 
ziehung 9>(0)  =  0  statt  findet,  so  ergiebt  sich  Const=0  und 
q>(k)  =  nl(l  -f-  ^<) ;    mithin 

o  — ^^T^ — ^=^a+*-F+^)- 

Eine  ganz  analoge  Gleichung  ergiebt  sich  aus  dem  Theoreme 

F(z») =/(!+?) 
unter  Anwendung  desselben  Verfahrens.    Man  findet  nämlich 


/. 


•  rl(l  +  k^cot^aO  ^  „^     ,  e'+  er-r^ 


Beide  Formeln  lassen  sich  unter  der  sehr  eleganten  Gestalt 
darstellen  *):  " 

y»     :jä:f^ dÄ=»/(l+*tghpr), 


*)  Bekanntiich  hat  Herr  Prof.  Gadermann  für  die  Aasdräcke 

•  •  2      '         2       *   i'^^fe^'   eT'^cf 

die  Bezeichnungen  Cosr,  @»|nr,  (^411  ^9  Cot^  eingefohrt,  die,  so  paMend 
sie  aach  sind,  sich  nar  leider  nicht  gnt  im  Drucke  aasnebmen.  Viel-; 
leicht  empfiehlt  sich  in  dieser  Hinsicht  die  Bezeichnung 

eslip r , ;  snhp  r  \  tghp r ,  cthpr , 

was  sich  eben  so  gut  schreibt  als  drucken  lässt.  .  Der  Bezeichnung  sin, 
eos,  tan,  cot  gegenüber  dienen  dann  immer  drei  Bnchstaben  den  gonio* 
metrischen  und  Tier  den  hyperbolischen  Funktionen.  Auch  schliesst  sich 
diess  ffut  an  die  Jacobi'she  Bezeiobnung  der  umgekehrten  elliptischen 
Funktionen  [^=8lnaro(?/)  wenn  U^zFix^c)}  an. 
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/ 

Tür  x^^bzy   r=  06  ergeben  sich  hieraus  die  etv^as  allg^nei- 
neren  Oleichangea 


-äxX — ^rfa;=;r/[l+*tghp(a6)J, 


— >     '      ^a ^&=:jr/[l  +  Äcthp(o*)]. 


Nimmt  man  z.  B.  £=1>  so  erhält  man  sogleich 

.  •  •     •    ..         • 

wie  auf  anderem  Wege  Bidone  in  den  Miscell.  Taur.  gefunden 
hat.  Man  darf  hier  aber  nicht  2/ cos  6z  für  /cos^6z  schreiben  wol- 
len ^    da   diese  Funktionen  nur  ßir  positive  cos  6z,    also  nur  von 

z=— 5T  bis  2;==^  identisch  sind ;  eben  so  wenig  darf  man  /sin*6z 

durch  :2/äin  6z  ersetzen,    da  beide  Funktionen  nur  von  2  =  0  bis 

zztt-  zosämmen&Uen. 


Bemerkungen  über  einige  bestimmte 

Intej^ale. 

Von         \ 

Herrn  Wilhelm  Mosta, 

LehramU-Candidaten  za  Cassel. 


Zur  fintwickelung'der  bestimmten  Integrale 

/**  rda:  /**  xdx 
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wiridie  Jnierst  Von  Läplace  gegeben! word^D,  bat lüan  vemchie* 
dene  Wege  eingeschlagen  ^  von  denen  wohl  der  als  der  eieftcliste 
bezeichnet  werden  kann^  aufweichen!  man  das  beksuinte  Theorem 
von  Fourier  zu  Hülfe  Dimpit  *). 

Weniger  Methoden   dei  Herfeltung  ^er  Werthe  von  den  obi- 
gen der  Form  nach  sehr  ähnlichen  Integralen 

cosgar^53^  undy^    sraai?^;äll^* 

welche  zuerst  der  italienische  Geometer  Bidone  gefunden  hat» 
sind  1l)ekannt  geworden  und  unter  den  bekannten  keine ,  welche» 
was  Kurze  und  Einfach^ieit  angeht,  der  obigen  zur  Seite  gesetzt 
werden  könnte.  ^  Vielleicht  wird  deshalb  die  folgende  Art»  zur 
Kenntniss  dieser  heBtimmteiiIntegra|e:Ztt  gelangen»  die  sich  durch 
ihre  Kürze  und  dadurch»   dass  sie  bloss  das  bekannte  Integral 


/ 


^  Sin  aar  r,      >  «• 


als  bekannt  voraussetzt,  empfiehlt»  hier  nicht  am  unrichtigen 
Plätze  stehen.  ^  . 

Betra4;hten  wir  das  integral  /      cos  aar  -^ — ^,  so  erhelldt  leicht» 

dass  selbiges  durch  Zerlegen  des  Nenners  nat^t  folgende  Forsi 
gebracht  werden  kann : 

cos  ax  -ö 5=  i  /      cos  nur  l — -. —  -i i  dxi 

,P^m9wm^     .,/*«cosflar^    , 

Führen  wir  jetzt  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  eine 
neue  Veränderliehe  (p=r'\-x  ein,  wodurch  89=: dr  und  die  Grän- 
zen  00  und  0  resp.  in  oo  uAd  r  übergfthen»  so  ergibt  sich 

y^^cosflo?^   V      /*®cosa((p— r); 
Ebenso  ist,   wepn  wir  '^^=r — x  setzen» 

« 

„  rr^^=-J;    '■■    V"   ^-        ^^^ 

Nun  ist  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale 

')  Supplemente'  zk  KIAgels   matliemattschem  Wörterhncfae.    ThL  1. 
S.  281.  —  SchtSmicb,  Ifteiträge  kur  Theorie  bestimmter  Integrale.  S.  39. 
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und 


Durch  Vertauschen  yon  tf^  mit  —  if;  wird  aber 

Daher  wird,  ypenn  wir  das  Zeichen  «^  in  9)  umsetzen >  was  belcannt- 
lich  erlaubt  ist:  . :  !; 

Wir  erhalten  jetzt  durch  Addition  der  Gleichungen  ('2)  und  (3) : 


/*«  cos  «arg  /*^  Cos(Mr^^ 

Jo      »•+^  t/o     r— a; 

y'*°°  cosa(y — r) ^  P—cd  cosa( 


■^^8,^ 


(4) 


/*ycoStt(r+y)  g         P^coBa(r*^ip),, 

Nach  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ist  aber 

y^«  cos o(r—y), /*'-co8a(r-y)a.. 

^  y^*"  co8fl(y— r)g 

I  >  ... 

y^"^  cosa((p~r)^    /^^  cosa((p  —  r)r. 
0              9         .^      t/o  ^  '^ 

_  /»«  cosa(r  +  y)g         />rcosa(y^^; 

J  0        '  <P  ^      t/o      •  '?>  ^ 

/**  cosa(9— r);,  P^  cos  d(r-\^q>)  r, 

Die  letzten  Integrale  lassen  sich  aber  wegen  der  eleichep  Inte- 
grationsgränzen  zusammenziehen,  wodurch  sich  ergibt:  •  -  " 


Daher 


''  . 
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y**  coao(9>— »')o         /**  coso(r+9>)„ 
.  — ^-^"-y.  — ^ — ^^ 

P^  co8fl(g)— r)— cos a(r+g)).  /**  2sinar.sina9)^ 

=^0  -?"^ — :^''=l/.  ^ — ^ — ^'' 

:^2.  sm  ar  /       - — -  dtp. 
t/o         9>       ^ 

Bekann^ich  ist  aber:  * 


\, 


»OD 

daher  nach  Gleichung  (4) 


/ 


sin  aq)  ^        n 


y^*cosaa?^     .    /**  cos  aar  ^       _    jr    . 


und  endlich  nach  Gleichung  (1): 


/ 


t)er  Werth  des  zweiten  Integrals 


/*" 


ccdx 


kann  .'auf  ganz  ähnliche  Weise  erhalten  werden»  weshalb  ich  die 
wirkliche  Uerieitung  nicht  beifüge.  Man  gelangt  dazu  kürzer  durch 
Differentiation  des  so  eben  bestimmten  Integrals  nach  a,  wodurch 
sich  ergibt:   ^ 


f. 


,  xox  n ' 

sm  ax  -« — -Ä  =  ""•  ö"  cos  ör. 


2. 


Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  auf  einen  Weg  aufmerksam 
machen,  auf  dem  man  sehr  leicht  zu  dem  Werthe  des  merkwür- 
digen  Integrals 


s: 


2      COSOTq 
a?-T ÖJT, 

o       sm  0?      * 


welches  von  Euler  herrührt,  gelangen  kann« 

Zu  diesem  Zwecke  .will  Ich  das  unbestimmte  Iptegral 


l+a»tga:« 


entwickeln. 
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Offenbar  ist  r^ — «^   ^^=^1 «•?"; — äi — 5>   «"^  durch  eine 

einmalige  Division  ergibt  sich'  sofort: 

1     ,       .«!(l+tg£5./ 


■*^"^       '  -     -    ^.^^*  * 


l+ü^tga;*'^!-«*'*        l  +  aHga^ 
Daher  ist: 

Nach  dieser  Unis^estaltung  des  Nenners  in  unserm  Integral  ergibt 
sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 

< 

Wenn    wir   jetzt    das    Integral  zwischen   den  Gränzen  0  und  -^ 
nelimen,  so  folgt  ganz  einfach: 


7C 


Multipliciren  wir  jetzt  auf  beiden  Seiten   mit  da  und  integriren 
zwischen  den  Gränzen  0  und  a^  «o  erhalten  wir: 


7t 


Kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um,  so  ist: 

7t  n 

Sobald  wir  aber  dem  a  den  Werth  1  geben,    erhalten  wir  unmit^ 
telbar  das  fragliche  Integral 


n 


oder,  was  dasselbe  ist: 


4$4 


Ich  habe  diese  Bemerknne  um  so  weniger  zurückhalten  wol- 
lep^  weil  man. durch  eine  letcnle  Umformpng  des.  obigen  Integrals 
leicht' zu  einem  bem'erkenswerthen  Integrale  gelangen  kann,  wel- 
ches Herr  Professor  Schlomilch  *)  auf  einem  andern  Wege  ei:)ial'' 
ten  hat. 

Integriren  wir  nämticb  theilweis«*  so^  erhalten  wir 

tga:""*  tgai'^t/tgic^cosar^^^tgaT+y   sina:^* 
Für  die  Gränzen  0  und  ^  erhalten  wir  aber  augenblicklich 


oder 

n 


r^x^dx      ..... 


da; 


Setzen  wir  ;r=:arccot^,  also  cot.^:»^,     .-  .;  ■  a=^^»  »o  telniaii 

'     'olu  X 

die  merkwürdige  Formel: 

'      -J-7      (arcöoty)2Sy=7 -/(arocaty)*8y=»/(2). 


t .'  ••. I 


Wird  aber  ar=:arctgy,  also  tg-arszy,    . .  _  /a  =  ^3^  genommen, 
SO  is^: 


sin 
und 

n 


c^&g  _    g;^        8j;    _  /arctgy V  ^ 
inar^"" tg a;**cosÄ*~\     ^     /     ^  ,.     . 

II  ,  •  .111 


>•  « 


uiidi  unter   dieser   Gestalt  ist  es  dasselbe .  lotegr^^l  wie!  .da)9(' vOiB 
Herrn  Prof.  Schlö milch  am  angeführten  Ort  gegebene*  • 


*)  Archiv.  Tbl,  IV.  S.  T6. 


:;  >    ■      >i 
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Uelbung^sauff^aben  für  Schüler. 


Von 

Herrn   Wilhelm.  Afosta, 

Lehramto^Candidato«  •■  CaueL 

Wie  bei^eist  man  mtt  Hälfe  de»  bekannten  Integrals 

/*    ^.  .    ,    ^  a  sin  bx-i-b  cos  bx  .  ^ 

die  Gleichheit: 


£  't^^^/:^'^- 


Es  ist 


f. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  -  za  Stralsnnd. 


=  i  -a+/r(4)  -  /r(«)+iß. 


=  (n-v)[i-a  +  /r(i)-/r(a)+4ß]. 


t  > '    ,  •  . 
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X 

=  ^^  /(2«)  +  a— na)  In. 


Miscelleii. 


Johann  Caramuel  von  Lobkowitz«  Bischof  von  Vigerano, 

fest.  1682,  von  dem  gemeldet  wird,  däss  er  30000  Ketzer  bekehrt 
abe,  stellte  in  der  von  ihm  herausgegebenen  ,,Mathe^i8  äiidax^ 
die  Behauptung  auf,  dass  man  alle  theologischen  Streitfragen,  in- 
sonderheit die  in  der  Lehre  de  grätia  et  Ubero  arfiitrio, 
einzig  und  allein  durch  Lineal,  tiod  /Zirkel  losen,  könne. 


Druck  fehler 

in  Tbl.  X.  Heft,  L  Nr.  X. 
Seite  104,  von  oben  Zeile  II  mnss  beissen  « 

cot(2Ä  - 1)  ■^=tg(Jlf  I  -  f2Ä-l)^). 

„     105,  von  oben  Zeile  7    muss  heissen  (  —  j=:(— •1)A*. 

„     105,     „       „        „   10        „         „  '     welche  statt  welcher. 

(-'--'*  •  '  .         i     . 


Tbl.  X.  Heft  3.  S.  316.  Z.  13  statt  Perm  s.  m.  Form. 


^ 


JLIterarls^clier   Sericlit 


Arithmetik. 


Lehr'  und  Handbuch  der  Arithmetik.  AufhUebsten 
Befehl  Sr.  Kais.  Hoheit  des  dnrehlauchtigsten  Herrn 
Erzherzogs  Johann,  Feldmarschalls  undGeneral-Genie- 
Director»,  für  den  Unterricht  in  der  k.  k.  Ingenieur- 
Akademie  in  Wien  yerfasst,  gleichzeitig  für  das  Selbst- 
studium eingerichtet  lind  herausgegeben  vonBr.  Alexan- 
der Morgante,  k.  k.  Capitän  -  Lieutenant  im  Ingenieur- 
Corps,  Professor  an  der  k.  k.  Ingenieur-Akademie  in 
Wien.    Wien.  1847.    8.    1  Rthlr.  20  Sgr. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  so- 
genannten gemeinen  Arithmetik  bis  einschliesslich  zu  der  Lehre 
von  den  Kettenbrüchen  und  von  den  Logarithmen,  und  scheint 
wegen  .meiner  einfachen  und  deutlichen  Darstellung,  bei  welcher 
der. Herr  Vf,  den  Gebrauch  allgemeiner  Zeichen  gäiizUch.  vermie- 
den hat,  dessenungeachtet  aber  Alles  theoretisch  zu  erläutern 
sucht,  dem  Zwecke,  für  welchen  es  bestimmt  ist,  ganz  wohl^zu 
entsprechen.  .  Aul  weitere  Einzelnheiten  bei  Büchern  von  der  Art 
des  vorliegenden  einzugehen,  gestattet  die  Natur  der  literarischeo 
Berichte  nicht. 


5 


Memoire  relatif  a  la  th^orie  des  nombres.  Loi  r^ci- 
roque.  Par  M.  Brennecke,  Professeur  au  coUöge  de 
ever  *).    Paris.  1840.    4. 

Diese,  eine  Erweiterung  des  in  der  Zahlenlebce'fio  wichtigen 
Reciprocitätsgesetzes  enthaltende  Abhandlung  ist  zufallig  erst  jetzt 
zu  unserer  Kenntniss  gelangt.  Wir  glauben  aber,  ohne  auf  ihreii 
Inhalt  hier  näher  eingehen  zu  können,  wenigstens  die  Liebhaber  des 
genannten  wichtigen  Theils  der  Mathematik  noch  nachträglich  auf 
dieselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen,  damit  sie  der  verdienten 
allgemeinem  Beachtung  nicht  entgehe. 


*)  Jetzt  Rector  der  höheren  Bürgercrchnle  in  Colberg. 
Band  X. 


3T 
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L o gar ithraisch -trigonometrische  Hälfs tafeln.  Ein 
zur  HorizontalprojectiOD  der  auf  schiefen  Ebenen  ge- 
messenen Längen,  wie  auch  zu  nivellitischeu  und  roark- 
scheiderischen  Arbeiten  unentbehrliches  Handbuch*  für 
Geometer,  Markscheider,  Ingenieure,  Chaussee-  und 
Wasserbaubeamte.  -Berechnet  und  herausgegeben  von 
J.  V.  Massaloup.  Leipzig.  1847.  8.  Geheftet  3  Rthlr. 
18  Ngr.;    dauerhaft  gebunden  4  Rthlr. 

Der  Inhalt  dieser  äusserilch  sehr  schon  ausgestatteten,  667 
Seiten  starken  Tafeln  iit  fönender. 

Erste  Abtheilung.  Tafel  zur  Ermittelung  der  Grundlinie 
und  Hohe  fbetdet  Kathet^d)  ^Iteä  rechtwlnklichti^b  Dreiecks, 
wenn  seine  Hypotenuse  (gemessene  Lange)  und  der  anliesende 
Elevationswinkel  bekannt  sind.  Für  die  Längen  von  l  bis  50 
Ruthen.    (S.  1-S.  442.) 

Zweite  Abt  hei  Jung.  Enthaltend:  Die  Höhen  für  gege- 
bene Grade  bei  den  getne^in^tk  Läbgen  von  0  bis  11  Ruthen. 
(S.  443  -  S.  609.) 

Dritte  Abtheilung.  Tafel  zur  Reduction  des  Decimal- 
Maasses  auf  Werk-  und  bi^rgmaai^  und  z\tar  von  0,001  bis  5,000 
Ruthen.    (S.  611 -S;  662.) 

Vierte  Abtheilung.  Tafel  zur  Reduction  des  Bergmaasses 
äüf.Rtitheti  (Decittialmäass).  Von  1  bis  ^  Lichter.  (S.  663—8.667.) 

Die  allgemetneo  Bemerkungen  Uh^t  die  Anwendung  d0r  obi- 
gen Täfeln  fällen  S.  Vn.-XIL 

'  Wir  haben  den  Inhalt  dieser  Tafeln  im  Obigen  vollständig  an- 
gegeben. Ob  aber  solche  dickleibige  und  theure  Tafeln  zur  Auf- 
Risung  der  allereinfachsten  trigonometrischen  Aufgaben,  die  es 
Überhaupt  geben  katin,  ohne  Logarithmen  för  Prakttkef  und  Tech- 
'ttikfer  wifklTch.ein  öo  grosses  Bedörfniss  sind,  wie  dier  Öerr  Vf. 
2u-nieinen  scheint,  müssen  wir  dahin  gestellt  äein  lassen.  Jeden- 
falls wird  Jedoüh  diei^es  Bedürfbiss  mit  der  streng  wissi^nschaft- 
liehen  Ausbildung  /Solcher  Leute  in  umgeki^hi*tenk  Verhältnisse  i^hen, 
und  manchem  mehr  wisseiiSchaftlldhen  Praktiker  oder  Techniker 
wird  Vielleicht  eine  kleine  fSfifstellige  Logarithmentafel  llebef  sein 
als  däd  vorliegende  dickleibige  Buch.  Auf  d^  letndern  Seite  aber 
kann  und  darf  nicht  in  Abrede  gestellt  werden,  dass  solche  Tafeln, 
in  so  fern  sie  alle  und  jede  Rechnung  zu  beseitigen  suchen,  aller- 
dings ihren  wohlbegründeten  Nutzen  haben  können,  wenn  eine 
äiich  Ah  sich  ganz  leichte  tle^hhUrtg  in  sehr  oftmaliger  Wiederho- 
lung auszuführen  ist  ^  in  weichen  Falten  daher  aueh  der  Herausge- 
ber manchen  Praktiker  sich  zu  Dank  ztf  vefptitehten  mit  Sicher- 
heit höfeii  darf: 


ft  ■      1  i.M  i  I         .  I  n  I 


Cteometrie. 


Jahresbericht    Air    die    Mitglieder    der    hamBurgi 
sehen    Gesellschaft    zur   Verbreitung    der    niath<^ihatl- 
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«ebea   WUsens^faaften.     Von  Fastnacht  1846  bis  Fafit- 
n^cht  1847.    4. 

Ausser  der  schon  im  Literarischen  Berichte  Nr,  XXXVI.  S»  530, 
besonders  angezeigten  Abband|an^  ies  Herrn  Uirector  R#in):er 
über  die  Sternbedecktingen  enthält  dieser  Jahresbericht  noch  einen 
lesenswerthen  Aufsatz  des  Herrn  Ingenieur  D,  A.  Sehn  back 
über  die  Kardioide,  worunter  man  bekanntlich  die  Curve  versteht, 
welche  von  den  Fusspunkteo  der  von  einem  festen  Punkte  des 
Umfangs  eines  Kreises  auf  die  stetige  Folge  der  an  denselben 
gezogenen  Berührenden  gefällten  Perpendikel  gebildet  wird.  Unter 
andern  bemerkenswerthen  Eigenschaften  dieser  Curve  wird  in  dent 
vorliegenden  Aufsatze  auch  der  Satz  bewiesen ,  dass  dieKardioide 
diejenige  Curve  ist,  in  welcher  sich  die  Planeten  um  die  Sonne 
bewegen  würden ,  wenn  die  Anziehungskraft  der  letzteren  umge- 
kehrt wie  die  vierten  Potenzen  der  Entfernungen  wirkte. 

In  Nr.  603.  der  astronomi&cheii  ISacbricbten  bat  Herr 
Professor  Dr.  Anger  in  Danzig  einige  sehr  beachtungswertbß 
Bemerkungen  über  die  geometri^^e  Aufgabe:  Durch  vier  ge- 
gebene Punkte  diejenige  Ellipse  zu  legen»  welche  oen 
kleinsten  Inhalt  hat,  mit9:etheUt.  Diese  von  Euler  iq  den 
Nov.  Act«  Acad.  Petrop.  1701  p.  138,  zuerst  aufgelüste  Auf- 
gabe führt  bekanntlich  auf  eine  Gleichung  des  'dritten  Grades, 
Euter  bemerkt,  d»8s,  da  dies  der  faiW  sei,  auch  immer  eine  der 
gestellten  Forderung  Genüge  leistende  Ellipae  gefunden  werden 
könne,  up4  dass,  wenn  sieb  der  Fall  eiheignen  sollte,  dass  die 
Gubische  Gleichung  drei  mögliche  Wurzeln  habe,  auch  eben  »o 
viele  Lösungen  SUtt  finden  würden,  deren  Eigenschaften  päher 
luszugeben,  er  andern  überlasse.  Herr  Prof.  Dr.  Auger  hftt  qun 
aber  durch  eine  strenge  Analyse  gefunden,  dass  die  das  Problem 
losende  oubische  Gleichung  im  Allgemeinen  immer  drei  mugiicb^ 
und  zwar  positive  Wurzeln  hat,  und  dass  diejenige ,  welche  hier 
allein  in  Betracht  kommt,  stete  di^  kleinste  von  allen  ist,  näh- 
rend die  beiden  andern  Wurzeln  sich  auf  Kegelschqitte,  di^  nicbt 
Ellipsen  sind,  beziehen. 

Wir  erkennen  in  dieser  Arbeit  einen  neuen  Beweis  (Ür  die 
Richti^eit  der  von  uns  schon  ilfter  ausgesprochenen  Behf^up^ung, 
dass  viele  früher  schon  fiufgeltiste  nifttnentutische  Probleme  noch 
sehr  eine  neue  tiefer  eingehende  und  allgemeinere  Behandlung 
bedürfen,  und  sind  überzeugt»  dass  Herr  Prof.  Dr.  Anger  auf  den 
Dank  der  Leser  des  Archivs  mit  Bestimmtheit  würde  rechnen 
können,  wenn  er  seine  interessanten  Bemerkungen  über  die  frag- 
liche Aufgabe  auch  in  dieser  Zeit^ebrift«  nnd  zw'i^r  mit  noch  etwas 
mehr  Ausführlichkeit  als  dies  in  den  astronomischen  Nachrichten 
bereits  geschehen  ist,  baldigst  mitzutheilen  die  Güte  haben  wollte, 

vFo^  if4r  ihn  Aßbev  hiermit  freundlichst  Aufznfprdem  uns  erlauben. 


Trigronometrle. 


Ebene  Trig/onometri^  in  Affwen^i^mg   än^  Plstanz^- 
und  tt^heiiniessung.     Eine  j^itmmli^ng  praktischer  Anf- 
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gaben  und  empirischer  Betspiele  ron  Dr.  Adolph  P»ppe, 
Lehrer  der  Mathematiic  und  Physik  in  Frankfurt  an 
Main.  Mit  vielen  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Frankfurt  a.  M.  1847.    8.    25  Sgr. 

Eine  Sammlung  der  geyruhnlichsteo  Aufgaben  der  Feldmess- 
konst  oder  praktischen  Geometrie^  durch  die  einfachsten  Satze 
der  ebenen  Trigonometrie  aufj^elust,  und  durch  numerische  Bei- 
spiele erläutert^  ohne  alle  Eigenthümlichkeit  und  sich  nirgends 
üoer  die  allerersten  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie  erhebend. 
Die  ^,  lahd schaftlichen  Darstellungen '^^  wie  sie  der  Herr  Vf  nennt, 
zum  Theil  ,,nach  der  Natur  selli st  aufgenommene  Skizzen'^,  Eisen- 
bahnzüse,  Viaducte,  alte  Ritterburgen,  Luftbälle  u..  dergl.,  erin- 
nern lebhaft  an  die  Schriften  der  ältesten  Feldmesser,  mit  denen 
sie,  ungeachtet  ihrer  jetzt  freilich  besseren  technischen  Ausfuh- 
rung, in  der  That  ganz  übereinstimmen  wurden,  wenn  der  Herr 
Vf  sich  auch  noch  hätte  gefallen  lassen,  die  au^estetlten  Instru- 
mente —  Mensel  und  Astrolabium  -^  zu  zeichnen ,  und  Männchen 
dahinter^  welche  durch  die  Dioptern  oder  durch  das  Fernrohr 
blicken,  vielleicht  auch  mit  einem  Degen- an  der  Seite,  wie  man 
sie  in  den  Schriften  der  ältesten  Feldmesser  so  häuüg  findet:  das 
würde  den  Eifer  der  lern-  und  wissbegierigen  Jugend  in  der  An- 
eignung sehr  ernst  after  Kenntnisse  gewiss  noch  sehr  erhöhet 
haben !  —  Wir  haben  jetzt  wirklich  in  andern  ernsten  Wissen- 
schaften schon  Bilderbucher  genug,  so  dass  es  fast  nur  noch 
fehlt,  dass  der  Jugend,  wie  es  Basedow  mit  dem  2(£C  gemacht 
haben  soll,  die  zur  Veransehaulichung  der  theoretischen  Lehren 
bestimmten  bildlichen  Darstellungen  in  Zucker  gebacken  vorgesetzt 
werden,  woraus  gewiss  ein  neuer  sehr  lucrativer  Erwerbszweig 
für  die  Conditoren  entstehen,  und  die  bekanntlich  gar  nicht  zu 
solchen  Genüssen  hin  neigende  Jugend  frewiss  auf  eine  sehr  er« 
wünschte  Weise  immer  mehr  mit  diesen  Herren  befreunden  würde, 
lo  einer  »o  ernsten  Wissenschaft,  wie  die:  Mathematik  ist  und 
namentlich  bei'm  Unterrichte  der  Jugend  immer  sein  soll,  mochte 
man  sich  aber  doch  solche  Spielereien  sehr  ernstlich  verbitten, 
und  es  ist  keineswegs  zu  wünschen, ~  dass  der  Herr  Vf.  und  der 
Verlag  der  S.  Schmerber'schen  Buchhandlung  in  FrMikfnrt  a.  M 
uns  fernerhin  noch  mit  einem  ähnlichen  Büchlein  besehenkfm. 


Praktische  Oeometrie. 


Untersuchungen  über  Gegenstände  der  huherü  Geo- 
däsie. Von  Carl  Friedrich  Gauss.  Zweite  Abhandlung. 
Aus  dem  dritten  Bande  der  Abhandlungen  der  König- 
lichen Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gottingen. 
Göttingen.  1847.    4.    15  Sgr.  ; 

Der  erste  Theil  dieser  wichtigen  Untersuch  ungeii  ist  im  Lite- 
rarischen Ber.  Nr.  XIX.  S.  296.  angezeigt  worden.  Ueber  den 
Zweck  der  vorliegenden  zweiten  Abhandlung  Spricht  sich  der  Herr 
Vf.  auf  S.  3.  auf  folgende  Art  aus.     9» Die   Aufgabe»  ans   der 
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GrrOsse  der  Seite  eines  Dreiecks  auf  der  Erdoberfl&che  ^  dem  AzN 
muthe  ah  dem  einen  Endpunkte^  uml  der  geographischen  Breite 
dieses  Endpunkts  abzuleiten  das  x\zimuth  an  dem  andern  End- 
punkte^ dessen  ßreite  und  den  Ljingenunterschied  beider  Punkte» 
fehört  zu  den  Hauptgeschäften  der  hohem  Geodäsie.  Für  den 
*all  der  KugeifYnche  ist  der  Zusammenhang  zwischen  jenen  sechs 
Grossen  am  Schlüsse  der  ersten  Abhandlung  in  de^  einfachsten 
und  zur  schärfsten  Rechnung  geeigneten  Form  auficestellt,  welche  ' 
auch  leicht  zu  einer  bequemen  Auflösung  der  Aufgabe  selbst  benutzt 
werden  kann.  Es  wird  dadurch  das  Verlangen  nach  dem  Besitz 
einer  analogen  unmittelbar  fiir  die  Ellipsoidfläche  gültigen  AnflO- 
sungsart  erweckt,  und  der'  Zweck  der  gegenwärtigen  Abhandlung 
ist,  eine  solche  zu  entwickeln.  Vorher  soll  jedoch  erst  die  Auf- 
lösung fär  den  Fall  der  Kugelfläche  in  ein  noch  helleres  Licht  ge* 
stellt  werden.  Des  bequemen  Zuruckweisens  wegen  lasse  ich  die 
Zahlenbezeichnung  der  Artikel  sich  an  die  erste  Abhandlung  an- 
schliessen. " 

Man  erkennt  hieraus  den   unmittelbaren  und  innigen  Zusam- 
menhang^ dieser  zweiten  Abhandlung  mit  der  ersten. . 


Astronomie« 


Lehrbuch  der  Sternkunde  fiir  Schulen  und  zum  Selbst- 
unterrichte. Von  J)r.  Gotthi  If  Heinrich  von  Schubert, 
Hofrath  und  Professor  der  Naturgeschichte  an  der  Kö- 
niglichen Ludwigs  -  Maximilian  -  Universität  zu  Miin*. 
eben.  Dritte,  grossentheils  ganz  umgearbeitete  Auf- 
lage.    Erlangen.  1847.    8.    20  Sgr. 

Diese  den  Lesern  des  Archivs  gewiss  schon  aus  ihren  frub^ra 
Auflagen  hinreichend  bekannte  Schrift  zeichnet  sich  vor  mehrern 
andern  ähnlichen  Schriften  durch  w^ahre  Popularität  vortheilhaft 
aus.  Die  neuern  astronomischen  Entdeckungen  haben  in  dieser 
dritten  Auflage  überall  gebührende  Benicksichtigung  gefunden. 


Physik« 


4     • 

'  Beschreibung  eines  einfachen  und  sehr  wirksamen 
Papier-Electrophors.  Von  Dr.  Job.  Jos.  Ign.  Hoffmann, 
Königl.  Bayer.  Hpfrathe,  Director  des  k.  Lyceums  zu 
Ascfaaffenburg.    As^chaffenburg.  1847.    8. 

Auf  die  elektrische   Kraft  des  Papiers  ist ,    weim   wir   nicht 
irren,  schon  in  älterer  2eit  hingewiesen  worden,  diesdbe  scheint  aber 
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in  Vcfgc9^iibeit  gekonmeo  zn  «ein  *).  Bei  4er  grossen  Einfachheit 
und  der  uDeemeinen  Wohifeilheit  des  io  dar  yoiilegendeD  klenien 
Schrift  hescbriebepeD  Pauier-Elektrophors,  «qd  namentlich  hei  den 
allerdings  sehr  beträchtlicheo  Wirkao^n,  welche  der  Herr  Vi. 
bei  zweckmässigem  Gebrauche  durch  dasselbe  erbalten  zu  haben 
versichert  —  er  hat  demselben  nach  S.  21.  oft  3  bis  ßV^  Zoll 
lange  Funken  entlockt  und  damit  Flaschen  von  beträchtlicher 
Gr^iese  in  kurzer  Zeit  stark  geladen  -^  scheint  die  vorliegende 
Sdirift  und  das  in  derselben  beschriebeoe  Instrument  jedenfalls 
9U  verdienen»  allen  Lehrern  der  Physik  zu  soigfaltiger Beachtung, 
und  die  Sache  an  sich  zu  weiterer  Prüfung  eropfohlen  zu  werden, 
was  bei  der  grossen  Wohlfeilheit  und  der  sehr  leichten  Hersteli- 
barkeit  des  Instruments  nicht  den  geringsten  Schwierigkeiten  unter- 
liegt und  im  Interesse  der  Lehranstalten,  namentlich  solcher,  de- 
nen an  der  Wohifeilheit  der  anzuschaffenden  Instrumente  liegen 
muss,  «vunschensw^rth  ist  Die  Schrift  enthält  ausserdem  noch 
manche  andere  praktische  Bemerkungen,  auch  über  das  gewöhnliche 
Harzkuchen  ^Elektrophor,  die  ebenfalls  nicht  unbeachtet  gelassen 
zu  werden  verdienen.  Zur  offientlichen  Mittbeiinng  der  Ergeb- 
nisse, zu  denen  etwa  mit  diesem  Instrumente  angestellte  ander- 
weitige Versuclip  geführt  haben  durften,  wird  das  Archiv  gern 
seine  Spalten  offnen. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1845.  Darge- 
stellt von  der  nhysikallseneQ  Gesellschaft  zu  Berfin. 
I.  Jahrgang.  L  Abtheil.  25  Sgr.  2.  Abtbeil.  2  Rthlr.  10  Sgr. 
Redigirt  von  Dr.  G.  Karsten.    Berlin.  1847.  8. 

Bei  dem  jetzigen  raschen  Fortschreiten  der  Physik  werden 
Schriften  wie  die  vorliegende  Jmmer  nothweodiger  und  verdienst- 
licher, aber  in  ihrer  Abfassung  auch  immer  schwieris^er.  Wir 
glauben  jedoch,  dass  der^err  Vf.  des  vorliegenden  Jahrgangs 
^eine  Aufgabe  recht  gut  gemst  und  in  Rücksicht  auf  den  aiu  dem 
Titel  genannten  Zeitraum  nichts  Wesentliches  und  wirklich  Wich- 
tiges übergangen  bat.  Daher  ist  jedenfalls  zu  wünschen ,  d:iss  er 
diesem  Unternehmen  auch  künftighin  seine  Kraft  mit  Lust  und 
lAfibe  widme  und  die  Jahrgänge  von  1846  und  1847  recht  bald 
folgen  lasse,  wobei  es  noch  ausserdem  wünschenswerth  ist,  dass 
neben  dem  Inhalte  .der  Journale  auch  die  in  eignen  gru^ern 
Werken  niedergelegten  eigenthümlicben  Untersuchungen  stets  ge- 
hörige, ihnen  gebührende  Berücksichtigung'  fiuden  mögen.  Die 
Beschränktheit  des  Raums  gestattet  uns  hier  nur  eine  oberfläch- 
lichere Angabe  des  sehr  reichen  Inhalts,  welche  aber  hoffentlieh 
hinreichen  wird,  um  das  Werk,  wie  wir  aus  Ueberzeugung  wün- 
schen, einem  grossem  Leserkreis  zn  empfehlen.  Erster  Ab- 
schnitt Allgemeine  Physik.  1.  Atomtheorie.  2.  Cohäsion 
und  Adhäsion.  3.  Diffusion.  4.  Capillarität.  5.  Dichtigkeit  und 
Ausdehnung.^  6.  Maass  und  Messen.  7.  Statik  und  Dynamik. 
8.  Hydrostatik  und  Hydrpd^amlk*    9.  A^ro^tatik  und  A^rndyna- 


')  Nenerlich  hat  auch  Herr  Prof.  Schöpliein  in  Bancsl  ein  «ehr 
leicht  elektriich  erregbares  Papier  gefanden  (PoggendorFs  Annalen. 
B4.  L\TIIf.  S.  \b9.  md  140.)  Aach  bllte  ich  nachher  S.  541.  dieses 
Literar#  Ber.  so  ^erg)eitiheni 
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ittik.  10.  Ekflticitlt  f^iet  Ktitpet.  11.  Gase  und  DKitipfe.  12.  Ab- 
»orptiOfl  der  Gase.  13.  Eudiometiie.  14.  Verfitodetuti^  des  Ag- 
gregatzustandes.  15.  Hygrometrie.  «^  Zweiter  Abschnitt  Aku- 
stik. ^  Dritter  Aischnitt.  Optik.  1.  Tfaeoretiscbe  Optik. 
2.  Optische  Phänomene.  3.  Physiologische  Optik.  4.  (Chemische 
Wirkungen  des  Lichts.  5.  Optiscl^  Instrumente.  —  Vierter 
Abschnitt  Wärmlehre.  1.  Wärmeentwickelung.  2.  Physio- 
logis<:he  Wärmeerscheinungen.  3  WSrmeleitung.  4.  Specifische 
und  latente  Wärme.  S.  Strahleode  Wärme,  a  Wirkungen  der 
Wärme.  7.  Theorie  der  Wärme.  —Ffln/<er  ^6  jicAwtf«.  Elek- 
trieitfttslehte.  1.  Alleemeioe  Theorie  der  Eiektricität.  2.  Ret- 
bungselektricität.  A,  Allgemeine  Eigenschaften*  B*  Entladung 
der  elektrischen  Batterie»  C.  Elektro  •luduction.  D*  Elektrische 
Appatäte.  E,  Dampfelektricität*  3.  Atraospbärisobe  Eiektricität. 
4.  Thermoeiektricität.  5.  Galvanismns.  A,  Theorie.  jB.  Lcidung. 
C  Elektrische  Phänomene.  />.  Apparate.  E*  Elektrochemie.  Gal- 
vanoplastik. 6.^  Elektrophysiologie.  I.  Einwirkung  der  Eiektricität 
auf  Organismen.  A,  Pfianzen.  ß.  Thicre.  II.  Entivlckelüng  d^r 
Eiektricität  in  Organismen.  A.  Elektromotorische  Fische.  B,  Der 
sogenannte  Frosch-  und  Muskelstrom  nebst  der  coutraction  Indulte 
Matteucci's  C  Anbang«  7,  Elektromagnetismus  und  Magneto- 
Elektricität.  Induction.  Anhang;  Elektrische  Telegraphie.  %,  Mag- 
netismus. —  Sechster  Abschnitt.  Angewandte  Physik. 
1.  Instrumente  und  Apparate  von  neuer  (Instruction*  2.  Ange- 
wandte Hydrodynamik.  3.  Angewandte  Aerodynamik.  —  Zusätze 
und  Verbesserung«u.    Namen -liegtster. 

Schon  aus  dieser  nur  oberflächlichen  Inhaltsangabe  wird  niäti 
sehen  9  dass  dieses  Werk  för  Jeden,  wer  mit  den  draschen  Fort- 
schritten der  Physik  und  ihrer  technischen  Anwendung  möglichst 
gleichen. Schritt  halten  will,  gewiss  unentbehrlich  ist. 


Vermischte  Schriften. 


W^ir  beeilen  uns,  auch  durch  das  Archiv  züf*  möglichst  allge- 
meinen Verbreitung  eines  literarischen  Uiiternefamens  beizutragen, 
mit  w0]cheili  Herr  Professor  Dn  Sqhlömtlch  in  .Jena  btochäf- 
tigt  ist,  und  das  mit  Neujahr  1848  in's  Leben  treten  soll.  Ein 
wie  grosser  Gewinn  der  Wissenschaft  aus  diesem  Unternehmen 
bei  det  allgetnein  bekannten  Gewandtheit  und  Umsicht  des  Herrn 
Professor  Dr.  SohlOmilch  jedenfalls  erwachsen  wird,  werden 
i]ie  Les^r  des  Archivs  au$  dem  folgenden  Prospectus,  den  wir 
hier  mit  Auslassung  seines  hier  nicht  her  gehörenden  ganz  unwe- 
sentttchenSdhiusses,  vollständig  mittheiten,  selbst  entnehmen  ken- 
nen. Möge  dieses  in  seiner  Anlage  Wohl  durchdachte  Unteimeb- 
iiien  ^tets  ö'men  erfreulichen  ungestörten  Fortgang  haben,  und 
der  Wissenfijcbaft  im  reichsten  lt£iasse  den  Nutzen  bringen,  wel- 
chen im  reinsten  Interesse .  fiir  ^ies^lbe  .der  Herr  Herausgeber 
durch  diese  neue  Zeitschrift'  zu  stiften  beabsichtis^!  Das  sich 
immer  mehr  kund  gebende   lebhafte  Treiben  auf  &m  I^dde  ^er 


mathematischen  und  physikaiischen  Litoratiu  muss  überbackt  auch 
jeden,  wahren  :Freona  dieser  in  jeder  Beziehuag  so  wichtigen  Wis- 
senschaften mit  grosser  Freude  ej:(ullen. 

,^/n  einer  Zeit^  die  sich  durch  beständig  wacksende  Er» 
obenmgen  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  und  Physik  ^  sot 
wie   deren  praktischer   Amvendungen    auszeichnet^    'wird    es 

iewiss  täglich  schwerer  mit  allen  diesen  Fortschritten  gleich 
ekannt  ZM  bleiben  und  sich^  um  einen  modernen  Ausdrucjc 
zu  brauchen y  auf  der  Höhe  der. Zeit  zu  erhalten^  Diese  von 
vielen  Seiten  bestätigte  Bemerkung  brachte  mich  schon,  n^ehr» 
mals  au f  die  Idee  einer  Zeitschrift ,  deren  Zweck  lediglieh  die 
übersichtliche  Darstellung  ^on  deh  Fortschritten  jener  fVis- 
senschaften'sein  sollte^  aufgemuntert  durch  deti  neifall^  wel- 
ch&n  der  Gedanke  bei  mehreren  bedeutenden  Gelehrten  in  und 
ausser  Deutschland  gefunden  haty  Hess  ich  mir  seit  längerer 
Zeit  die  RealisirUng  desselben  angelegen  sein  und  bin  jetzt  so 
glücklich^  eine  Hauptsache ^  nämlich  den  f^erlag  gesichert  zu 
sollen. 

•'  ■  Der  Plan  ist  folgender  i    die  mit  Neujahr  £848  beginnende 
Zeitschrift  führt  den  Titel  i 

Revue   für  Mathematik  und  Physik 

und  erscheint  in  vierteljährigen  Heften  von  IS  —  IS  Bogen. 
Jedes  Heft  zerfällt  in  folgende  3  ^btheilungen : 

i)  'Leitende  Artikel ^  enthaltend:  Darstellung  der 
Fortschritte  einzelner  ^Zweige  der  fVissetischaft  (z.  B. 
der  theoretischen  und  praktischen  Dioptrik ,  der  prak^ 
tischen  Geometrie^  der  elektromagnetischen  Telegra- 
phik  und  dergl.) ,  ferner :  Aufsätze  über,  Geschichte^ 
Methodik  und  Pliilosophie  der  Mathematik  und  Phy^ 
sik ,  endlieh :  Belaiiofien  ^über  die  Arbeiten  gelehrter 
Geseltschdften  y  die  Ergebnisse  wissenschaftlicher  Bei- 
sen  und  Auszüge  atis  den  verschiedenen  y  theils  rein 
$vissenschaftlich^n  y  theils  technischen  Journalen» 

S)  Beeensionen  aller-  f^erke,   welche  entweder  für 
' '  die  Erweiierung  der  fVissenschaft  ^  oder  für  die  Jife- 
'  thode  iion  Bedeutung  sind. 

S)  Schul' ^  UniversitätS'  und  Personalnachrich' 
ten^  Mh'ogrammenrevüe  und  Büeheranzeigen^ 

'  Spezielle  Aufsätze  über  einzelne  Punkte  der  TVissenschaft 
hleihen  ausgeschlossen ,  und  den  Journalen  von  Grelle^  Grü- 
ner t  und  Pogg.endorf  überwiesen. 

Ben  Verlaß  hat  die  Buchhandlung  von  Ferdinand  Enke 
in  EHangeh  übernojfnmen'^  im  ersten  Jähre  wird  kein  Höno- 
rar  bezahlt p  von  da. ab' 6  Thaler  pr^  Cour,  für  den  Druck- 
b^g^n  vtnd,  jsj^ater  m^hr,  9venn  der  ^satzdiess  "erlaubt ^^ 
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Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  <Bern.  Nr.  68.  bis  9S.  (Vom  17ten  April  1846  bis 
Ißten  März  1847.) 

Wir  haben  schon  in  einigen  früheren  Nummern  d^s  Literari- 
schen Berichts  auf  den  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  In- 
h9ik  dieser  Mittheilnngen  hingewiesen^  welche  jedenfalls  ein  sehr 
vorth eilhaftes  Zeugniss  Fon  der  Thätigkeit  der  Gesellschaft,  welche 
sie  herausgiebt,  ablegen,  und  wollen  jetzt  durch  Vme  etwas  aus- 
ffikrlichere  Inhaltsangabe  der  grössern  Anzahl  uns  jetzt  Torliegen- 
der  Nummern  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  des-»  Archivs  noch 
mehr  auf  dieselbe  hinzulenken  suchen,  wobei  wir  absichtlich  auch 
solche  Aufsätze  nicht  ausschli essen  wollen,  die,  streng  genom- 
men, nicht  in  den  Kreis  dieser  Zeitschrift  gehören.  Die  Schweiz 
ist  ein  in  allgemeiner  naturwissenschaftlicher  Rücksicht  so  inter- 
esüuintes  Land ,  dass  alle  derartigen  Mittheilungen  von  dort  die 
Aufmerksamkeit  aller  derer,  welche  sich  überhaupt  für  die  Fort- 
schritte der  Naturwissenschaften  interessiren,  notbivendig  sehr  in 
Anspruch  nehmen  müssen. 

In  mathematischer  Beziehung  sind  die  folgenden  Abhähdlim- 
Cfen  hervorzuheben: 

:r  L«  Schläfli,  über  ein  räumliches  System  von  Geraden  im 
AUgemeinen^  und  über  dasjenige  der  Normalen  einer  krummen 
Fläche  Insbesondere,    (Nr.  68,  «I,  70,  71.) 

Derselbe,  über  den  Ort  der  Mittelpunkte  grösster  und  klein« 
ster  {(ruipmung  beim  Eflipsoid,  die  kürzeste  Kurve  auf  demselben 
und  Verwandte  Gegenstände.    (Nr.  70.  und  76) 

R;  Wblf5  Joost  Bürgi  und  der  Proportionalzirkel.  (Nr.  77. 
und  78.) 

Derselbe,  eine  Grundregel  für  geometrische  Schattencon- 
structionen.    (Das.) 

Derselbe,  Beiträge  zur  Ballistik,  welche  den  Beweis  folgen- 
der Eigenschaften  der  Wurflinie  (im  leeren  Räume)  enthalten : 

Alle  Wurflinien  derselben  WurfgescWindigkeit  haben  dieselbe 
Leitlinie,  und  zwar  liegt  sie  in  der  Höhe  des  vertikalen  Wurfs. 

.  Der  Ort  der  Brennpunkte  särni^tlicher  Wurflinien  ist  ein  aus 
dem  Ausgangspunkte  mit  der  Höhe  des  vertikalen  Wurfs  beschrie- 
beper  Kreis. 

Die  Sebeitel  aller  Wurflinien  bilden  efne  Ellipse,  deren  Axen  : 
durch  das  Maximum  der  Wurfweite  (1)  und  der  Wurfhöhe  darge- 
stellt werden.    (Nr.  79  und  80.) 

In  physikali^cber  und  chemischer  Rüdksicht  heben  wir  folgende 
Aufsätze  nervor: 

C.  Brunner,  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Kohlensäure 
in  ihren  Salzverbindungen.    (Nr.  73  und  74.) 

:  H.  Wolf,  über  elektrische  Maschinen  aus  Papier.  (Nr.  77. 
and  7a)  .  , 

Müller,  über  Schies^baumwolle.    (Nr.  85  und  86.) 
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In  natarhistoriscber  Rücksicht  bemerken  wir: 

L.  R.  Meyer,  Uebersicht  der  im  Canton  Bern,  und  nament- 
[ich  in  der  Umgegend  von  Burgdorf  vorkommenden  Arten  der  Libel- 
len.   (Nr.  81  und  82.) 

A.  J.  Carl  V.  Fischer,  zweiter  Nachtrag  'zu  J;  B.  Bröwn*s 
Catalog  der  Pflanzen  der  Uingegend  von  Thun  und  des  Bemer 
Oberlandes.    (Nr.  87  und  88.) 

In  physiologischer  Rücksicht  ist  .der  iolgende,  ziemlich  aos- 
fiihrtiche  Aufsatz'  interessant: 

• 

.  H.  Demme,  über  die  durch  Aether-Einathmung  bewirktCrUn- 
empfindüchlceit.    (Nr.  90-93.) 

In  allgemeiner  literar.-historls'cher  Rticksicht  sind  endlich  die 
schon  in  frühern  Literarischen  Berichten  hervorgehobenen  Auszüge 
aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit  literar- historischen  I^ 
tizen,'  bemerkenswerth,'  welche  Herr  R.  Wolf  in  mehreren  aer 
vorliegenden  Nummern  mit  sehr  lobenswertfaem-  Eifer  fortsetzt;  sos 
wie  auch-  desselben  Herrn  Verfassers  Notizen  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  Physik  in  der  Schweiz,  unter  denen  vorzüglich 
die  ausführlicheren  Mittheilungen  über  Conrad  Gyger  und  seine 
Zürcher  Karte  in  Nr.  83  und  84,  welche  auch  in  einem  besondern 
Abdrucke  unter  dem  Titel :  Conriäd  Gyger.'  Ein  Beitrag  zur 
Zürcherischen  Culturgeschichte.  Der  physikalischen 
Gesellschaft  tu  Zürich  zu  ihrer  Säcularieier  gewidmet 
von  Rudolf  Wolf.  Bern.  1846.  8.  erschienen  sind ,  das  Inter- 
esse des  Lesers  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  dürfen. 

'•'   In  der  uns  vorliegenden  Reihe  fehlt  noch  Nr.  72,  d^ren  Inhalt 
wir  später  anzuzeigen  uns  angelegen  sein  lassen  werden. 

•  ■  •  .  '  '     •        *    * 

Berichte  über  die  Mitttheilungen  von  Freunden  der 
Naturwissenschaften  in  Wien;  gesammelt  und  heraus- 
gegeben von  Wilhelm  Haidinger.  I.  Band.  Wr.  1  —  6. 
Mai,  Juni,  Juli,*Äugust,'September,  October  1846.  Wien. 
1847.    8.    Pr.  IFL  4aKr.  C.  M. 

Ausser  der  Stiftung  der  grossen  Kaiserlich  österreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  ist  die  Gründung  eines 
freien  naturwissenschaftlichen  Vereins  in  der  Hauptstadt  des  Kai- 
serstaates, welcher  im  vorigen  Jahre  zusammengetreten  ist,  ein 
neues,  höchst  erfreuliches  Zeichen . von  dem.  übrigens  auch  sonst 
schon  genugsam  bekannten  dortigen  regen  wissenschaftlichen  Leben, 
namentlich  was  die  Fortbildung  der  sogenannten  realen  Wissen- 
schaften betriflft,  und  wir  begrüssen  daher  auch  diesen  neuen  Ver- 
ein mit  besonderer  Freude.  Derselbe  wird  die  folgenden  Wissen- 
schaften in  den  Kreis  seiner  Thätigkeit  ziehen,  .welche  wir  hier 
ganz  in  der  Ordnung  an^seben,  wie  sie  in  der  vorliegenden  Schrift 
nach  einer  bestimmten,  ,d(>rt  näher  erläuterten  wissenschaftlichen 
Eintheilung  genannt  werden :  Die  Wissenschaften  der  Massenvorkom- 
men, nämlich  Astronomie,  Meteorologie,  Geographie,  Creologie;  die 
Wissenschaften  der  Individuen,  aus  welchen  jene  zusammengesetzt 
sind,  nämK.ch:  Mineralogie,  Botanik,.  Zoologie,  dazu  Anatomie  and 
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Physiologie ;  die  WiMeaacfaaften  der  Materie;  aus  welcher  dieln^i« 
viduen. bestehen >  nämlich  Physik  utid  Chemie;  endlich  dieWLseeD- 
schalt  des  Raumes,  innerhalb  dessfsn  alles  Materfelle  beobachtet  wn-d, 
nämlich  die  Mathematik;  und  wifd  zwei  Art^i  von  iSchriften  her- 
ausgeben^  nämlich  die  vorliegenden  ^^Berlchte  übet  «die  ein^ 
x.elneb  Sitzungen^'  und^^naturwissensehaftjichd  4bhand« 
langen/'  Für  beide  ist  Herr  WilhejJki  Haiditigef  als  Her-» 
ausgeber  genannt,  dessen  Name  für  die  Tüchtigkeit  das.  Inhalts 
vollkommen  Bürgschaft  leistet.  .  >  - 

Eine  auch  nur  oberflächliche  Angabe  des   Inhalts  der  vorl^e- 

f enden  Berichte  ist  wegen  ihrer  ungemein  grossen  Reichhaltigkeit 
ier  ganz  unzulässig;  wir  wollen  daher  nur  gapz  im  Allgemeinen 
bemerken ,  dass  gewiss  jeder  naturwissenschaftlich  und  mathema- 
tisch gebildete  Leser  etwas  Interessantes  in  denselben  finden.wird, 
und  dass '  namentlich  auch  Ausfuhrlicheres  über  die  bekannten 
optischen  Entdecknngen  des  Herrn  Wi  Haidinger  und  des  Herrn 
Botzenhart  in  denselben  zur  Sprache  kommt 

The  American  Journal  of  science  and  aTts.  Condnc- 
ted  by  Professors  B.  Silliman  and  B.  Silliman»  Jr.,^ 
and  James  D.  Dana.    Second  Series.    New-Haven. 

Von  diesem  namentlich  in  natiirwissenschaftlfcfaer  Rücksicht 
sehr  ausgezeichneten  Journal  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt^  wie- 
der drei  neue  Nummern  anzeigen  zu  kennen,  imd  müssen  die 
Leser  des  Literar.  Ber.  nur  um  Verzeihung  bitten, 'dass  di^se  An- 
zeigen wegen  der  grossen  Entfernung,  ans  welcher  dieses  Journal 
zu  uns  gelangt,  nicht  immer  ohne  alle  Unterbrechung  erfolgen  kOn^ 
nen,  werden  nns  aber  bemühen,  solche  unangenehme  Unt^r-* 
brechungen  künftig  möglichst  z«  beseitigen.  "Den  Inhalt  der  ein* 
zelnen  Heße  wer(kü  wir  von  jetzt  an  immer  miiglichst  vollständig 
angeben.  '  :  '        . 

Vol.  IL  Nr.  6.  November.  1846.  Ön  the  $abbatk;  River; 
by  W.  M.  Thomson.  —  On  Three  several^Hurriqanesof  the  Arne-* 
rican  Seas  and  their  relations  to  Ihe  Northers^  so  called,  of  the 
Gulf  of  Mexico  and  the  Bay  of  Honduras  y  with  Charts  iilustrating 
the  same ;  by  W.  {),  R e  d  f i  e  I  d .  (oputinued). .  -^  On  the  Volcanoes 
of  the  Moon;  by  James  D.  Dana.  —  Description  of  three  varie- 
ties  of  Meteor'ic  Iren;  by  Prof.  G.  Troost.  —  A  Sketch  of  the 
Geology  of  Texas;  by  Dr.  Perd.  Roemer.  ^-  Fusion  of  Iridium 
and  Rhodium;  by  Prof.  R.  Hare,  M.  D.  —  On  the Meteoric  Iren 
of  Texas  and  Lockport;  by  Prof.  B.  Sillimaun^  Jr.,  and  T.  S. 
Hunt.  —  Report  on  Meteorites ;  byProf.  Charles  Upham  She- 
pard,  M.  D.  —  Catalogue  of.  Shells  inhabiiiqg  Tampa  Bay  and 
other  parts  of  the  Florida  Coast;  by  T.  A.  Conrad.  —  Descrip- 
tion  Ol  New  Species  of  Organic  Remains  from  the  Upper  Eocene 
Limestone  of  Tampa  Bay;  by  T.  A.  Conrad.  —  Scientific  intel- 
ligence. 

Vol.  ni.  No.  7.  JanuaTy;§847.  On  Zoöphites,  No.ffl;  by 
James  D.  Dana.  —  On  the  Induction  of  Atmospheric  Electricity 
on  the  Wires  of  the  Electrical  Telegraph ;  byProf.  Joseph  Henry. 
^—  A  New  Mineral  from  the  Azores;  byJ.*E.  Teschemacher.  •— 
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On  the  Delta  and  AUuiial  Deposits  of  tke  Mississippi,  and  other 
points  in  the  Geoloffy  of  North  America ,  observed  in  the  vears 
1845,  1846;  hy  C.  Lyell.  — >  Hybridity  In  Aninials,  consioered 
hl  reference  to  the  qnestion  of  the  Umty  of  the  Hnman  Specie« ; 
by  Samuel  George  Morton,  M.  D. -*•  Solution  ofa  Matbematical 
Froblemt  by  O.  Koot.  *)  —  On  the  North  American  Species  of 
Iso^tes  and  Marsilea;  by  Prof.  A.  Braun.  Comttiunicated  by  Dr. 
G.  Engelmann.  —  Review  of  the  New  York  Geological  Resorts. 

—  Notice  of  New  Fossil  Footprints;  by  James  Deane.  —  Notes 
,0D  the  Algae  of  tfae  United  States;  by  J.W.  Bailey,  Professor 
of  Chemistry,  etc.,  at  the  U.  S.  Military  Acaderoy.  —  Oo  the  Fos- 
sil Vegetation  of  America;  by  J.  E.  Teschemacher,  —  On  the 
existence  of  certain  Lacustrine  Deposits ,  in  the  vicinity  of  the 
Great  Lakes,  usually  confounded  with  the  „ Drift '^;  by  I.  A. 
La p harn,  t-  On  the  Origin  of  Continents ;    by  James  D.  Dana. 

—  Description  of  two  New  Species-of  Shells ;  by  William  Case, 
Cleveland,  Ohio.  —  Scientific  intelUgence.  ^ 

Vol.  III.  No.  8.  Mar  eh.  1847.  Ä  general  Review  of  the 
Geolog  of  Russia;  by  M.  E.  de  Verneuil.  —  On  Zoonhytes, 
Noi.  iV.;  by  James  D.  Dana*  -rr.  Review  of  the  New  Yo|rk  Geo- 
logical  Reports.  —  Caricography;  by  Prof.  G.  Dewey,  M.  D. — 
On  Coracite,  a  new  Ore  of  Üranium;  by  John  L.  le  Conte,  M. 
IK  —  Geological  Results  of  tfae  Earth  s  Contraction  in  consequence 
of  Cooling;  by  James  D.  Dana.  ^. Notes  on  the  Herbaria,  Gar-- 
dens  and  Botanists  of  Upsal,  St  Petersburg,  etc.,.  gathered  from 
the  letters  of  a  distin&^ished  botanist  during  a  Continental  tour.  — 
Observations  on  the  Rocky  Mountains  and  Oregon;  fromR^orts 
of  the  Exploring  Expeditions  of  €apt.  J.  G.  Fremont.  --  mbri- 
dity  in  ABitiuds»  considered  in  reference  to  the  ^ueetion  of^the 
Uotty  of  the  Human  Species;  by  Samuel  George  Morton,  M.  D. 

—  Abstract  of  a  M^eorological  Journal,  for  the  y«ar  1846,  kept 
at  Marietta,  Ohio;  by  S.  P.  Hildreth,  M.  D.  -  On  the  Atialy- 
sis  of  the  Oat;  by  Prof  John  Pitkin  Norton.  —  Observations 
6ff  the  >ti8€9  of  the  Monnds  of  the  West',  with  an  attempt  at  their 
ClassifieatfOTi-  by  E.  G.  Squter.  —  Description  ofa  Fosjtil  Maxil- 
l^y  BoneofaPaiaeotherinm,  from  near  Wnite  River;  by  Hirara 
A.'Prott't',  M.  D.'  —  Observations  upon  the^ Development  of  Elec- 
trtcity  In  Bands  of  Leather;  by  John  M.  Batcheld^r.  —  Revo- 
hitfon  of  a  Magnet  on  its  own  Axis  without  the  nse  of  Mercurial 
Gondncto^rs ,  and  also  without  Visible  Sapport ;  byChas.  G.  Page, 
M.  D.  -^  SeientJiic  intelligence. 


*)  Die  Aufgabe  ist  folgende:  A  straiglit  llne  whose  lenfcth  i8(r) 
bring  sn  movcd  as  always  to  terminate  in  the  slde  nf  a  right  angle,  re- 
<|Siired  thetncut  of  it«  coniecutlve  Intersectien. 
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E^lterarls^clier  Berlclif. 


Arithmetik. 


DijB  Buchstabenrechnung  und  Lehre  von  den  Glei- 
chungen. Mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben  von 
F.  Rummer^  Lehrer  d'er  Mathematik  an  der  höheren 
Bürserschuie  und  Hauptlehrer  der  Gewerbschule  zu 
Heidelberg.  Zweiter  Theil.  Die  höhere  Buchstaben- 
rechnung, und  die  Lehre  von  den  Gleichungen  höheren 
Grades  enthaltend.    Heidelberg.  1847«    n.  1  Thlr. 

Dieses  Buch  bildet  den  zweiten  Theil  des  im  Liter*  Berichte 
Nr.  XXXV.  S.  510i  angezeigten  Buchs  desselben  Herrn  Verfassers» 
auf  dessen  Titel  übrigens  die  Bezeichnung  »»Erster  Theil^'  fehlt 
Der  vorliegende  zweite  Theil  enthält  die  Lehre  von  den  Ketten- 
brüchen»  die  Combinationslehre»  den  binomischen  und  polynomi- 
schen Satz,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  höheren  arith- 
metischen Reihen ,  zusammengesetzte  Reihen ,  Anwendung  .  der 
Reihen  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die  Rentenrech- 
nung u.  s.  w.,  die  cubischen,  biquadratischen  und  höheren  Glei- 
chungen, verschiedene  Eliminationsmethoden,  und  ist,  ohne  auf 
tiefere  Untersuchungen,  sich  in  irgend  einer  Art  einzulassen,  in 
derselben  einfachen,  deutlichen  und  stets  auf  das  Praktische  ge- 
richteten Weise  verfasst  wie  der  erste  Theil;  auch  ist  wie  dort 
eine  ziemlich  reiche  Sammlung  von  Uebungsbeispielen  den  einzel- 
nen Lehren  beigegeben.  Eben  so  wie  der  erste  verdient  daher 
auch  dieser  zweite  Theil  vorzugsweise  die  Berücksichtigung  von 
Seiten  der  an  hauptsächlich  eine  praktische  Richtung  verfolgenden 
Lehranstalten  wirkenden  Lehrer. 

LcQjon  d'Arithmötique,  dediee  aus  oandidats  auiL 
Eco.les  speciales,  sur  la  multiplication  abr^gee  (avec 
la  mesure  de  Terreur);  le  nombre  des  chiffres  du  Quo- 
tient dans  la  division;.  la  division  ordonn^'e  de  Fou- 
rier;  lä  division  abrösee  de  M.  Guy;  i'extraction  de 
la  racine  cubique;  la  thäorie  des  approximations  nu- 
meriques  de  M.  Guilmin.    Par  M.  P.F.  Verhulst,  m.embre 
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de  rAcademie,   professeu'r   d'anaiyse  ä  l'l^cole  mili- 
taire  de  Belgique.    Bruxelles.  1847.    in  12  de  72  pages. 

Diese  kleiDO  Schrift  des  Herrn  Professors  Verhalst  id  Brüs- 
sel verdient  wegen  der  darin  behan delten  teueren  ^tbeils  die  Ab- 
kürzung,  theils  die  Erhöhung  der  Genauigkeit  verschiedener  arith- 
metischer Operationen  bezweckenden  Methoden  der  Aufmerksamkeit 
der  Lehrer  der  Arithmetik  und  Mathematik  überhaupt  an  allen 
höheren  Lehranstalten  gar  sehr  empfohlen  zu  werden.  Ihr  Inhalt 
-ist  auf  dem  Titel  schon  so  ausföhrlich  angegeben  worden,  dass 
es  unnütze  Weitläufidcett  4i»aiii  4vörde>  weun  wir  darüber  hier  noch 
weiter  berichten  wolttto«  ... 

ljiog<MriUiiDi«6b-trigo«0in«lt'i«chflr  Tef^la,  nebst  ver- 
sfcW*tl«ne^^ndetii  nütztlefi««  Tafeln  wn4  Formeln  «nd 
einer  Anweisung»  mit  Hilfe  derselben  logarithmische 
Rechnungen  auszuführen*  Zum  Gebrauche  in  Schulen, 
besonders  aber  für  jene,  welche  sich  mit  praktischen 
Anwendungen  der  Mathematik  beischäftigen.  Von  S. 
Stampfer,  Professor  itet  pTäkttsthen  Geometrie  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Dritte,  aber- 
mals vermehrte  und  verbesserte  Aufläse.  Wien.  1846.  8. 
l  Rthlr.  5  Sgr. 

Wenn  auch  von  diesen  eTüpfefalenswie^rthen  Tafeln,   die  auch 
.Wserlicn  redbt  schuu  äüsgtestaittet  ^tid,  isthttn  die  dritte  Auflage 
ersäiienen  ist,  so  sch^urön  )sie  doch,  wenigstens  ausseHialb  Oester- 
reiQlu  noch  nicht  so  hekaYitit  gei^orden  ^  sein,  wie  Me  ihres  nütz- 
lichen Inhalts  und  iht^r  2;weckniässig'en  Elinttcfat^ug  wegen  jeden- 
falls verdienen.    Wir  woUcfn  daher,  nm  auch  dtis  (ästige  zu  ihrer 
w^^m  ]^halintmaeluiig  heizidragen,   deto  Inhalt  im  Folgenden 
-etwa»  genaitiw  angeheB.   Auf  ^lie  sehr  dautMche.AnleitDMg  zum 
•t^ehfauehe  dier  T^f^ln  and  Einige  in  d^r  «n^ewas-dten 
-Mathe«i4sttik   u^'tter«  vork«tnm^nd^   Zahleta   und  Loga- 
-Hfhm^ti  folgt  die  Totfel  der  gemeineiiLo^airithmen,    Diesb 
tW'el  reicht  Votn  1  bis  iOOOO,  «die  Logarithmen  sind  sechsstellig, 
'tittd  4\e  Ptopotvtionaltheüe  «nd  Diflereneen  «ind  überall  beigefiElet 
'L'«giartthm«ia  «der  Si«u«>  Tamgeaten  nnd  BSge«  für  die 
et«t<ftti  10  Sfeieuuiden  vote  ^  zu'i\  iSecun^e.  -r-  Logarith^ 
■tti>e^  <ler  Sinus,   Tangenten,  oad  BSgen.füx  die  erste« 
seeh«  Mintifen  von  iSe^uvdie  .au  iSecnnde*  —  TafeJider 
-trigon4i'i«iet)ri8ehiS''H  L'e.gak'ithn^n  (von  iVliwIte  zu  Mmlite,  m 
<#en  er^teren^ Hivadcn  f^oai  10  zu  10  SeoHndea;  ebenfalls  set.'fas^eK 


i^nten  im  iden  fimlbmesscr  1  (ton  10  an  lOMinuteto) 
Bäffigung  fdkmt  TiaM  dei  latfirlicbfen  iUnieii  it^t.  .geni^s  ^ehr 
zwecicmässig,  namentlich  auch  l«r  «den  .UMertiöht.  -^  iS  ei  eben 
der  trigonometrischen  Linien  für  positive  und  negative 
^{nklBil^n  äM^n  4  Quiadr'antein«  -^  Länge  d^er  Kreisbu- 
^ti  tut  e^n^el^e  Girnf^l-^  L&hge  der  Krei^ini^eti  fiir 
einzelne  Minuten.  ^  liiange  dfer  Krie4sb«ge«!für.eUiEfelne 
'S^cvhden.  -^  t'afel  d«r  Ijaadrat^  nnd  Kubikwurzeln 
iilier  Zahlen  v<on  1  bis  100.  -^  Tafelnder  e^rstehi  7Poten- 
zeti  ifcHef 'Z'ahl^fi  von  1  >bi«  JOB.  -i-  Tafel  diear.  Quadrate 
alier  Zahle^i  ^ätii  bifi  IHDO.  ^  Ttafelzi^  btarotnetriscben 
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Hu hen niessangen  (dies  sind  die  Gaussischen  Tafeln  für  Wie- 
ner Klaftern  berechnet).  —  Erhebung  des  scheinbaren  über 
den  wahren  Horiaoat.  -^  S^knen^tefet  für  den  Halbmes- 
ser =  500.  —  Geschwindigkeit  des  Schalls  bei  verschie- 
dener Temperatur  der  Luft.  —  Ausdehnung  einiger 
Körper  durch  die  Wärme  vom  Gefrier-  bis  zum  Sied- 
punkte  des  Reäumnr -Thermomet^^rs  (Liingenaiisdchnung 
und  Vc^lumenausd^ftnung).  ^  £xpan»<ivkraft  des  Wafeser- 
dampfs  (iw  Wiener  Maass  und  Gewidrt).  '—  VergleJcbung 
der  Längenraaasse.  —  VergleichivAg' verRehierfener  Mef- 
lenmaasse,  die  mittlere  Länge'  einlas  Erdgl^ades 
=  08588,3  Wiener  Klafter  gesetzt.  —  Ver'fttelchunfr  der 
Fläche^nniaasse  verschiedener  Orte.  —  Vergteicbung 
der  Handels-  und  Münz-Gewiclite  versohiedeuer.  Orte. 

—  Spezifisches  Gewicht  (Dichte)  versclTiedener  Kör- 
per. —  Auriosuhg  der  rechtwinkligen  ebenen  Und  sphä- 
rischen Dreiecke  für  den  Halbmesser  L  —  Auflösung 
der  schiefwinkligen  ebenen  Dreiecke  für  den  Halbmes- 
ser L  —  Auflösung  der  schiefwinkligen  sphärischen 
Dreiecke  mit  einem  Hülfswinkel;    der  Halbmesser  =1. 

—  Auflösung  der  schiiefwinkligen  sphäclschei^  I>rei- 
ecke  ohne  Quifswinkel;  der  Halbmesser  z;^h  —,  For- 
meln aus  dpr  analytisclien  Trigonometrie  für  den  Halb- 
messer 1  (sehr  vollständig).  Ginige  praktische  F^ormeln 
aus  der  Progressionsiehre  (Formeln  ^Uv  Zins-  «ndRenten- 
recbnung,  zum  Eoischalten  u*  dergl.). 

Man  sieht  hieraus ,  wie  vieles  Nützliche  in  diesen  Tafeln  auf 
dem  geringen  Bamne  von  etwa  10  Bo^en  'bei  sehr  Mhüner.üusse- 
rer . Ausstattung  derselben  geboten  wird,  und  wüssten  in. der  Tkat 
nicht,  was  dem 'mathematischen  und  physikaliaGhen  Unterfiehte 
ui»d  de«  gewöliiiUchen  praktischen  Gebraseke  noch  zu'.wühseben 
übrig  bleuben  (tollte,  empfehlen  diüier  anck  diese  Tafein  aüen 
Lehfauatalten  und  Prahtikem  recht  seht.  Sollten  wir  «ns  erian- 
beu  dQrfen,  dem  geehrten  Herrn  Verl«  und  der  Yerktgshaiidlang 
oofib  etneh  Ratbau  geben,  so  würde  es  gewiss  der  tä  tFünsehen- 
deo^mugltchst  weiten  Verbreitung  dieser  Tafeln  sehr  forderlich 
sein»  wenn  auch  schon  den  Exemplaren  der  jetzis;eni dritten  Auf- 
lage bei  ihrer  Versendung  etwa  nedb  ein  hafber  iBbgen  beigelegt 
würde,  welcher  die  Tafel  für  das  Höhenmessen  mit  dem  Barokne«* 
ter,  die  Tafel  liir  die  Erhebung  des  scheinbaren  über  den  wahren 
Horizont,  die  Geschwindigkeit  des  Schalls,  die  Expansivkraft  des 
Wasserdampfs  nicht  füf  wiener,  sondern,  für.  französisches:  (mßtst- 
sches)  Maass  .  berechnet  enthielte.  Bei  der  Vergieicbung  der 
Längen-  und  Flaoherünaasse  mag  immer  die  Wiener  Klafter  zum 
Grunde  gelegt  werden»  was  nach  unserer ! Meinung  der  allgemei- 
nereu Einführung  der  Tafeln  kein  wesentliches  Hinderniss  entj^e- 
gen  setzt.  Aber  die  BeiniguDg  der  oben  genannten  kleinen  Täuän 
für  französisches  Maask  (icbeint' ünsi  leicht  ra  hewerkstelligeii  und 
nuthig  zu  sein«  wenn  diese  Tafeln  auch  ausserhalb  Oesterreioh 
sich  den  aligemeinen  Eingang '  verschaffen  sollen ,  welchen  sie 
nach  unserer  Meinung  so  sehr  verdienen.  Lä^ssai  'sich  endlieh 
den  folgenden  Ausgaben  auch  noch  die  iiC  vielen  FäUeh  so  nfita- 
lichen  Gaussische'n  Logaritiimen  beugen,  so  würda  'den  Tafeln 
dadur<:b  noch  ein  beisooäerer  Vorzug  gesichert  werden. 

38* 
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Erster  Cursus  der  Planimetrie»  Für  Gymnasien, 
Ueal*  und  Bürgerschulen,  so  wie  zum  Gebrauche  für 
Hauslehrer  und  beim  Selbstunterrichte  bearbeitet  von 
Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.  Zweite,  verbesserte  und  durch  einen  Anhang 
vermi^hrte  Auflage«  Mit  zwei  Kupfertafeln.  Halle.  1847. 
8.    10  Sgr.  .  ^ 

Das  baldige  Erscheinen  einer  zweiten  Auflage  dieses  empfeh- 
lenswerthen  Lehrbuchs  ist  der  beste  Beweis  für  dessen  Brauch- 
barkeit. Zu  durchgreifenderen  Umgestaltungen  hat  der  Herr  Vf. 
keine  Veranlassung  gefunden,  aber  in  einem  Anhange  eine  Reihe 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  als  Materialien  zur  Uebung  bei- 
gefiigt. 

Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der 
Ebene.  Ein  Versuch  einer  systematisch -elementari- 
schen Entwicklung  der  sogenannten  Planimetrie,  Go- 
niometrie und  Trigonometrie,  der  Anfangsgründe  der 
analytischen  Geometrie  u.s.  w.  von  Rudolf  Wolf.  Zweite 
veri^ehrte  Ausgabe.    Bern  n.  St.  Gallen.  1847.  8.  15  ggr. 

Die  erste  Ausgabe  dieser  sehr  zu  empÜBhlenden  Schrift  ist 
üra'  Liter.  Ber.  Nr.  iH.  S.  53.  angezeigt  worden ,  und  das  baldige 
Erscheinen  einer  zil^eiten  Ausgabe  derselben  bat  das  dort  fiber 
dieselbe  *  ausgesprochene  günstige  Urtheil  vollkommen  bestaÜet ; 
auch  scheint  dieselbe  daher  die  allgemeinere  Verbreitung,  welche 
wir  ihr  damals  wünschten ,  gefunden  zu  haben.  Ihre  Anlage  \at 
mit  Recht  im  Ganzen  völlig  dieselbe  geblieben,  und  auch  jetzt 
noch  besteht  ihr  Hauptverdienst  nach  unserer  Ansicht  darin,  dass 
sie  die  Ergebnisse  und  Behandlungsweisen  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  auf  eine  sehr  verständige  Weise  rar  die  Zwecke 
des  mathematischen  Elementar^Unterrichts  zu  benutzen  und  in  den- 
selben einzuführen  sucht,  dabei  aber  auch  den  analytischen  Metho- 
;deD,  sowohl  in  der  Geometrie  als  auch  in  der  Trigonometrie,  die- 
jenige Berueksichtigung  zu  Theil  werden  lässt,  welche  denselben 
in  jeder  Beziehung  so  sehr  gebührt,  namentlich  för  die  Scsfauler, 
weiche  dereinst  auf  der  Bahn  der  Mathematik  weiter  lortzuschrei- 
ten  oder  auch  deren  Anwendung  in  ii^end  einem  praktischen  Fache 
sich  zuzuwenden  gedenken.  Jn  dieser  Beziehung  hat  der  Herr 
Vf.  mit  Recht  in  der  zweiten  Aussähe  noch  etwas  mehr  gethan 
als  in  der  ersten  und  namentlich  nie  Trigonometrie  noch  weiter 
aus^efiihrt,  auch  Einiges  über  die  Kegelschnitte  beigebracht,  und 
in  einem  dritten  Anhange  die  wichtigsten  Sätze  der  Raum-Geome- 
trie beigefiigt,  so  dass  gewiss  jeder  Schüler,  welcher  sich  den 
Inhalt  dieses  BfieUcins  Tisllkommen  zu  eigen  gemacnt  und  dabei 
namentlich  buch  noch  in  der  Auflosung,  recht   verschiedenartiger 

geometrischer  und  trigonometrischer  Aufgaben  sich  vielfach  geübt 
at,   von  der  Schule  sowohl  einen  grossen  Sehatz  geometrischer 


349 

KenDtnisise  ffir  das  Leben  überhaupt,  als  auch  eine  hinreicheude 
Vorbereitung,  um  mit  Erfolg  sich  dem  Studium  der  höheren  Theile 
der  Mathematik  zuwenden  zu  kOnnen,  mitnehmen  wird.  Wir  ' 
empfehlen  daher  auch  diese  zweite  Ausgabe  des  vorliegenden 
Büchleins  angelegentticbst  zu  allgemeinerer  Herücksichtigung,  wie 
wir  dies  schon  bei  der  ersten  Auflage  gethan  haben. 

Ueber  die  Inhaltsberechnung  der  Korper  nach  einer 
einzigen  Formel.    Mit   besonderer   Rücksicht   auf  die    ' 
Praxis  bearbeitet  von  W.  Ligowsky,    Feuerwerker   in 
der  7ten  Artillerie-Brigade.    Berlin.  1847,    8.    9  Sgr.  \ 

Wegeo  dieser  Schrift  vemelsen  wir  auf  die  Einleitung  zu*  der 
im  nächsten  Hefte  des  Archivs  (ThI.  X.  Heft  3.  8.  260.)  abge- 
druckten Abhandlung  Nr.  XXVIII. ,  und  können  uns  hier  einer 
weitern  Besprechung  derselben  enthalten. 

Dissertatio  mathematica  de  quibusdam  curvaruni 
affinitatibus.  Auetor  Johannes  Gerardus  IJenricus 
Swellengrebel,  Rheno-Trajectinus.  Trajecti  ad  Rhe- 
num.  MDCCCXLVIL  4.  ^ 

Die  auf  den  holländischen  Universitäten  erscheinenden  Disser- 
tationen zeichnen  sich  vor  den,  namentlich  hin  und  wieder  auf 
manchen  deutschen  Universitäten  erscheinenden  Gelegenheitsschrif- 
ten  dieser  Art  durch  eine  besondere  Sorgfalt,  mit  welcher  sie  ver- 
iasst  werden,  durch  ihre  Gründlichkeit  und  ihre  Ausdehnung,  die 
sie  öfters  zu  wirklichen  Büchern  anwachsen  lässt,  sehr  vortheil« 
hallt  au^.  Zu  diesen  sehr  gründlichen  und'  eine  grossere  Ausdeh- 
nung habenden  Dissertationen  gehört  auch  die  vorlieQ;eiifde  .  13 
Bogen  mit  4  Figurentafeln  starke  Schrift,  welche  jedenfalls  sehr 
verdient,  in  einem  weitem  Kreise,  als  bei  solchen  Schriften  ge- 
wöhnlich der  Fall  zu  sein  pflegt,  bekannt  zu  werden,  und  einen 
sehr  erfreulichen  Beweis  von  der  Gründlichkeit  der  Kenntnisse 
Ihres  Vfs.  ablegt.  Der  Titel  der  Abhandlung  lässt  schon  den, 
Zweck  derselben  deutlich  erkennen,  indem  näimich  der  Ver&sser 
die  Curven,  welche  durch  gewisse  Gleichungen  analytisch  aus- 
drückbare Verwandtschaften  mit  einander  haben ^  einer  genaueren 
Untersuchung  unterwirft,  und  also  die  Lehre  von  den  eeometri- 
scben  Verwandtschaften ,  welche  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  vor-, 
zugsweise  bei  geradlinigen  Systemen  betrachtet  worden  sind,  auch 
au?  Curven  überträgt.  Um  den  Zweck  des  Vfs.  möglichst  dieutlich 
mit  dessen  eigenen .  Worten  den  Lesern  des  Archivs  vor  Aqgen  zu, 
legen,  wollen  wir  ausser  dem  Inhaltsverzeichnisse  auch  noch  die, 
Einleitung  hier  vollständig  mittheilen,  woraus  zugleich  auch  erhel- 
len vvird^  dass  der.  Vf,  den  Arbeiten  deutscher  Mathematiker  tie^ 
sondere  Aufmerksan^keit  gewidmet  hat.  ^  , 

Ordinis.   conspectus. 

•       .  •  ■    ' '     ', 

lotroitus.  '^  Caput  I.    De  affipitate  asJC*  =^1,  jft/! ^h  ^  Ca- 

put  IL    De  affinitate  x^x',  yy'^zl.  —  Caput  IlL    De  affinitate 
9  =  9',   it'  =  L   -  Caput  IV.    De  affinitate  (i+iXäly)'^'' 

f_JL.Vj?LW 

\a—xj  V«— ^  / 


J.  Ph.  Wolfers  (aetronoiniscben  Rechner. an  der  Künict. 
Sternwarte  zn  Betlin).  Ers'ter  Tfaell.  Greifswald.  1848. 
8.    2  Thir.  15  Sgr.  ,  v     , 

Euler'e  Werbe  sind  sKmihtlicli  ktsssisch,  uiid  kein' Alaf^e- 
inatilcer  darf  dieselben  auch  jetzt  noch  Bn^relssen  lassen^  Die  Ori- 
glnide  sind  entweder  gar  nicht  mehr  oder  nur  achvrer  auf  dem 
W«f;e  des  Bnebhandela  zU'  boEiehen,  wesbath  auch,  «o  viel  wir 
vrisseD,  die  Pet«r«linrger  Akademie  d«r  Wissens  ehalten  eine  neue 
Ausübe  der  stininitlicben  Werke  dieses  grossen  Mathematikers 
vnrber*itet;  ausserdem  sind  dieselben  sämA)tlich  lateinisch  ver- 
faest,  und  daher  namentlich'  fOr  manchen  'ehte  mehr  praktische 
Hichtung  verfolgenden  Mathematiker,,  oder  übcrhatirit  für  des  La- 
teinischen anknndige  Techniker,  nicht  lesbar.  Deshalb  sind  gute 
Uebersetzun^n  derselbef)  jedenfalls  sehr  n- Ansehens werth ,  ja, 
man  kiuin  mit  Recht  sagen,  ein  wabres  Bedilrfniss  auf  dem  Felde 
der  ^    ~  teratur,  vvobei  man  nijr  die  tn  jeder  Bezie- 

hung it  aller  dieser  Werke  uicht  aus  den  Avseo 

lass«  BDalytJschen  Werke,'  namentUcb  die  ^,Io- 

trod  «in  mfinitorum",  die  „Institutiones 

ca(c.i  lis"  und   die    „Institutiones  calculi 

intet, Runter  als  die  übrigen  Werke,    und  schon 

mehrlach,  nnm entlich  von  Michelsen  and  Salomon,  in's 
Dtintsche  fibersetzt.  Die  de?  Mechanik  und  Dioptrik  gewidmeten 
Werk«  sind  weniger  bekannt  als  die  rein  analytischen  Werke  und 
inV'Deuts6he  noch  nicht  fibertraeen  worden.  "Eine  vollständige 
Uefaersetzung  der  DioMrik  wOrflen  wir  aus  mehreren  Grflnden, 
deren  Entwickelung  nicht  hierher  gehOrt,  widerralhen ;  Qbrieens 
aber  hat  ja  schon  Klilgel  bekanntlich  in  seiner  Analytischen 
Dioptrik  eine  Art  Auszug  aus  diesem  drei  QuartbSnde  starkeii 
Werke  geliefert,  und  dadurch  Für  diejenigen,  welche  den  damali- 
gen Zustand  der  Diojrtrik  kennen  lernen  Wollen,"  vollständig  nnd 
Dach  unserer  Ueberzeugung  auf  eine  sehr  zweckni ästige  Weise 
gesorgt.  '  Es  sind  also  eigentlich  unter  den  grilsseren  Werken  nur 
die  „MetboduB  inveniendt  lineas  curvas  msximi  mini- 
mive  nroprietate  gaudentes"  unddie  der  Mechanik  gewid- 
meten Werke  noch  Wicht  übersetzt  *).  Die  lo  der  ersteren  Schrift 
niedergelegten  Resultate  erfahtt  inan  jetzt  bekanntIMi  leicU^ 
durch  die  allgemeinen  Methoden  der  VariationsFechnung,  und  es 
frfige  sich  daher,  ob  eine  Uebersetznng  dieser  ScJirjft,  för  so 
schön  wir  dieselbe  auch  nach  unserer  rollkominensten  Ueberzeu- 
gung halten,  jetzt  noch  zevtgemäss  sein  möchte,  wenn  man  nicht 
etwa  eine  voUständige  Uabersetzung  aller  Euler'scheii  Werke  lie- 
fern,wollte.  Dageeen  haben  wir  eise  Uebersetzuiig  der  die  Mecha- 
nik betreffenden  Werte  immer  iur  sehr  wilnschen'swerth  gehaltcQ, 
und  zwar  aus  folgenden  Gründen.  Man  kann  nicht  leugnen,  dass 
gerade  die  Mechanik  derjenige  Theil  der  mathematischen  Wis- 
senschaften ist,  dessen  Gestalt  sich  seit  Euler's  Zeiten  ammei- 

'}  Einzelne  ije  Mechanik  flÜBBiger  Körper  betreffende  Abhandlungen 
Eulen  hat  früher  Brnndea  überielzl,  nnter  dem  Titel:  Eulers 
Gesetze  des  Gleichgewicht!  ^nd.(ler  Bewegung,  flüiaiger 
Kürjter.  nherietzt  mit  Ktiiätie'n  viin  Hrande:«.  Leipcig.  TSOS., 
w«khea  WaA  abW  ntditlta  die  Kiitegtlrie  der  grieiera  Enler'iliwil 
W«rke"  gebart. .  ■  -  .  , 
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slen  Ter8nd«rt  bat,  ond  Euier's  Meohanik  wird  dtirch  dieDansteU 
lung  dieser  Wiesenschaft  in  deH' Wericeb  der  neueren,  nameotlicb 
framEdBlschen  Matheibaäker,  was  vrahrbaft  phifosopblsche  Daratel* 
Itinif^,  Erstrebutig  der  h6eb«ten  Aligemetoheit  in  den  Cinind^esetzen 
und  der  daraus  gesogenen  ^  Folgerungen,  was  endlicfi'  auch  die 
Systematik  und  die  vmlio  rein  analytische,  isieh  von  jeder  durch 
Figuren  gewährtet  Anscnauung  frei  machende  Darstelfung  betrifft, 
ganz  unzweifelhaft  weit  überraget.  Aber  eben  diese  grosse  All*- 
semeinbeit  erschwert  das  Studium  der  Mechanik  för  denjeni^n, 
der  •sich  zuerst  demselben  zuwendet,  sehr,  nvid  zwar  um  so  mehr, 
weil  diese  über  uns^  Lob  erhabenen  dieneren  Werke  es  wegen 
der  grossen  Aileeroeinheit,  die  sie  zu  erstreben  suchen  i  meisten«:' 
verschmähen,  dem  Leser  durch  Figuren  und  etnen  Reichthiim 
von  einzelnen  Beispielen  und  Aufgaben  zu  Hülfe  zu  kOBimen. 
Ganz  das  Gegentheii  hiervon  finden  wir  in  den  Euier*schen,  der 
Mechanik  gewidmeten  Werken.  Erstens  im  Allgemeinen  eine 
Darstellung  nach  Euklidischer  Methode,  welche  ohne  alle  Wider- 
rede namentlich  dem  Anfönger  das  Verständniss*  sehr  erteichteri;' 
femer  eine  nach  unserer  Ueberzeugung  gerade  hauptsächlich  iiv 
diesen  Euler'schen  Werken  äusserst  schöne  Verbindung  der  geo- 
metrischen und  analytischen  Methode,  weiche  Alles  zur  vollkom- 
mensten Anschaulichkeit  zu  bf lagen  sucht,  eine  Methode,  durch 
die  bekanntlich  auch  nenerlidi  Miss  Sommerville  in  ihrer  sehr 
schönen  Medianic  of  Heavens  die  Meoanique  Celeste  we- 
niger mit  den  rein  analytischen  Methoden  vertrauten  Lesern  näher 
zu  bringen  gesucht  hat;  und  endlich  ein  überaus  grosser  Reich- 
thum  höchst  instructiver  Beispiele,  und  mechanischer  Aufgaben, 
wie  man  ihn,  so  weit  wenigstens  unsere  Renntniss  der  betreffen- 
den Literatur  reicht,  ii^  keinem  andern  derartigen  Werke  findet : 
dies  sind  die  Eigenschaften,  welche  auch  gegenwärtig  noch  das 
Studium  der  Eiuer sehen,  die  Mechanik  betreffenden  W^rke  höchst 
lehrreich  machen,  und  durch  dasselbe  nach  unserer  Ueberzeugung 
die  bß$>te,,  Vorbereitung  ^^ewähren^  um  dann  das  Studium  der  neue- 
ren rein  analytischen  Werke  ungehindert  verfolgen  zu  können. 
Ausserdem  wird  aber  eben  wegen  der  jetzt  hervorgehobenen  Ei- 
genschaften das  Studium  der  Euler  sehen  Werke  Praktikern  sehr 
zu  empfehlen  sein ;  denn  wenn  dieselben  freilich  auch  aus  diesen 
Werken,  was  auch  ..deren  Zweck  nicht  ist  uad  a^ip  soll,  keines- 
wegs lernen,  eine  Maschine  zu  oereehneo,  «o  wird  doch  ihnen 
in  denselben  die  beste  Vorschule  för  weitere  specieller  auf  ihr 
eigentliches  Fach  gerichtete  Studien  jedenfalls  dargeboten.  Dies 
i^ind.  die  Grunde,  wegen  welcher  wir  das  Erscheinen  dieser  Ueber- 
setzung.  freudigst  begrüsist  hAben. 

..;'•.-.  .  .  '         .'    .  .  •  '  ' 

Was.die  Uebersetzung  gelbst  betrifft,  ^q  sieht  man  es  ihr 
auf  den  ersten' Blick  an,  dass  sie  nicht  aus. einer  jener  Ueber- 
seÜBd^igsfabriken  ^  die' jetzt  oft  ganz  unnütze  Uebersetzungen  mathe- 
lüäftis^cmer  Söbriftien  dutzendweise  zu  Tage^  fördern,  hervoi^egan- 
gen,  -sondern  das  Resultat  einer  langen,  eifrigen  und  .hingebenden 
Beschäftigung  mit  dem  Euler'schen  Werke  ist,  woftbr  namentlith 
auch  die  fast  RinC  Bogen  füllenden  Anmerkungen  und  Erläuterun- 
gen lind  das  sehr  sorgfaltig  und  vollständig  ausgearbeitete  Inhälts- 
verzeichniss  nach  den  einzelnen  Aufgaben  iind  SätzM  Qberhanpf, 
welches  im  Originale  ganz  fehlt,  zum  Beweise  dienen.    Fehler  im 
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der  Tafel  uod  Fortsetzung  des  Cometen-Verzeichnis- 
ses  bis  zum  Jahre  1847^  von  Neuem  herausgegeben  von 
J.  F.  Encke,  Director  d*er  Berliner  Sternwarte.  Mit 
dem  Bildniss  von  Olbers  und  einer  Figurentafel.  Wei- 
mar. 1847.    8.    2Rthlr. 

Ein  neuer  Abdruck  der  bekannten  classischen  Abhandlung  von 
Olbers  Aber  die  Berechnung  der  Cometenbahnen  aus  drei  Beob- 
achtungen in  H'firdigster  Asserer  Ausstattung,  mit  dem  woblge- 
trbffenen  Bildniss  von  Olbers.  Die  sehr  bedeutenden  Zusätze, 
welche  diese  neue  Ausgabe  der  jedem  Astronomen  völlig  unent- 
behrlichen Olbers'schen  Abhandlung,  durch  deren  Besorgung  der 
Herr  Herausgeber  sich  ein  grosses  Verdienst >  erworben  hat,  er- 
halten hat,  smd  auf  dem  Titel  angegeben.  Die  Barker^sche  Come- 
tentafel  für  die  parabolische  wahre  und  mittlere  Bewegung  hat 
Herr  Stud.  Luther  von  Neuem  berechnet,  und  die  Conietentafel 
hat  Herr  Dr.  Galle  zusammengestellt  und  bis  zum  Jahre  1847 
fort  geführt.  Verschiedene  von  Olbers  selbst  herrührende  Zu- 
sätze zu  seiner  Abhandlung  sind  nebst  noch  einigen  arideren  Ta- 
feln, einer  Erläuterung  der  Berechnung  und  des  Gebrauchs  der 
Tafeln,  und  einer  summarischen  Uebersicht  der  beuuemsten  For- 
meln zur  Berechnung  einer  Cometenbahn  ebenfalls  beigefügt,  so 
dass  diese  neue  Aus<^abe  der  Olbers'schen  Abhandlung  m  der 
That  als  ein  vollständiges  Repertorium  alles  dessen  zu  betrachten 
ist,  was  einem  Betechner  von  Cometenbahnen  in  theoretischer 
und  praktischer  Rücksicht  zu  wissen  nothig  ist  und  zur  Hand  sein 
muss,  wenn  dieses  Geschäft  mit  günstigem  Erfolff  ausgeiiihrt  wer- 
den soll.  Endlich  hat  der  Herr  Herausgeber  aurch  die  in  der 
Vorrede  zur  neuen  Ausgabe  zugleich  gegebene  im  höchsten  Grade 
apsprechende  SchilderuBg  der  Persönlicnkeit  Olbers's  und  durch 
das  von  Herrn  d* Arrest  zusammengetragene  vollständige  Vcr- 
zeichniss  der  Schriften  dieses  erossen  Astronomen  allen  ftlathe- 
matikem  und  Astronomen  ein  senr  angenehmes  Geschenk  gemacht, 
und  wir  zweifeln  daher  nicht,  dass  sich  gewiss  ein  Jeder,  %ver 
an  diesen  Studien  irgend  Interesse  nimmt,  sogleich  in  den  Be.«<itz 
dieser  vortrelflichen  Schritt  setzen  wird.*  Wie  viele  Vermehrungen 
die  neue  Ausgabe  gegen  die  ältere  erhalten  hat,  lassen  schon  die 
Seitenzahlen  erkennen,  indem  die  ältere  Ausgabe  ausser  der  Vor- 
rede 80,  die  oeue  daseien,  ebenfalls  ausser  der  XXXVI  Seiten 
starken  Vorrede,  251  Seiten  umfasst. 

Verzeichniss  aller  bis  zum  Jahre  1847  berechneten 
Kometenbahnen.  Entworfen  von  G«  A.  Jahn,  Dr.  Phil., 
Director  der  astronom  ischen  Gesellschaft  zu  Leipzig 
u.  s.^w.    Leipzig.  1847.    Queer  Fol.    1  Rthlr.   15  Sgr. 

Dieses  Verzeichniss  scheint  uns  durch  das  Erscheinen  der 
vorher  anii^ezeigten  neuen' Ausgabe  der  Abhandlung  von  Olbers 
über  die  Berecnnung  der  Cometenbahnen  ganz  entbehrlich  gemacht 
worden. vzu  sjßin,  um  so  mehr,  da  die  vorliegenden  Paar  Bogen 
1  Rthlr.  15  Sgr.  kosten,  jene . treflnicbe  Schrift  dagegen  mil  ihrem 
reichen  Inhalte  ffir  nur  2  Uthlr.'zii  erhalten  ist. 

Die  Erde  in  ihrem  Verhältniss  zum  Sonnensystem 
:und  als  flanetaris^bes  Individuum,  oder  Vetsü^h  einer 
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astronomischen  und  physikalischen  Geographie^  Nach 
den  besten  Ufilfsquellen  zum  Selbstunterrichte  bear- 
beitet von  Dr.  J.  Meyer.    Zürich.  1847.    8.    3  Rthlr.  3  Sgr. 

Ein  sich  recht  gut  lesendes  y  übrigens  ganz  populäres  Buch» 
dessen  freilich  et^as  hoher  Preis  seiner  weiteren  Verbreitung 
wahrscheinlich  einigermassen  hinderlich  sein  wird. 

Das  DIpleidoscop.  Seine  Theorie,  Einrichtung  und 
Anwendung,  von  Dr.  Franz  Heinen,  Realschul^Direk* 
ton    Dfisseidorf.  1847.    8.    10  Sgr. 

Diese  kleine  Schrift  enthält  eine  sehr  deutliche  Beschreibung 
und  ganz  elementar,  hauptsächlich  bloss  mit  Hiilfe  elementar-geo- 
metrischer Sätze  und  Betrachtungen  durchgefiibrte  Theorie  des 
pipleidoscops ,  und  ist  allen  denen ,  welche  sich  mit  diesem  scho- 
llen kleinen  Instrumente  näher  bekannt  machen  wollen,  sehr  zu 
empfehlen.  Nur  wo  es  unerlässlich  nöthig  war,  hat  sich  der  Herr 
Vf.  auch  trigonometrischer  Betrachtungen  bedient,  und  am  Ende 
noch  einen  analytischen  Beweis  für  den  Satz  beigefugt,  dass  die 
Deckung  erfolgt,  wenn  eine  durch  den  Strahl  einer  Kante  des 
Prismas  paraUei  gelegte  Ebene  mit  dem  Vorderglase  einen  Win- 
kel bildet,  welcher  dem  Winkel  des  Prismas* gleich  ist,  wobei 
jedoch  der  Einfachheit  wegen  angenommen  worden  ist,  dass  das 
Prisma  rechtwinklig,  übrigens  aber  beliebig  sei.  Die  Einfachheit 
der  geometrischen  Betrachtung  in  dieser  Schrift  ist  vorzüglich  be- 
dingt worden  durch  einen  verallgemeinerten  Ausdruck  der  Grund- 
feset^e  der  Zurückwerfung  und  Brechung  des  Lichts ,  welcher  mrt 
en  eignen  Worten  des  Herrn  Vfs.  so  läutet:  „Der  Neigungs- 
winkel des  zurückgeworfenen  Strahles  gegen  eine  belieoigd^, 
durch  das  Eiufallsloth  gelegte  Ebene  ist  stets  dem  Neigungswin- 
kel des  einfallenden  Strahles  gegen  dieselbe  Ebene  gleich;  und 
der  Sinus  des  Neigungswinkels  des  gebrochenen  Strahls  gegen 
eine  beliebige,  durch  das  Einfallsloth  gelegte  Ebene  hat  zum 
Sinus  des  Neigungswinkeis  des  auffallenden  Strahles  gegen  die- 
selbe Ebene  stets  ein  unveränderliches  Verhäitniss.  **  Beide  Sätze 
sind  leicht  zu  beweisen  und  verdienen  in  dieser  verallgemeinerten 
Form  häufiger  bei  optischen  Untersuchungen  in  Anwendung  gebracht 
zu  werden.  Wir  erlauben  uns  nochmals  die  Aufmerksamkeit  aller 
derer,  welche  sich  mit  dem  Dipleidoscop  näher  bekannt  machen 
und  dasselbe  selbst  zu  Zeitfoestimnmugpn  anwenden  wollen,  auf 
diese  kleine  Schrift  aufmerksam  zu  machen.* 


P  iL  y  e  I  k. 


Naturphilosophie  von  Dr.  Carl  Lu4oIf  Menzzer.  Er- 
ster Band.  Allgenieine  Einleitung  jn  die  Naturphl/or 
Sophie  und  Theorie  der  Schwere.  Halberstadt  1847.  8. 
1  Rthlr. 

Mathematiker  und  mathematische  Naturforscher  \^erden  steh 
wahrscheinlich  nicht  die  Mühe  nehmen,  dieses  Buch  aufVnerksaim 


zdiJeeeirj    VieH^cbt  mecHt  der  Herr  Tt/  was  wie  ibra  v»n  Her- 
zen'>Wan:Mhen,  bei  idea  PmoMphen  DMbr  tilOdt.''      - 

Recherches  sut  I«s  ^toiles  filantes  par  Mr.  Couivier- 
Gravier  et  Saieey.  Introductidn'bi«itnriqu^,  'Ä'P^arls  et 
aAIget.1847.    8.    1  Rthlr.  20  Sgr.    ^  ; 

Wir  lernen  aus  diesem  Buche,  dessen  Vr.  Herr  Saigey  ist, 
KDCTst  «Aen  Mann,   Herrn  ConlTicf-Graviar  von   Reims,   der 
^h:abe^  aeit  dem  November  184^1  za  Paria  anfbält,  kennen,  weU 
cber  mit  der  f^üsäten   Reharriicbkcit  scboij  seit  de«  Jabie  1811 
Beobachtung  der  iSternschnuppen  eewid- 
algey,  der  Verfasser  dieser  In troduction 
iiait  p^riodiquement,  ses  occupations  coni- 
uze    voyages    de  Iteims,  tbt^ätre    de  ses 
itire  des  lumleres  et  des  vdnimissions  peu 
BÜtes  ces  lenteurs,    M.  Coolvier -Gravier 
brula  ses  v^sseauXi  ouj  ei>  teriaes  plus 
>n  Industrie  pour  sc  vouer  exclu^vement 
»t,  a/in  de  rendre  saresolution  plus  irre- 
traill'e  a^aris,'  ä  proximite  de  cetobser- 
lit  trouver  lesq^oyens  de  contjn|ißr  ees 
Nun,  nie  dem  auch  sein  n»ag>  so  baben 
[  ganz  neue  und   bilcfast  voirsfandige  Be 
upneoprob lerne,'   baupisäcblicb    von    der 
'arten,  und  was  die  vorliegende  lofroduc- 
so,  liünnes   nif:   nicht  anders  sagen,~  als 
nit  allem^   nae 
chlaiid,'  ^e|eisf| 
en  daher,  aucb  I 
in  auf  eine'  nil 
nsehen  Tvitl,  a}« 
rreÜicb  acheini 
imer  gäiiz  gerat 
-Gravier  natu 
erwarten  ist,;  v 


'   VeriDl8chte  Schriften. 

The  Cambridge  and  Dublin  matbematical  Journal. 
Edited  by  Wm.  iTiomsoji,  B.  A..  F.-R.  S.  E.,  Fellow  of 
St  Peters  College,  ßala\ttiSg^ani  Professor  ofNatu- 
ral  Philosophy  in  tbe  University  ol  Glasgow.  Vergl. 
Liter.  Ber.  Nt.  XXXV.  S.  523. 
■  ■  NK  X.  e-tXL  On  Principal  Ates  of  a'Body;  thair  Mtmients 
otlnjertia,  and  ÖistrftoutiftHifli^  Space.  GöffHnuwf  By  R.  ^own- 
Sien-di  —  On  LögMfHhmic  Integraliä  of  tbe  SeCond  ÖMet:  Part  II. 
By  Francis  W.  Newmann.  —  On  a  Problem  in  CombbtatiMi^. 

Cftatiw**:;.  BVkP'i:  %  It,.  ««"»iJtoD.   rt^,On,tI(ei)t»iifcrß»tia| 
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BqQktidns'twhieh  wtcah  m  Dynaraical  Broblinidi  B^W,  G«5*ley.  — 
On'{a.MaUiiph^.Ißteg4fai-<»i^nbcted  wttb  tff  Theorjf  öF  Attrtkctlons. 

$Y  ^y^ML^J\^^^  ^^  Roots    of  JUsebiaical 

L^iia^Aiis..,By  tqe  Hey.  H.  Gooawin..  .— {,  ün.the  forces  €jxpe- 
rienced  liy  •small  Sphefes' ündei*  Magnetic  Influeiice  ;  aiKi  on  some 
^•tl»^  raMdüMii»)  prd««nted  by  Jiiainaghet'Ki^  Sübstawced.  tiy 
WiHiirim  l'hbm«iOn;  f^HtheinÄttöal-Mot^s.  I.  Relative  fo  Mf. 
NeWdtißi.^^er'  on  Lb^äriihf«4«  ^Integral«  ^f  thä  Seeöiid  Order. 
11;  On  the  €%iist|e  Iry  lieMetliod  at  a  Cirde.  ill:  8o1utioD  of  a 
Pr^bldtii  f|t»n  tbe  Steiiatefloufie  papers  fot  1847.  IV:  On  a  sVi^tem 
of  magfietic  ciirves.  (Nr.  XII.  will  be  pubiished  on  tbe  Ist  of 
Noyepb;pr,  1847.).  •.;... 

In  den  Bulletins  de  rAcad'^mie  Royale  des  scien- 
c^4,  des  l^et^res  et  des  beaost-ärts  de  Bel'gfque.  Tome 
XIIl.  II"»«  Partie.  1846.  und  T.  XW.  !«»  Partie.  1847.  (M. 
vefgl..  Literar.  Ber.  Nr.  XXXIV.,  8.  5CK).)  finden. ^ich  ausser  meh- 
rereÄ;  dn)()feren  feineren  Aufsätzen  mid  kürzeren  Mittheilungen  die 
fplgi^^ den  besonders  beächtiingsTi^ertlien  Aiathemati^qben  un4  phy- 
sikalischen Abhandlungen. 


'     I    ,    <      '  «; 


-THimo  XIIL  It?*«  Parti«.  '  Note  )sarlineexteiisioii  ä'un  tina»- 
reme  de  M.  Cauchy,  par  M.  Tim  in  er  maus.  pi.<  17* :  (Es^ist^dito 
das  wichtige  Theorem,  wovon  im  Arobiv«  ThI.  I«  S*.^364.  aus- 
IPÖhrllÖh  Äie  fi^dö  gewesen  lÄt.)  •     _ 

Sur  les  proportions  de  M.  Caiitfield«  4'faei^ule  des  Etats-Unis. 
Note  de  M.  ^uetelet.  p.  356.  .  (M.  tergL  Liter.  Ber.  Nr.XXXIV. 
S.  508.)  • 

Observations  de  la  plannte  Leverrier,  faites  ä  robscrvatbfre 
r,9y4.  4^  Bruxelles.    p.|  340. 

' '  lfot0  «ur  ttne  fohctiop  expMietittelie»  pav  M.  ^aganl.  jp.  SfT. 
J^  lo^It  tlieser  Note  ist  :fdgender :  > 

'-•>«0ati»  tous  Ileus  traites  ^d'ai^afyse  a^^rique  on  a-c($ütame  de 
li*«ittribue»  'a  la  fon^tiön  «xponentteUe  e»  qu-ime  seule  val^^ir,  cor» 
YespoTMkhte  4  cbaque  vaieur  de  ia  variabte  x.  Cependatft  il  est 
ftitfä  4e  prouver  qat  cetbft  fonetion  est  dttäcejpüble  d^  plusi^^rs 
^eyi«:r''4oi^  lenombre  peot  m^^  atterl  nnfinl  '-La  formüle 
^ft<^räle:)qul  lie«  doffne  ftdcit&s  est  ta  ^ivatH«^ 

e'  ~  (1  +  ^p"»  (cos2Ä;ra:  +  sin2k7cx V^), 

I 

m  etant  un  nombre  entier  infiniHmil  grand,  k  un  nombre  entier 
infiniment  grand,  k  un  nombre  entier  quelconque,  et  n  le  rapport 
de  ia  circonference  au  diametre.  On  cleraontre  aussi  que  Ton  doit 
avoir: 

gxv  ~  1  z=  (1  + )«  (cos  a?  +  sin  a:  V"— 1). " 

Sur  ia  disposition  geometrique  des  p^rties  foiiacäes  des  pal- 
miers,  let^e  de  M.  le  cooseilier  de  Martins,  secr^taire  de  la  elasse 
des  Sciences  de  TAcademie  de  Munich,  ä  M.  Quetelet.  p.  351. 
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Tom 6  XIV«  1^  Partie.  Nourdle  dtoonsttatioii^  de  la  loi 
de  r^lprocitö  pour  les  r^idvs  quadratiquesy  par  M.  S  eh  aar.  p»  79. 

'  Sur  les  proportSons  des ,  hommes  ani  se  fönt  remärqner   par 
un  exces  ou  un  d^fant  de  taille,  par  M.  Queteiet.  p.  138. 

Id  diesem  in  mehrfacher  Beziehung  intereeaaiiteD  Aufsätze 
sp^  Herr  Quetelet  u.  A«:  »yOn  rapiH>rte  que  le  Soedois  qui 
faisait  partie  de  la  garde  du  grand  Fred^ric,  aroit  2*"^2  de  hau- 
teur ;  c'est  ä  la  T^rlt^  la  tailje  la  plus  i6ley6€  qui  ait  ^4  coustatee 
d'une  roaui^re  autbentique.  On  peut  donc  ^tre  remarquable  saus 
atteindre  de  pareiiles  proportlons.  ^* 

Nouveiie  demonstration  des  formules  relatives  au  rayon  du 
cercle  osculateur,  par  M.  Pagaui.    p.  185. 

Troisieme  memoire  sur  rinduction,  par  M.  ie  professeur  Elie 
Wartmann  de  GeneFe. .  p.  187. 

Observations  g^odesiqaes  et  magnötiqaes  faites  en  Autriche 
pendänt'  Tann^e  I&IO^   par  M.  Kreil,   directear  de  TObservatoire 


de  Prag  (Extrait  dune  lettre  de  M.  KieiläM.  Quetelet).  p. 286. 

Rapport  sur  un  miknoire  de  M.  Meyer,  relatif  an  d^eloppe 
imetit  en  s^ies  de  quatre  fonctions  (Commissaires  M.  M.  Pagani 
et  Timmer  man  ns).    p.  425. 

Es  sind  dies  irrationale  Functionen  von  der  Form  der  Function 


l^VTZi? 


i  +  W^ 


» 


u^d  ähnlicher. 

Description  de  quelques  appareils  destia^s  anx  d^monStrations 
expärimentales  'daua  les  qoors  poUics;  par  J.  6.  Crahay«  p.  562. 

"  ■       ♦ 

Es  sind  dies  ein  Apparat  znr  Ertänterung  der  Geseti^  alter 
4rten  des,  |iebe|s  und  der  Grundgesetze  der  Statik  ufaerhaUpb  ein 
Apparat  zur.  Erläuterung  der  Gesetze  des  Keils ^  und  em  Appwri^ 
zu^  Erläuterung  verschiedener  aeröstatischer  Gesetze.  Wk  glaur 
ben  die  Vorstdfier  jphysikaliscber  Kabinete  auf  die«e  j .  w\e  66  uw 
j^cheint,  sehr  zwecfemäsi^ig  construirten  und  einen  nehr.  Itusgedeho^ 
ten  Gebrauch  gestattenden  Apparate  aufmerksam  roacheki  zu  mSsstR. 


»  < 


lilterarteclier  Berlclit^ 
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Robertson,  G.  N.:  ArithineMc  Freed  firom  it«  odIv  Imper- 
fection  by  the  Correctioo  of  the  E^roneous  Theories  of  .lEquatioii 
of  Paymeots  by  Burrow,  C^cker,  HattoB,  Keith,  Kersey«  Mal- 
colm and  Sir  Samuel  Morclaod*    8.    1847.    1  sh* 

,  Traitö  g^n^ral  «t  conmlet,  thäorique  et  pratiqucj  du  ealcal  des 
int^rets  composäes  etc.  aa  caicul  des  inter^ts  simples  etc.  par 
L.  Moulio-CoHin,    Paris.  1847.    40. 

Element!  dl  calcoio  sublime^  proposti  da  Giorgio  nob. 'Fos- 
colo,  primo  tenente  DeiP  i.  r.  corpo  degii  ingegneri  Davali>  pro- 
fessore  di  matematica  nell'  1.  r.  collegio  della  marina  di  Venezla. 
Venezia.  1846.    8.    6.  22. 

Elementar  Afhandfing  om  Seriers  Convergens.  Praes.  Mag. 
Carl  Job.  Hill,  Matb.  Professor^  Resp.  Carl  Otto  Natha- 
na«l  Dahlgren.    III.    Land.  1847.    8. 

< 

Metbodus  Cl.  Graeffi  aequationes  tioraericas  altioris  gradus 
solvendi.  Praes.  Carolus  Job«  Hill,. Math.  Prof.;  Resp.  Aue- 
tor  Johannes  Cbristophorus  Tbll.    I.    Lundae.  1847.    8. 


Oeometrie« 


Elements  of  Geometry ,  witb  a  New  Demonstration ,  not  de- 
pendtng  on  any  Postalate,  that  the  Sum  of  the  Angjesofa  Plane 
Triangle  is  equal  to  Two  Right  Angles.    By  J.  D.  1847.   8t  3  sh. 

Th^rie  des  paralleles,  d^montr^e  d'nne  ipani^re  simpte  et  ri- 

riftense,    sans    aucime    consideration    de   Tinfini;    par  AcfaiÜ^ 
efran^ois.    Cherbourg.*  1847.    8.  ,* 

GeometrischeAuslänfer«  Eine  Sammlung  gr^sslenv 
theils  neuer   z^sammeiibtlngender    UebaQgs»iifga1>en 
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för  ansehende  Mathematiker  vod  Johann  Heinrich  Trau- 
eott Müller^  Schulrath  und  Direeljor  des  Herzoglichen 
Kealgymnasiums  zu  Wiesbaden.  Erstes  Heft,  enthal- 
tend 9  Abhandlungen  mit  13Flguren.  Halle  1846.  8.  25  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  hat  bei  der  Herausgabe  dieser  Abhandlungen 
eine  doppelte  Absicht  gehabt  Einmal  sollen  dieselben  denen  eine 
Sammlung  von  Uebungen  —  Uebungsaufeaben  wollen  und  dürfen 
wir  nicht  sagen  — ,  darbu^il^  l^^^I^^A'^^'^  selbstthätig  mit  der 
Mathematik  vertrauter  machen  "uha  äiu  "die  bereits  gewonnenen 
Fun4aw«ä)te  1^.eitei^  ftvll^aueiii  ^olloflT  4afi9K«si^4i^ih^ttgle1l'er* 
lai%Mi->  die  Srimdn*alii>heiten^^der  -Oeometrle  4rt-^eft  vencAledien- 
«  sten  Beziehungen  anzuwenden.  Diesen  Zweck  allein  erfäUen  in- 
dess  schon  die  vielen  Sammlungen  -von  Aufgaben»  die  wir  bereits 
besitzen,  unter  denen  sich  keine  von  den  übrigen  durch  einen 
besonders  hervortretei)4«ptr  -jhx,^  €^gtti(tlmäi|itichen  Charakter  aus- 
zeichnet. Bei  WeiteM'm^  meisten  niei^r  Sammlungen  enthalten 
aber  nur  lauter  abgebrochene  und  vereipzelt  dastehende  Sätze, 
deren  Studium  zwar,  erfreut ,  aber  den  Jüngern  Mathematiker  aller- 
dings zu  zei^trduen  und  an  ein  de^ultörfschesUmbersucfaen  zu 
gewöhnen  leicht  Veranlassung' werden  kanh,  eine  Kiqhtun^,  weiche 
gieWiss.  keineswegs  v.ortheilhaftiist,,  weil' sie  leicht  zu  efnem*  wis- 
senschaftlichen-Nascbeninhrt,  -während  nur  ein'  tfeferes  Elng^en 
in. irgend  einen  besonderen  Gegenstand  gründliph .'fördert. und  die 
'g<ferisn§eThätiekeit  concentrirt.  Auf ,  oks  Letztere  nun  hat  der 
H^r  Vf.  mit  der  vorliegenden  Sammliütg  geometti^C^r'  fJetningen 
hauptsächlich  hinwirken  wollen,  indem  et  gesucht 'hat  ^'  efnen' und 
densiielben  meistens  .sehr  jeinfachen  Gegenstaiid|  nach  den  verschie* 
dehsten  Selten  hih  zu  verfolgen  nod  dan^it' zugleich  zu  nodh  ^ei 
ter^n '  CfniersucJibh^eij  Veranlassung' :iu  geliebJ  Ausserdem  liat 
äf  die  BetrachtiingeO  auch  im  Ein^eltied  noch  inuglichst  giiippirt 
um  zu  einem  geordneten  Studium  die  Hand  tu  bieten  tftid  dem 
Anfanger  die  nutbigeo  .Ruhepunk t.e  zu  ge^vabren. .  Der  Lqfarer, 
der  dieselben  etwa  für  seine  Schfijer ; beuutzein  mj>cht^,i'wüi^de 
auch'  noch  aus' jener' sorgfaItig€ä*n.  Gjfujjpirür^  den'.jyor:theji|j'z^nen 
kunnen,  eine  solche  einzelne  Gruppe'  zum  Gegenstande  emer  be- 
Bohdern- Aufgabe  zu  nracheo,  v^o  es^an  Zeit  fehhe,  deh  ganzen 
Ge^enstaiid  zu' bebandeln.  •  Dass  e^Heh*>die  aufgestellten  Sätze 
bei  Weitem  aum  ||rusiBten '  Theife:  mtn  .sihdi,  >  (AMi&  'iden  '  o&i^n 
Zweck  noch  in  der  Beziehung  fördern,  dass  derjenige,  welcher 
schon  andere  Uebungi^'bficher  benutzt  hat,  bei  der  Benutzung  des 
vorliegenden  nicht  leicht  wieder  auf  ihm  iBiekanntes  stossen,  und 
daher  gewiss  an  deti  Wabrheilbiü  ^fiier- -selbst  seine  Freude 
haben  wird,  wenn  ihm  nur  überhaupt  der  erforderliche  mathema- 
tische Sinn  nicht  abgeht,  ohne  welchen  sich  aber  auch  gewiss 
sqt^op  überbajupt  Keiner  ao*  das  S^udi^.'i^Anes  iBqi^.  w{e  das 
norlieg/enije.i^aoben  wird.  .,  ..  .    ,  !  ,    .    .       .;  ..., 

iMit  dem  letilei^n.  Umstände  steht-  *e  zweltfe^  Absfdhfr'iö'Ver- 
liin^ng^  welche   ikr  IJlefpr  Vf.  ]^:,deic>!QQWisga)l^   8,ej|H^f  mit 

gvos^jr  Bescheidenheit  .Ausläufer,  b^telte^  ,yf^tt^tH\chen..J^9i^fk^ 
aite.  Er  whilte  nämlich  in  dem^eltien  ^^^^^  '  eiie  .J^eihe  >eif0q« 
thümlicher  geometrischer  Untersuchungen  veröffentlichen,  die  ge- 
wiaA  aacb  tür  jeden  •  Ifediemattker  von  Padi''In«eiresdd  bftben-  Ver- 
den; t.  und  sc^r:  ;zo  ^beaetitende^i  iBeftWIge-:  ^iatm>  w^eHieiii   Aosb*o 
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ansereii.WiBaenkdiaftüMerD.  W&bread  die^Btitfaehtöngen  über 
Aie  Vieleckspin  ff  6' (Mr.  I*)  avsschlietiifilich,  imd  die  übet  di^ 
B-igeaschaften  aer  in  dem  Scheiteln  eines  Dreiecks  auf 
d^iisen  Setten  errichteten  Lothe  (Nr. U,),  so  n4e4ie  uibec 
den  Kreis&iisS'fehttit'ti  .  mit  seinen  Beruh ruBffskre<ifiiefi 
(Nr.  HL)  vMTBngsiveise  für  den  JSehüler  Interesse  babdn  dürCfato, 
aber  •  doch  aueh  überhat^t  miobt  wenig  an  sich  BenerkeAswerthes 
darbteteo,  verdienen  gewiss  alle  iSbrigen  Abhandlungen  .eine,, alK« 
^elmeioere  Beaohtmig.  Hierher  gehört  zuerst  der.  Kr«is!i«it 
seinen  vier  eleichgestalteten  Bertihru'ngadteieckeil 
(Nr;  IV.), .  der  cmn:  Gegensatz  snm  Breieck  mitaeineti  vier*Be4 
rfibrungskreisen  bildet,  und,  so  viel  wir  <¥isseo,i  noob  nirgends 
näher  oetrachtet  worden  ist;  ferner  die  zwei  Kreise,  mit 
ihren  zwei  Paaren  gemeinschaftlicher  Berdhriings- 
linien  (Nr.  V.),  die  in  sich  selbst  ihren  fiegeneataf -haben ,  indem 
niaQ  dabei  eben  so  wohl  von  den  beiden  Kreisen,  als  auch  von 
den  beidi^'Littienpaaren  ausgehen'  katin,  deren  Verbiridungsaxe 
der  Durchschiilttsputikte  das  eine  Winkelpaar  halbirt^'  ebeft  H6 
das  Streifendreieck  und  Streifenparallelograniiii  (Nr.  III.); 
worin  .den  geraden  Linien  Streifen  von  beliebiger  Breite  ^bsti- 
tnirt'sihd;  Woraus  sich  eine  Menge,  hier  trufr  ziini  kleineren 'llieile 
aufgestellter  merkiviirdiger  Heziehirtigen  abfeiten  lä^st,  linf|  ^ms* 


die  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Stützpunkte^) 
det  -Viele:cks'ii.mfäii^e  (Nr/  VIU.),  welche  Wsher  noch  ganz 
vernachlässigt  worden  sind,  aber  doch  ausserordentlith  viel  Me^li^ 
würdiges' darbi^teb,  "weshalb  auch  dlsr  Herr  Vf.  mit  besonderer 
ViorlldiNB  bei. die^eo. 'Betrachtungen  verweilt,  und  diesem.  AuJCsatiiio 
^itl  Recht  eine ' gro$jsete  Ausoebnung  gegeben'  bat  Ab0i;.aucb 
die  beideti  noch I übrigen  Aufsätze  über  die  Eigenschaften  4^r 
4Grera.d(eiD9r  welche  die  Winkel  des  volletftndigen  Vi,ei|- 
niokii;  berlb«ren)(Nr.  VI»),  uitd  die  UntersacliufigeQ  über  de^ 
£ehiwafpan;kt  des  DreiecksutiifaOgs  (Nr.  Vul.)  bieten  no^ 
•^ele  bemerbinsf^ertbe  Beziehungen  dan 

Die  Leser  des  Archivs  vsehen  hieraTis,  ein  wie  grosser  Rdch^ 

]^enlig 

ausgez,^icl ^ ^  _.  ,__ .__    ^ 

fieachiung',.  die'ihr  aütJh  gewiss  nicht  entgehein  wird,     ßesondeifs 

werden  auch  alle  Lehrer  aer  IHäl^eil^atik  einen  vfölfachen  höchfe^ 

Zweckmässigen  Gebrauch  von  flem  ihnen.bier vorliegenden  refdien 


.t 


.:..' v*)i.*!lg®fftmb  Jfl|?ichbedeutei>d  mif  ^uhw^ponkt;  weshalb  ^er  Herr 
rVf«.^eV'T?^pic^,$taUpunkt  gewählt  bBt«-  würde  Hier  anseinapderzosctzen 
.SU  weitlaö^g  spih^  und  muss  in  id'er  Abhandlung 'selbst  nachgesehen  wer- 
den.' Ganz  in  der  Kürze  wollen  wir  nur  behieirfcen , '  flnss  er,  bei  ^^ei 
parallelen  Kfi^f ten  einen  Unterschied  macht ,  wenn  die  Kräfte  gleichstlni- 
mig  und'  tinj^cichstimmig  paralM  sind;  iin 'zweiten  Fblie.  mmnlf  er,''sbi 
keni ^ei^iiWieher  Sehwerpiinlt  vorhanden,  nnd  'findet  dadardiVeranlas- 
lJtogV^«e!Benemimig  StötapiHikrieidi«affiiii«sn^ 
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Stofe  macheii  kSmen,  mid  angefaeode  MathttnätilEer  werden  ans 
dem  Stadiam  dieser  Abbandlun^eii  eine  Tortrefflicbe  Uebimg  und 
eioe  gewls»  sehr  fraebtbringende  Vorbereitaeg  za  wetteren  eäiwe- 
rereo  Stadien  «chupfen  kunnen.  Auch  pflicbten  wir  den  von  dem 
Herrn  Vf.  dargelegten  Anaicbtea  über  aie  best*  Art  .malheniati- 
scher  Uebnngen  yoUlcommen  bei.  Blicke  doch  auch  nor  jeder 
Mathematiker  einmal  auf  seine  eigene  Ekrfahmng  xnrjiek!  Dann 
wird  er  sich  wohl  noch  mit«  dem  '^assten  Danke  der  Fruchte  er- 
hinern,  welche  ihm  das  zusammenhängende  Sta^um  jed^ 
Eni  er*  sehen  Abhandlung  trug ,  ganz  abgesehen  von  dem  materiel- 
len Inhalte.  Diese  Abhandhingen  müssen  immer  ond  immer  wie* 
der  von  Neuem. gelesen  werden. 

El^mens  de  gi^omötrie  d^scriptive  etc.;  par  C.  Bertaux- 
Leyillain.    Paris.  1847.    8.    6.  0.  .       . 

Le<;ons  nonvelies  de  g^omötrie  analytique,  pr^ed^es  dea  Sie- 
mens de  la  trigonometrie;  par  M. M.  Briot  etjBoaquet  Paris. 
1847.    8.    7-  «). 

Dissertatio  mathematica  inauguralis  de  Lemniscata 
Bernonillana,  quam  pro  gradu  magisterii  et  doctoratns 
summisque  in  Mathesi  ei  Philosophia  natural!  honori- 
bus  ac  privilegiis  in  Academia  jLugduno-Batiya  rite 
et  legitime  conse4]^uendis  publico  ac  solemni  examii/i 
submittet  David  Bierens  ae  Haan^  Ani.steiodamensis. 
Amstelodami.  MDCCCXLVII.    4. 

4 

In  dieser  viersehn  Bogen  starken  Dissertation  hat  der  Herr 
Vf.  die  ^Theorie  der  Bemoulli'scben  Lemniscate  ^ehr  aasfiihrlich 
und  Toilständig  behandelt,  auf  eine  sehr  deutliche  und  einfache 
Weise  iiach  einer  gemischten  analytisch -geometrischen  Methode. 
Je*  mehr  sich  bekanntlich  in  neuerer  Zeit  die  gro^ieie  Wichtigkeit 
der  L^mniscaten  für  verschiedene  Untersuchungen  ond  mehrere 
Theile  der  Mathematik  herausgestellt  hat,  desto  angenehmer  mnss 
es  den  Lesern  des  Archivs  dein ,  dass  ihnen  in  dieser  Schrift  ein 
Mittel  dargeboten  wird,  die  Eigenschaften  dieser  merkwOrd^n 
Curven  —  wenigstens  der  Bemouili'schen  Lemniscate  —  nament- 
lichst auch  die  neuerlichst  aufgefundenen,  in^  ziemlicher  Vollstän- 
digkeit auf  eine  leichte  Weise  kenpen  lernen  vn  können ,  und 
nicht  erst  in  vielen  in  Journalen  u.  s*  w.  zerstreiiten  eina^elnen 
Abhandlungen  zusammensuchen  zu  müssen.  Der  Inhalt  der  ein- 
zelnen Paragraphen  ist  folgender:  §.  1,  De  Aequatione.  §.2.  De 
Tangente,  Norraali,  Subtangente  ac  Subnormali.  §.  31  De  Radio 
Curvaturae  et  Evoluta.  §.  4.  De  Quadratura  et  Areae  Multiplica- 
tione  ae  Dtvisione.  §.  5.  De  Rectificatiöne  nee  non  Arcus  Multi- 
plicatione  et  Divisione.  §.  6.  Observationes  diversae.  $.  7.  De 
Constructione  sive  Delineatione  et  Generatione.  —  Man  sieht  hier- 
aus ,  dass  nicht  leicht  etwas  Wesentliches  übergangen  seid  wird. 
Zugleich  aber  Ist  die  Arbeit  des  Herrn  Vfs.  auch  nicht  ohne 
Ausbeute  an  verschiedenen  neuen  Sätzen  gebUebeii,  worüber  wir 
jedoch  hier  ausser  dieser  allgemeinen  Andeutung  jetzt  nichts  wei- 
ter sagen  Hollen«  weil  der  Herr  Vf.  die  Güte  gehabt  bat,  diese 
hauptsächlich  ^auf  Neuheit  Anspruch  machenden  Sätase  in:.wkem 
selbstständigen,  zu  dem  Abdrucke  im  Archiv  bestimoiiten  .Aufs^itaey 


welchen  die  Le^or  im  niebetea.  eder  werigsleee  w  emem  der 
nächsten  Hefte  unserer  Zeitschrift  "finden  werden,  zusammen  zu 
stellen  und  grosstentfaeils  mit  neuen  Beweiseu  zu  Tersehea,  so 
dass  dieser  Aufsatz  auch  ganz  unabhängig  ven  der  hier  be- 
sprechenen  Dissertation  verstandlich  und  an  sich  von  Interesse 
sein  wird.  Dass  die  letztere  einen  sehr  erfrenlichen  Beweis  von 
der  sehr  gründlichen  mathematischen  Ausbildung  des  Httrn  Yfa. 
liefert,  und  dass  der  altehrwQrdigen  berühmten  Hochschute,  wel« 
eher  derselbe  seine  Bildung  verdankt,  und  deren  verdienten  Leb«* 
rem  zu  solchen  Schülern  nur  Gluck  zu  wünschen  ist,  bedarf  nach 
dem  Obigen  W4>hl  nicht  noch  der  besonderen  Erwähnung.  -  Wie- 
derholt aber  empfehlen  wir  die  vorliegende  Schrift  zn  allgemeine? 
rer  Beadituug,  welche  dieselbe  gewiss  in  mehr  als  einer  Bealehni^ 
voUkomraen  verdient. 

Amiot,  B.:  Mc^moire  sur  les  points  singniiers  des  surfaoes» 
In  4®.  (Extrak  du  tome  XXI  des  m^^moires  couronn^te  par  l^Acn* 
dänne  de  Bmxelles^    Bmxelles.  1847.    .  t 


Hechanik. 


P  o  1  e  m  i  8  cb  e^s. 

Von  dem 
Herrn  Fnbrikafe-KommisMoaarathe  A«  Brlx  zu  BeriiB*    ' 

Die  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  d^r  ßeodynamik  des  Herrn 
Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professors  an  der  polytedini/ichen 
Schule  zu  Hannover,  enthält  einen  vom  genannten  Verfassergegen 
mich. gerichteten  Angriff,  den  ich  nicht  ohne  Erwiderung  lassen 
darf.  l)abei  werde  ich ,  mit  Vermeidung  jeder  PersonlicnKeit,  nur 
Thatsachen  sprechen  lassen. 

•In  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  6e- 
w^bfleisse«  in  Preussen  vom  Jahre  1844  habe  ich  einen  Aufsatz 
über  die  •  elementare  Berechnung  des  Widerstandes  prismatischer 
Körper  gegen  Biegung  abdrucken  lassen ,  welcher  eben  die  Presse 
verlassen  hatte,  als  Herr  Prof<&ssor  Ruh I mann  zur  Besichtigung 
der  Gewerb- Ausstellung  nach  Berlin  kam,  und  auch  inir  die  Ehre 
seines  Besuches  s<;he^kte. 

Bei;  einer  solchen  Gelegenheit  erbat  sich  derselbe  ein  Exem- 
plar dieser  AbkEmdliung,  vorgebend,  er  sei  eben  mit  der  Bearbei- 
tung der  zweiten  Aufti^e  seiner  Geostatik  beschäftigt,  und  da  er 
gerade  bis  zu  dem  Kapitel  über  die  Festigkeit  der  Korper  gekom- 
men sei^  so  wünsche  er,  dabei  meine  Arbeit  über  diesen  Gegen- 
stand bfjnutzen  zu  dürfen. 

Naifirlich  nahm  ich  nicht  den  mindesten  Anstand,  diesem 
Wunsdbe  sofort  zu  willfahren ;  denn  ich  durfte  biUig  voraussetzen, 
däsfif  ,H^rr.  Professor  Ruh  Im  an  n  nicht  unterlassen  wurde,  schidc- 
lieber  Weise  seine  Quelle  zu  nennen«  Als  mir  daher  die  im  folgenden 
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JAllr6'b«faiisgelMiiMM«&  2wei)^  Aufli^  isetnes -Baches 'su flätuleii 
känl'und  ich  In  demsetbitii  meine  Arbeit  wfrktidi  bemitzt  fand,  so 
imr  ieh  nicht  wenig  erstannt,  statt  alfef  Qnellenasgahe)  in  der 
2tageh&i4geii  Votrede  Folgendes  sn  leAcbe 

.,  ^ In  'Bezug  aiif  Darstellungs weise  als  Qßu,  durfte  besonders 
„das  K;u>itel  über  die  Festigkeit'  der^  Korper  erscheinen;  eine 
yjinochi^nrige  Vereinfachung  scheint  mir  hier.»  ohne  def  nothuen* 
,f aige'o  .msseDfi^cha^^^  fiegründung  zu  schaden,'  beinahe  ud- 

^  möglich. ''^     .; 

Ich  was  ihierfiber  um  so  mehr  erstaunt,  als  Herr  Professor  R  ii  hl  - 
ma^nn- selbst  mb  dieses  Buch  mit  ^nen  Begleitschreiben  voller 
HOflldikeltai  zugesandt  hatte!  —  Und  deshalb  wird  man  es  be« 

t reiflich  finden,  wenn  ich  ein  gewisses  menschliefaesG^eföUiNeht 
berwinden  konnte,  sondern  demselben  gelegentlich  Worte  lieh, 
indem  ieh  mich  in  einer  Note  zu' einem  »Mlem  Aufsätze,!  ^ler  im 
flToften  Hefte  der  vorhin  genannten  Verhan^hingen  vtaftii  Jahr  1845 
abgedruckt  ist,  fOr  die  Ehre  bedankte,  die  etti  !aiiSi(i'^Srtiger  Pro* 
fessor  der  Mathematik  mir  durch  Benutzung  meiner  Abhandlung 
über  Biegung  prismatischer  Korper  in  seinem  Leitfaden  der  Geo- 
statik  erzeigt  habe.  Dabei  erwähnte  ich  noch,  vollkommen ^er 
Wahrheit  gemäss:  ^,     .^        ».r 

1)  dass  der  Verfasser  mit  mir '  von  *  derselben  Gnindansicht 
ausgehe; 

2)  auch  die  vop^ir  gewäWt^a  Qeiapiele.-Iienutze ; 

3)  in  der  weitern  Ausfuhrung' aber  darin  von  mir  abweiche, 
dass  er  nach  dem  Vorgange  von  MI n ding  die  Theorie  der  Kräf- 
tepaare iai  iAaWendnb^  bringe: :  VaäMiüg  wtende.  mlMii-n'.aa  schliesst 
meine  sehr  glimpfliche  Aeusserung  -^  seine  Verfabrungsweise 
ftt  i»ev  nnd  elgeothflinlidi  erUSren^'  wie  ei<  Ss  la  der  ^bvrede 
meines  Buches  heansptttche !  .<.  . 

11 '  Diieise  .Note  |iat  den  Eingangs  erwäbotea  Augriff  des  H^rro 
ProPessors  Ruhlm^DD^  g^g^i^  michh  beirorgerufen  ^  was  i<;h  ^ur 
nähern  Aufklärung  des  oachverbältni5se$  uih'sQ  me|ir  vorausschicken 
musste,  als  die  Verbandlungen  des  hiesigen  Gewerbe -Vereins  in 
^er  wissenschaftlichen:  Welt  Aur  weni^ :  geksaiM  sein  mSgen.  Ich 
:^ehe  nun  sofort  auf  eine  Erörderang  der  Arewmento  sluy  die  Herr 
Roh I mann  vorbringt,  um  ^ie  in  -meineir  Note  denn  ausnäUrtigen 
'Professor  ^  als  welchen  er  sich  bekennt  ^  msmachten  Vorwfiife 
tu  widerlegen.  "  •.....,. 

ad  1)  behauptet  Herr  Professor  Ylünlmann,^  ieh  sei  in  mei- 
ner. Abhandlung  über  die  Biegung  prismätiischef  Korper  nirgend 
i^titt  einer  Gfundänsfeht  basgegafH^eo, '  w>bl«fa<i  '^nkht  sc&on  von 
Poncc^let,  Navier^  .Moseley  n;  A;  (in'  elhet<  'AWmötioing  wird 
iioeh  Kwppler  genatinf)^ aufgestellt  woi^etf'wttre.     '    \|''', 

*,,'..Ä|i^*,. dieser  behi^uptiing.  deren  Kichtigk^  auf  sich 

behihen  möge,   wird  aber  die  eigen tlich^e  ]Prii,ge^  Umgang^;-  denn 
dass  der  Herr  Professor  eine  von  mir'  atiVeicnende   Grundan- 
titMtd'zim'  Att^gaLfifi^ptt^  hätte,  'wird^iiifthl?  gesagt. 

Somit  !gl«bt  er  also  implicils^u,   in  ili^er  BeziftMrng  lialWe&r 
mit  mir^>  oder —  W«eaii'  es ^m  lieber  Ist  -^'itfit><}isiNHi^2aiideJrn 
'SbhtMtsteHern  ^faeivfemmstMmSrii     Poiglieli  ist  «r  eiogiM^&tiideber- 


_.  d-m    Prinap  [«einer.  EnMeM"»9  (?t-'1^3--,;62.dflf 

Geobtaüb),  d.  h-  in  der^nenutoung  dtr  'L'rägli«jtF>n>oHieote:un<l.de{^ 
Sab««  von  der  Kediwth»)!' derselbe»  auf  parallele  \fyi<«9n/'>iit;bt 
1)60,1  —  firinfft  natldvinit  in  ^saimnenbiw^t  vM  am  l'rble^pr 
Rfi-blmann  Bd  3)  zm^i^i^  da««  nauUch  Miindiiai;  die^^lßiclfujfj- 


Kidi  dfitch  eigener  V^rglfeidnin)^  ,za  äberz«itge6,  ob  und  m  nMtxt 
iKe  1d' meiner  A^Jt^ndlong  vorgetragene  fiehBodltrli^  de^  Blsgaogc- 
j^hähonterDS  !q  Jeaen  W^ken'pin  Vorbild  bat  QndeO  kobden.  '  :. 
.  ,  ad  2)  Mgt  Hfrr  Professor  Hählmann  nur,  die  in  seinem  ßncbe 
(lenatTlea:  Beispiele  seien  nicht  Tpo  mir  er/upden,  T^omiijet  also 
i(ieii^«B  Voi;wisf:  ^aea  er  die  von  mir  gewSblteti  Be^epielö 
fr,«ilMtit  babe,  geoQgeqd  er|cdigt  zu  bsben  glaubt.      ^,  [,^ 

'■'■'■  Nicht  also  —  nach  ineiner  Ansichtf  Vielmehr  muds  kh  xSt 
Tpltatfindieed  Erledigifng  dieses  Punktes  den  Herrn- Phtfesaih'Rübil^ 
mann  scBoli  nm  dfe  genaue  Awnibe  der  Quelle  bitten',  vaa  ntir 
ober  er  die  bei  ihm  anter  Zus.  2.  zu  ^.  114.  und  ebenlails  nntet 
'  Zi|t<.  SL;  zu^,  )15.  seiner  Geg^^tik  vorko^mendeDi  Aufgaben  ent- 
noiuneB  bat    Dieselben  finden  sieh  im  meiuäi  Abbandlung  be^fif^ 


*).W<|lcber  die  BicIOigkeit  vulULommen  bez^qgt  nnd  cn  Tertreten 
bereit  i«i.'    '  "  ■;  ■■■,"'         «•    ■ 

'**)Be1  dieser  Gele^beit  will  felv'nntor'AnddrM  m»  daraaf  m& 
iner)[»>rti  maehen,  da»  in  dem  fraciinhen : Hefte  dia  bei 'Hcmi  Bliblr 
m  aan  neCer  ^,  Uw.  enthahene  AnTgtfbe  in  f^cb«  Bidiandlnnst^v^fp 
noter  $,  B.  wrgclragen  iU)  dna  ebenui  dta  Bantt»angi_^er  Tgr- 
■  ia»i*id^rKlmndei  ia  beiden. Sehn ftffl  aaf  g4ns  gIeicb|f^^i■e,..njUIl- 
IUbl  mit  ZniiahuaK  d«<.  Tr4Kheit8mfqit«]t«,  -difrchgefüfart,  <wirdt  daM 
ferner. S.  138.  bei  llühlmanli  pnd  $.  60.  dei  geiichri ebenen  Heft««  WA 
P'ärü|I*'l>i<^t^«<linn  dieneMi«!,  «in  Auidtvcli,  Jen  iah  lastk  gebaucht 
Mi  det'>engfl«Uh^  HMHMHinjviiDaifaxleni'  nacftg«bildM  l|8M  tiiHM 
f:«i*t  dEeAii'eigentllümIbHe*  Zd^mamiti^ffail,  dM  Jchl.nqfi^ffMk 
hbrkcnirliebei  .«Biiä»^*wifligew.>ir«9tiB::geJteBi^lK^f  B^fcigWiPffQ 
gea,  wie  die  obige,  gekichert  eq  lein.  ^'j   <!'jij 
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ndi  unter  (.  11.  vnä  §.  10«,  die  zweite  aber  aasserdem  noeb  in 
dem  beigefügten  Vortragshefte  unter  $.  18.,  wo  die  nSchstfolgen- 
den  §§.  noch  Mehreren  dergleichen  enthalten.  Dass  diese  Aufga- 
ben aber  vor  mir  schon  von  andern  Schriftstellern  behandelt  wor- 
den sind,  mo^e  Herr  Professor  Rfihlmann  speciell  nachweisen, 
wenn  er  mir  die  Priorität  bestreiten  will. 

Als  characteristisch  für  die  Beurtheilnng  der  in  Rede  befind- 
lichen Sache  fähre  ich  ferner  noch  an,  d^s  der  genannte  Verfas- 
ser der  Oeostatik  meiner  mfindlichen  Mittheilung  auch  die 
Aufgabe  verdankt,  die  er  in  dem  Zusätze  zu  §.  103.  mit  einem 
Krähepaare  einleitet,  dann  aber  bis  auf  Weiteres  auf  sich  beruhen 
lasst.  Dass  dieses  Kräftepaar  22  Seiteii  weiter  (in  Zu^.'^S.  zu 
§•  114.)  nichts  Anderes  als  ein  falsches  Resultat  herausbringt,  ist 
nicht  meine  Schuld,  sondern  allein  der  eigenthiimlichen  Betrach- 
.^ngsweise  beizumessen,  welche  unwillkfihrlich  an  das  engUsche: 
i  ^,8ome  Professors  are  meje  Gnessers^'  erinnert!  —  Diesen  um- 
stand übetginj^  ich  früher  absichtlich'  mit  Stillschweigen,  als  ich  die 
fragliche  Aufgabe,  da  sie  für  die  Pra^iis  von*  Wichtigkeit  ist,  zum 
Gegenstande  einer  besondem  Abhandlung  machte,  die  in  den 
Verhandlungep  des  Gewerbe* Vereins  vom  Jahr  1845  und  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl  VII.  8.  288. 
XU  f.  abgedruckt  ist.  Hier  mnss  ich  aber  noch  einige  Worte 
darfiber  sagen: 

Heir  Professor  Rühlmann  findet  nämlich  üur  die  absolute 
Festigkeit  eines  Cylinders,  wenn  die  zerreissende  Boaft  in  der 
Mantelfläche  wifkt>  den  Ausdruck  Q==^ipmr^  (welcher  noch  dazu 
aus  der  Gleichung  Q'^lpmr^==^p7tr^  (oigeu  soll!),  anstatt  dass 
diese  Festigkeit  durch  IpTcr^  ausgedruckt  wird.  Eben  so  ist  die 
yon  dehi  genannten  Herrn  in  der  zugehörigen  Note  (S.  158^  für 
/  ein  Parällelepipedum  angegebene  Formel   Q={j96A  falscli!    Sie 

'  muss-  Q^=lp.oh  helssen,  was  dann  auch  mit  Tredgald  überein- 

stimmt, welcher  freilich  bloss  den  zuletzt  erwähnten  besondem 
Fall  im  Isten  Bande  der  Tran^act.  of  the  Civil  Ingeneers 
behandelt.  Man  yergleiche  hiermit  meinen  zweiten  Aufsatz  in. 
den  genannten  Verhandlungen  von  184$,  wo  auch  auf  Tredgold 
Bezug  g^iommen  wird. 

Schliesslich  noch  ein  Wort  Aber  ein  offenbar  absichtliches 
Qui  pro  quo,  welches*  Herr  Professor  Rühlmann  sieh  m- einer 
Anmerkung  zu  seinem  Angriffe  gegen  mich  erlaubt,  indem  er  sich 
wortlich  aUo  ausdrückt: 

Zur  fernem  Characteristik  der  fraglichen  Sache  kann  noeb 
dienen,  dass  BriJi  in  §•  24.  seiner  Abhandlung  von  1844  Tred- 
gold tadelt,  well  dieser  die  zulässige  Durchbiegung  nicht  auf 
rationcdle  Grandsätze  zorfickgeführt  habe,  und  desnaib  dafür 
{.  24.  einen  Ausdmck  ableitet,  der  genau  derselbe  4s t,  wel- 
chen Tredgold  selbst^  in  s^dnem  Stren^th  of  Gabt  Iren 
9.  87:  entwickelt  und  §.  174.  etc.  auf  praktische  Fälle  anwendet  !'* 

Wer  dies  so  bona  fide  liest  und  meine  Abbi^dlang  nicht  zur 
Hand  hat,  um  selbst  zu  prüfen,  wird  kaum  auf  den  Cfcdankea 
kommen,  dass  die  bei  obiger  Darstellaiig  beobachtete  Methode 
zu  denen  gebort  welche  die  hSftichen  Franzoseneorrig-er  lavi^ritö 
nennen! 


ff 
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D  Dod         ZuvOrderst  ist  die  Bühlina,Dn8clie  Angabe,  ich  hfitte  Tred- 
;lig{^i(goid  deshalb  getadelt ^  weil   er  die  zulässige  Biegung  auf  ratio- 
seii  nelle  Grundsätze   zurückzuführen  unterlassen    habe,    nicht  in  der 
KJelti  Wahrheit  begrfindet.    Ich  habe  nur  dine'einzelne,  Ton  ilmi  her- 
ehvB  rührende  praktische  Regel«  welche  —  gestützt  durch  seine  Auto« 
rität -^' selbst  lii   ganz   neuen  Werken  über  Mechanik  noch  als 
,,  allgemein  gültig  angewendet  wird,  als  unrichtig  bezeichnet,  ulid 
das  mit  Recht,  wie  jeder  Sachverständige  mir  sicberHch  zugeben 
wird.     In    seinen    Elementary    Principles,  oiT   Carpentry, 
London  1820,  giebt  nämlich  Tredsold  die,    späterhin  von  ihm 
nirgend  wiederrufene  Regel,    dass    oei  horizontal  liegenden  Bal- 
ken ,  welche  an  beiden  End^i  .iiinterstützt^  Vnd  in  der  Mitte  belas- 
tet sind,    die    ohne  Nachtheir  zulässig^  Senkung  der  Mitte  auf 
jeden  Fuss  der  Länge  y^Q  Zoll  betragen  könne.    £r  setzt  also  die 
fragliche  Senkung  einfach  der  Länge   proportional ,   ohne  auf  die 
übngen  Abiuessungen  der  Balken  Rücksicht  zu  Aehiuen^und  ^bls 
i^tjes«  i^as  Ich.nioht  als  richtig  anerkennen  Jkann. 

Nach  diesem  Widerspruch  gegen  Tredgold  leite  ich  nun- 
mehr in  §.  24.  meiner  Abnandlung  allgemeine  Ausdrücke  her,  um 
bei  prismatischen  Korpern  die  zulässige  Senkung  für  jede  Fonn 
ihres  QuerschnUtes -zu  bestimmen,  Aus^üdke,  welche  sich  bei 
Tredgold  nicht  finden.  Dieselben  werden  demnächst  in  §.  25. 
auf  parallelepipedische  Balken  angewendet,  wo  sie  auf  das  Gesetz 
fuhren^  dass  bei  solchen  Körpern  die  gross te  Senkung  sich 
dir^ct  wie  das  Quadrat  der  Länge  und  umgekehrt  wie 
die  Höhe  des  Körpers  verhält;  aber  nirgend  habe  ich  gesagt^ 
dto»  ich  dieses  Gesetz  als  neu  betrachtet  wissen  wolle.  Das 
konnte  mir  um  so  weniger  einfallen,  als  mir  sehr  wohl  bekannt 
war,  ''dassienes  Gesetz  schon  in  dem  bei  uns  allgemein  Terbrei- 
teten  Handbuche  der  Statik  fester  Körper  von  Eytelwein  (§.456.) 
auf  gleiche  V^eise  vorkömmt,  der  Strengthof  CastlroH  von 
Tredgold  und  anderer  Werke,  die  dasselbe  vielleicht  auch  est« 
halten  mögen,  nicht  zu  gedenken. 

'■'.'.  J)\e.  vorstehend  dargelegten  Thatsachen  werden  hoffenälch 
geVidgen,  deü  .Angriff  des  Herrn  Professors  Rühlmann  in  seiher 
Wahrend  Gei^täit  erscheinen  zu  lassen.  Ich  überlasse  es  jiünmehv 
getrost  dem  unbefangenen  Urtheil  eines  jeden  Mannes  vom  Fach, 
qin^^ .Polemik  der  besprochenen  Art  gebührend  zu  würdige^. 

.     mB erlin  im  November  1847. 


Cours  de  M^canigue,  ou  R^sum^  de  le^ons  sur  la  dynamique, 
la  ^ätique  etjeurs  applications,  ä  Tart  de  l'ingeiiieur,  pac.J.  B. 
B^fäTig.er*  Premiere  partie.  Dynamique  et  statique  g^n^Sraks 
Hydröfi[tatiqfle.    Paris.  1847.    8. 

—     // ' ,       '  i 

,..    imemeuti  dl  Mecanica  e  Dldraulica,  di  Giuseppe  Ventu 
roli.'  «Settima  edizione.    Vol.  .1.    Milano.  1846.    8..  o.  10;  - 

/..    ■    r       '     '  '  •  .  ...  .  • 
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Astronomie. 
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Sh  J.  T.  W.  Hetschel:    Results  of  AstroiMMnical  Observa- 


Royal  4^.    U  4.  4  nh. 


4«   »    ^ 


P  li  l'  »■■%  k. 


^t^^^A *  ■■  fc * 


li^robök  i  Elementemö  i  Fysiken,   «tgiftren  «f  A*  Th.  Ber 
Ittä,  Ph.  Mag.  Astrop.  Doc.  wid  Unsato  Akad.    Pdmi  Delen. 
Itockholm.  1847.    80.    3  Rar.  ^ 


iTerüiiscIite  Scbriften. 


«■lU.     li> 


NÄVt  Cömmentarit  Äcactemiae  ft^ieotiaram  Instltati 
BobonietiBi^*  Tomus  sextus.  Bopoolae»  1844.  EkthSlt: 
P^  triCallegari:  De  usu  subtractioois  et  divisionia  exteDteado 
ad  tioimaflas  praesertim  propositiones  demoostrandas  lealameB.  »-^ 
Tbmns  septimus.  Bononiae.  1844«  Enthält  AI o^sii  Ca;si- 
II etil  Dbqaisitiones  analyticae  super  aequatioBibaa  trinondaUbiis 
fonnae  JEa^J:  JLrJ:JS=:0.  —  Julii  Bedettt:  De  revoiatiÖDibiis 
düorütn  corpomm  se  mutao  trahentioia,  diesertatio.  Aleyaii 
Cai^ihelli:  De  aequationibus  algebraicis»  <||!aanim  radices  cob« 
stant  quatuor  elementis^  diss,ertatio.  > —  Petri  C allegar i:  Aliae 
liolMiiillae  applicaidones  cak«iti  symbolici,  quo  subtractionis  et  di- 
Tiaiimis  asiun  in  doctrlna  Daineroniiii  et  aequationum  juvari  et 
eitteiidi  passe  deratMUstratar. 

•  r    •  •  * 

w 

T^e  €a.mbridg«.  aad  Dublin  malhemattcal  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R.  S.  K,  Fellow  of 
8t  Peters  Colle^e^  aod  Professor  of  Natural  Philo- 
sophy  in  the  University  ef  Glasgow.  Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  XXXVIII.  S.  558. 

.  Nr^  Xn.  C^  Prtnctpal  Axes  oT  a  Body^  their  .Monnenta  of 
loertia^  ^ud  Di^rfb^iön  in  8pace.  Cpntinued.  By  R.  Tewn» 
8«nid/  -*-  Notes  en  Descriptive  Geometry.  No.  11.  ByT*  S-l>*- 
vies.  —  On  the  theory  of£lliptic  Functions.  By  A.  Cayley.  ' — 
On  certain  Algebraic  Functions.  By  James  Co  ekle.  ^--  On  Con- 
jugate Hyi^erbotoidd;  By.Tfaiaina«  Weddle.  ^  Notes  inn  Hydro- 
dynami<|$k  By  William  Tbiymson.  -^  Maflie^atica!  Nöte.  On 
the  maximiun  or  minimumpropertyof  beiden t  and  Reflected  Rays. 
(No.  Xin.  will  published  on  die  ist  of  February  1848.) 


. »     '    .^    • 
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JLIterarteelier  Berlelit. 


Schriften  ftber  Uniterrlclits-lllel'liofle. 


Zwei  lesenswerthe  Au&atze  über  die.Af.ethode  deli  mathe- 
matischen Unterrichts-  nebst  Proben  einer  schul'mSs- 
eigen  Entivickelung  der-  Geometrie  von  Herrn*  Qoct^ 
Tn.  Wittstdin  in  Hannover  finden  sich  in  Mager'8:  nädaeo- 
gischer  Revue.    Achter  Jahrgang.    S.  1--30  und  S.  297 --323; 

Die  höheren  technischen  Schulen  nach,  ihfor  Idee 
und  Bedeutung  dargestellt  und  erläutert  durch  die 
Beschreibung  der  höheren  technischen  Lehrauiftalten 
zu  Augsburg»  Braunschweig»  Carisruhe»  Gassei,  Darm- 
stadt, Dresden,  München,  Prag,  Stuttgart  und. >yien^ 
von  Dr.  Friedrich  Sdboedler,  Lehrer  d^r  Na^urw.i#seiir 
Schäften  am  Gymnasium  zu  Worms»  Braunschwfiifir.  1847. 
8.    20  Sgr. 

,  Alle  die,  welche  sich  fiir  die  Organisation  und  den  Fortschritt 
der  in  unserer  Zeit  so  wichtigen  technischen  Lehtanstalted  inte- 
ressiren,  müssen  wir  auf  diese  Schrift,  namentlich  wegen' der  in 
derselben  ziemlich  ausföhrlich  mitgetheilten  Lehrptäne  u.  s.  W\, 
einiger  der  bedeutendsten  und  berühmtesten  technischen  Lehran- 
stalten in  Deutschland  aufmerksam  machen.  Es  sind  atfch  die 
Namen  der  an  diesen  Lehranstalten  wirkenden  Lehrer,  ihre  'Etats 
u.  s.  w.  angegeben,  Notizen  über  die  betreffenden  Gebäude  bei- 
gebracht u:  s.  w.,  so  dass  man  allerdings  aus  dieser  Schrift  ein 
recht  anschauliches  Bild  von  den  auf  ihrem  Titel  genannten'  An^ 
stalten  erhält  '     .  '  ' 


'»  '••! 


Aritlimetik. 


Lehrbuch  der  Arithmetik.    Zum  gebrauche  für  die 
oberen  Klassen  von  Gymnasien    und   höheren  Bötget- 
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schulen  bearbeitet  von  Dr.  G.  Radicke  (j-etzt  aasseror- 
dentlichem  Professor  an  der  Universitfit  zu  Bono)* 
Coblenz.  1847.    8.    224  Sgr. 

Dieses  an  die  Darstellungsweise  von  Obm  sieb  anscblies- 
sende,  aber  doch  auch  in  mehreren  Stücken  von  derselben  ab- 
weichende und  einen  eigenthfim liehen  Gang  befolgende,  Lehrbuch 
der  Arithmetik  verdient  von  den  Liebhabern  dieser  Methode  beach- 
tet zu  werden. 

Notice  sur  une  mäthode  ^löroentaire  de  r^sondre  les  ^qaations 
num^riques  d'un  degrä  quelconque  par  .  la  sommation  des  series. 
Par  C.  A.  Agardh,  Ev^que  3e  Cärktaid,  et  des  Ord.  Roy.  M.  de 
r Aci4  d.  sc,    CafUtad.  1847,    8.   10  Sgis    - 

Logarithmisch  -  trigonometrisches  Handbuch,  wel- 
ches die  gemeinen  oder  Briggischen  Logarithmen  für 
alle  Zahlen  bis  108000  auf  sienen  Decimalstellen,  die 
G^u^s'ifpiien  Log^rjthpieni.die  Logarithnien  der-trigo- 
iriiTnöt^tseh^tt  Ftn»ct4e'Beß^ Mop  zehn  'ZH  zeb«  «Secunefen 
für  die  neun  ersten  und  neun  letzten  Grade  des  Qua- 
dranten und  von  Minute  zu  Minute  für  die  übrigen 
O^ade  deisselb«^,  goniometrische  Formeln  und  einige 
atld'ebe' matbeni'atisohe'Täfeil'n,  die.  oft  gebraucht  wer- 
ilew,'^  entbärlt;  Heraüsgeg'eben  von.  Heinrich  Göttlich 
Köhler,  Dr.  Phil-  und  Privatdoceotenzu  GSttingeri.  Ste- 
revitypäusgahe  erste-r  Abdruck.-  Leipzig;  ¥trLag  von 
B^rnh.  Tauqhuitz  jun.,1847.    1  Rthlr.  7^  Sgr. 

biei'  Inhalt  dieser  Tafeln  ist  auf  ihrem  Titel  sch^Vi  soausfubr- 
liidh  an^geben  worden,  dass  Weiteres  darüber  zu  sagen  nicht 
nöthig  ist.  Auf  das  Rühmlij[*bste  müssen  wir  aber  ihre  Süssere 
Aussmtufig  anerkenfnen,  in  welcher  Beziehung  dieselben  den  Ver- 

SlMch'.ntlt  allen  andern  Tafeln  nicht  nur  aushalten  können,  sob- 
.ehr  «dbsCdie  nreisteü  bei  Weitem  übertreffen ,  wofür  auch  schon 
der  NäiiH^  der  berÜimteh  ¥erlttgshandlung  hinreichend  büi^ 
Diese  Tafeln  sind  mit  Stereotypen  gedruckt,  und  um  sie  mit  der 
2^it.g4Qz  fehlerlos»  zu  liefern»  .hat  die  Verlagsbiipdlung  auf  die 
Ejp^^QPHf^i^  ^ii^s  j^den  Fehlers  einen  Preis  von  einem  Louisd'or 

giset^tf, ,  Die  Herren  l)r.  IjLUnl^r  l^i  Gvttingpu  Dr»  Jahn  und 
r.  Michaeliisi  in  I^eipzig  sind  als  :$chiedsriciiter  ernannt  und 
dje  Fetil^r  :0plLen  dann  in  i^nsenin  iLi;chive  bekannt  geiuap^t.  wfX' 
den»  ^f^zq  wir  die  I}and  zp  bieten  ^ehr  gern  bereit  sind^  auch 
für  mOffivd\$Uiyerbreitui)g,dfr.Bel«ai>ntmachungen  durch  mehrmali^eo 
J^oflteofrei^a  A(idruckders^(b^f^ ^orge  tragen  werden.  Jedenfedls sind 
4i/^sf\  i^ehjr  i|c|i<inßu  X^(*ßlp  ^ui^'h.  il^^ß^  lAtialtes  wegen  (sie  enthalten 
4^chi,e|^l^  Tafel  4er  natürlichen  Logarithnven,  eine  Tafel  der  Priiji^ah- 
len,  eine  Factorentafel,  eine  Tafel  der  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  von  1  bis  100 ,  Quadrat-  und  Cubiktafeln  und  mehreres 
andere  Nützliche)  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  beson- 
ders zu  empfehlen.  Der  Preis  von  1  Rthlr.  7^  Sgr.  ist  gewiss  bei 
der  schonen  Ausstatt|i|][g ;|i[r;^iiie(Mg^|^t6llt,  aU  es  nur  irgend 
möglich  war ,  so  dass  auch  in  dieser  Bezfenung  nichts  zu  wünschen 
übrig  bleibt. 

•  >   Matheymatlsche  Abhandlungen,   besonderBEus  dem 
Oebleie   der^^hohern  Avithmetik  und    der   BÜiptischen 
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^  

BaiictioneDy'ir>n  Dr. 'G.'EUehfirt^in,  PriH^at-D'ö^^^n'teit  ab 
id'er'Unit'ersität  su  Bierlin.  Mit  einer  Vorrede  von  Prot 
Qr.  G«u»8.    Berlins  1847;    4;    3  Rthlr.  lÖ  Sgf/ 

Diese  in  dem  vorliegenden  Werke  gesammelten 'Abhandlungen 
f»iii4  sch^  frühe!' in  Crelle's;  Journal  erfiialäenen:  Ihr  Ipfaalt  äst  folgen- 
de;!^,; l.  Ajl^epieine  Unten9U€huiigen>  übet  die  Fj>cm€^n  dritten  Bra- 
kes; mit  drei. Variaboltii  vreiche  der  Kreietbetiüng  ihre  fintstehnng 
vi^r4anken*  -7-  2^  Appllpattbna  de.  TAlgöbre  ^  l'ATitbm^tiqn&  tran- 
scendante..  -^  3..  Beiitäge  zur  Theorie  de»,  elliptischen  Funötionen. 
I.  Al)leitung  ()ea  biqu^ratischen  FündamentaltJbeorbms  wx%  der 
Tbeorie  der  Leinniscatepfünctiooen^  nebnt '  Bemerküfagen  zu  den 
Multiplications-  und  Transfociu^tionsfornfeeln«  .  IL  Neuer' Beweis  der 
AddVtionsformela.  IIL  Fernete  BemerJcungen.  zu  den  Trafasforma- 
tiqpsformeln.  n—  4.  Notb  über  Partlalbrüche.  -^  5.  Theorema.  — 
ä.  Nene  Theoreme  d<^r  höbern  Arithmetik.  *-*•  7.  Beitr%«  zur  Tfaeo- 
pe.der  elliptischen  Functionen.  IV,  Ueb^r  einein  allgemeinen  Satz, 
\yelcher  da^  Additionstheorem  für  elliptische  Functionen  ab  spe« 
^i^llen  Fall  enthält.  Y.  Ueber  die  Differentialgleichungen ,  welchen 
der  Zähler  und  der  I^Qfiner  bei  den  elliptiBcben  Transforroatlon»- 
formein  genügen.  VI.  Genaue  Untersuchung  der  unendlichen  Dop- 
pelproducte,  aus  welchen  die  elliptischen  Functionen  als  Quotieu- 
tQi^v  ^UsamlnQngesetzt  sind  9  und  det  mrt  ihnen  zusammenbangenden 
Dqppelfeihen  (als  eine,  neue  Begründungsweise  der  Theorie  der 
ellipti^phen  .FuniDtionen»  mit  besonderef  Berücksichtigung  ihrer 
Analogie  zu  d^n  Kreisfunctionen).  —  8.  Aufgaben  und  Liehrsätze. 

Zur  Theorie  der  Eulerschen  Integrale.  Von  M.  A. 
Stern.  Abgedruckt  aus  den  Guttinger  Studien.  1847. 
G<>tt4ogien.  1847.    8.    7i  Sgr. 

../,.Pi^{sieAl>handlung  enthält  tbeils  n^ue  Abl^itungem  f^Qhon  be- 
Vanöt^r  l^ätze  von  den  Eulerschen  Intßgr^en,  theils  gap3  neue 
$[itze^  theil4  Veüallgemeinerungen  bekannter  Säts^c^».  und»  mi^^s  den 
)^athemat)keVii  a^ehr  fur  ße^^  IJbr.ep  In- 

halt ^i)^(i||irMcper,  asiziigebep^  ist  leider  an  diesem  Orte  nicht  mög- 
Jich»  weil  dazfi. ein  zu  grosser  Raum  in  Anspruch  ^enoipolefi  w€r« 
den  ^ür4e,.  auch  zu  viele  Formelp  bisher,  gesetzt  werden  mfisfl- 
ten«  was  deiPt  Zwecke  der  Litqtasi^cfaen  Berichte  nicht  ent^pridit 

Otto,  F.,  Beitrag  zu  den  Anleitungen  zur  Ihte'gratioh  d^r  Dif- 
ferential -  oder  Ableitungs*Gleichungen.  A.  u.  d.  T.  *  Ersteh.  Fpr^- 
«et^ung. der  Bemerkungen  über  den  Einfluss  der  Umdrehung  der 
Ai'tlHerie'-  Geschosse  auf  ihre  Bahn,    4.    Neiss.6.  1847.  .  4^  KjÜ^lr. 

•  '-«'   '•'  '^'■■'    •  ■'  "  '■  •  '  •  -1 

'  ctieitfäd^ti   4er   Elementar -Geometrie   für   die.  obigen  Cl^sfn 
einer  Bürgerschule.    Berlin.  1847.    27  Ngr.         :'    ,  :   , 

•li^br/bucfa    der   reinen    Elementav-G'eo-nietTif    zt^ini 
^tfifetitlicben  .  Gebraucke    und    Selbstunterrrehte.'    Her- 

40* 
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.f^.Pft9?S^b.efi  von  Joaepb  S,a|ojnön,  Professor  am  k.  k. 
p.Qjiyteqbni lieben  Institute  in  Wien.  Dritte^  dnrchavs 
verbesserte.  Aufl;age,.  Mit  vieian  in  den  Text  einge* 
druckten  Holzschnitten.    Wien.  1847.    8.    3  Rthlr. 

;  Ein  in  der  dritten  Auflage  erscbeinendes  Lehrbuch  bedarf 
keiner  Empfehluae  mehr;  ^Da  das  Buch  sunächi^t  für  den  Unter- 
richt'am  k.  fc.  poiytiecbntscheD  Institute  zu  Wien  bestimmt 'ist,  so 
ist  es  gfinz  recht,  däss  der  Herr  Vf.  die  neneren  Forschungen' auf 
dem  CSebiete  der  Geometrie  nur  so:  vreit  berficksicfatigt  und  be- 
nutzt hat,  :. als  sie  ihm- für  den  angehenden  Techniker  ni^tbig  und 
mltzlich  erschienen ;  dann  man  darf  in  diesen  Dingen  —  ein  Feh- 
ler» in  den :  man  wegen  des  grossen  Interesses  des  Gegenstandes 
nur:  zu  leicht  verfallt»  -^  auch  nicht  zu  weit  gehen*.  ^Besonders 
Technikern  ist  dieses  Lehrbuch  der'  ebenen  Geometrie  und  der 
Stereometrie  seiner  ^Deutlichkeit  wegen  i  und  ^e^en  der  sehr  ver- 
iständigeri  ^Berücksichtigung  der  Bedürfnisse  der  Techniker,-  recht 
sehr  zu  empfehlen  /  und  verdient  in  einem  möglichst  weiten  Kreise 
bdkannt .  zu  werden.  Auch  die  in  den  Text  gedruckten ,  sehr 
deutlich  äusgefübcten- Bolzscbnitte  gereicAien  dem  Buche  zur- Em- 
pfehlung* 

Leichtfassliche  und  stf'etige  B'egründung  der  in  der 
Elementar r Geometrie-  vorkommenden  Proportionen. 
Von  Dr.  A;  Hohl»  ausserordentlichem  Professor  der 
Mathematik,  an  de^  K.  Universität  Tübingen.  (Mit 
einer  lithogfaphirten  Tafel.)  Tübingen.  1847.  8.  18  Sgr. 
9  Pf.  ■  •         - 

l)ieise  Schrift,  mit  welcher  der  Herr  Vf.  der  altem,  die  In- 
commensurabilität  der  Grossen  berücksichtigenden  Behandlung  der 
Elementar -Geottietrie  wieder  mehr  Eingang  zu  verschaffen  beab- 
sichtigt, enthält  in  drei  Abtheilungen  eme  grundrissliche.  Darstel- 
lubg  der  altgemMnen' Gro^sen-Lehre,  die  allgemeine  Pröportionen- 
Lebt^  nnd  deren  Ati Wendung  in  ^fer  Etem^ntai^-' Geometrie.  Auch 
ivir  sind' der  M^ung,  dass  nebe,n  den  neueren,  möglichste  All- 
gemeinheit ttf  bebenden  geometrischen  Forschungen  die  euklidische 
Gebmetfle  oder  vielmehr  überhaupt  die  Qeoniietrie  der  Alten  fort- 
während sorgftltis^  studirt,  und  däss  nanmentlich  beim  gelehrten 
tSchulunterricnte  qer.  Unterricht  in-  der  Geometrie  immer  vorzugs- 
weise auf.  dem  von  den  Alten  uns  vorgezeichneten  Wege  behao- 
jdelt  werden  rauss,  wenn  derselbe  .nirKliche  Früchte  tragen  soll, 
wobei'  imnie^  zugleich  auch  die  neueren  geometrischen  Forschun- 
gen, so  w^tt  ks  der  Zweck  des  SJ'cbulunterrichts  zulässt,  gebüh- 
rende Berücksichtigung  finden  können.  Wenn  wir  daher  auch 
diese  Schrift  den  Liebhabern  der  altern  Geometrie  empfehlen,  so 
hätten  wir  doch  gewünscht,  dass  der  Herr  Vf.  bei  der  Erklärung 
der  Proportion  sich  ^jg^l^ai^Euklidesr  gehalten  und  sich  nicht 

gleich  von  vorn  herein  mehr  der  neueren  Definition  angeschlossen 
ätte.  Legt  man  nämlich  die  Euklidische  D'efinition  zum  Grunde, 
so  wird  die  Schwierigkeit  wegen  der  Incommensurabitität  bei  der 
'Theorie  der  Proporttotien  mit  einem  Male  ganz  beseitigt  und  er- 
fordert gar  keine  Berücksichtigung  weiter;  und  zu  zeigep,  dass 
vier  Grössen,  die  im  euklidischen  Sinne  in  Proportion  stehen, 
d^nn  jedenseit  auch  im  Sinne  der  Neueren  proportional  sind,  nn- 
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terliegt  bekanntlich  gar  keiner  Schwierigkeit  ^enn  dies  auch 
schon  oftmals  bewiesen  worden  ist,  so  mochten  doch  die  folgen« 
den  Bemerkungen  fiber  diesen  fär  die  Geometrie  nicht  unwichngen 
Gegenstand  hier  nicht  am  unrechten  Orte  sein. 

Die  Grossen  A,  B  sowohl,  als  auch  die  Grössen  A' y  Bf 
seien  gleichartig.  Dann  sind*  diese  vier  Grossen  im  Sinne  ^des 
Euklides  proportional,  d.  h.  es  ist  A:B=zA'iB',  wenn,  indem 
m  und  A  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  ganze  Zahlen  man 
auch  fur^m  und  n  setzen  mag,  immer  gleichzeitig 

>  > 

mA=nB,  mA'=^nB 

<  < 

ist,  so  dass  sich  nämlich  die  obern,  mittlem  und  untern  Zeichen 
stets  auf  einander  beziehen. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  die  vier  in  diesem  Sinne  proportio- 
nalen Grössen  A,  B;  A\  B*  jederzeit  auch  im  Sinne  der  Neue- 
ren proportional  sind,  kann  man  auf  folgende  Art  schliesseut 

Wenn  zuerst  A  und  B  comi]densurabel  sind,  so  giebt  es  ein 
gemeinschaftliches  Maass  dieser  beiden .  Grössen ,  welches  wir 
durch  üf  bezeichnen  wollen,  so  dass,.  indem  ft,  v  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


ist.    Weil  nun 


ist,  80  ist 


A=tfiMf'  Bi^vM 


vA=z(ivM,  (iB=:(ivM 


vA  z=  (iB, 


und  weil  die  vier  Grössen  A,  B;  A' ,  B*  nach  der  Voraussetzung 
im  euklidischen  Sinne  proportional  sind,  so  ist  nach  dem  Obi- 
gen auch 

vA'  ip:  j»ß'. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

j   •  .    '         ' 

-A'  =  M', 

also  A'=(iM',  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

vA'  ^  [iB'  =  [ivM', 

ako  B'sizvM';   und  es  ist  daher  - 

A=ziiM,  B==vM;:A':=ziiM',  B=:vJlf; 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  auch  im  Sinne  der  Neueren 
die  vier  Grössen  A»B;  A',»  B'-  p|:)9p«>rtional  sind y oder 
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'••       •         A.B:^MlB' 


i\ )».      .    . 

•  •  t 

ist.  y-  ■  •  "•  ; 

Wenn  ferner  A  und  B  \ncgmmen8^rabe\*Blüd,  4ö  setee  man; 
indem  (i  eine  g^nze  Zahl  bezeichnet , 


daan  wird  man»,,  indem  aueh  v  «fffe^ewis^^  g^knze!  Zähl  beiälch- 
net,  jederzeit  .       «    .  .  »: 

ZU  setzen  berechtigt  sein.    Weil  nun    - 

• 


und 


oder 


•  *  I        t 


•I') 


f      f  * 


livM  <  fiÄ  <  ft  (i^+  i)  M 


■  t      •  I 


II..    .    :i  . 


Ist,'  SO  ist 


d.  i. 


IS 


v4.<(*Ä<M+4l, 


und    fpi^lich,    weil   nach    der  Voraussetzung  die  Grossen  A^  B\ 
A' 9  B'  im  euklidischen  Sinne  proportional  sind,  auch  gteichzeltig 

^  vA'<^iiff<:iv  +  l)A'. 

Also  ist  gläiqb^eHig  <..:    .;./-.   !■..:  !::•.  ^.  ...   M.  ...   .j-..:.       :  '  ■■• 


•  >       1 1    4 


i:  ;     '».(',.     ;  ..i.      i     ,1     l:!f  i    •!.  7     }: 


und  es  sind  folglich 


0-: 


immer  zwischen  denselben  Gräiraeik.!}  )<:   -j  Im?    ;'Ujj---'cv 

9     

enthalten.  1  'D^i  itJlite«sob}«d  .^^ei^  Gifenzeii^ isf-  »^  ' '' ' '-   ' ' 


577 


y+i 


und  kann,  weil  man  fi  offenbar  beliebig  gross  anzunehmen  berech- 
tigt ist,  beliebig  klein  gemacht  nerdett.-  Daher  lassen  skh  k\sß 

immer  zm«»chen  denselben  einander  beliebig  nahe  kommenden  Grän- 
•zen  einschliessen  9  d.h^  dlä  ttk  fiiMidteöheii  '^inne  proportionalen 
Grössen  A^  B;  A' ,  B'  sind  auch  im  Sinne  der  Neuern  proportional 
Wenn  also  die  Grossen  A,  B;  A yB'  im  Sinne  des  Euklides 
proportional  sind,  so  sind  dieselben  auch  jedel^eit  im  Sriineder 
Neueren  proportional. 

> 

Stellt  man  nun  d1^  Lehre  von  den  Pr6i)Ot'tionen  ganz  im  Sinn^  ' 
des  Euklides  dar^  wodurch  die  Schwierigkeit  wegen  d^r  Incdm- 
mensurabilität,  auch  bei  den  Anwendungen  derselben  auf  die  GeO— 
metrie,    mit   einem  Male  ganz  beseitigt  wird,  und  d^s  Falls  der 
Incommensurabilität  gar  nicht  weiter  gedacht  zii  werden  braucht» 
so  lässt  sich  durch  die  obige  oder  eine  andere  derselben  ähnTiche" 
D^rstellu^ig  die  in  diesem  Sinne  dargestellte  Lehre  von  den  Pro- 
uoftionen  mit  den  neueren  Ansichten    (iber  diese  Lehre  leicht  in 
Verbindung  bringen^   und  dadurch  die  für  die[  neuere  J^tbcrmaiiJc. 
naturlich    sehr    nothwendige   Verbindung    der   Geometrie   mit  der ' 
Arithmetik  auf  der  Stelle  vermitteln. 

»         ^  ^       I  • 

Wir  sind  daher  auch  gegenwärtig  der  Ansicht,    dass   di'^iSI^ 
Darstellungsmethode  der  so  wichtigen  Lehre  v<pn  den  Proportionen 
die  beste  und  namentlich   für   den  Schulunterricht  die  zweckmäs- ' 
sigste  ist,  empfehlen  aber  nochmals  das  Büchlein  des  Herrn  Vfs. 
den  Liebhabern  der  Geometrie  der  Alten  zur  Beachtung. 

Bössler^   H.,.  ,]>iß  d^stellend/a   Geornetrit.     2^   A^flajQC^.. 
Darmstadt.  1847.    \  Rlhlr. 

W(>lff,  F.,  Die  beschreibende  GÄoAietrie,  die  gjdm^t^teelie 
Zeichenkunst  und  die  Pcrepective.  2te.Aäfl.  gr.  R  BlerKil.  I847i' 
4%Hthlr.  ••      .  •'•.'•-. 

,  ^  Ä.U6fiilir,licli0s;  Lehrbuch  der  ;9,^^a|[yti^!Ciien.  oder  tö- 
hern^Geproetrie. zum  Selbstunterricht.  Von  il.  B«  Xiäb- 
sen.  Zweite  vermehrte  und  verbessecte  A^ffage.  Ha«- 
butg.  1842.    SJ    1  Rthlr.  10  Sgr. 

.  Die  etste  Auflage  dieses  mit  grosser  Deutlichkeit  imd  Ab- 
sebamlichkeit  veiffassten  Lehrbuchs  ist) von. uns  im  Llteratr^  ßeor. 
Nr.  ,V.  S.  78.  angezeigt  und  gebührend  empfohlen  worteÄ. .  Wir 
freuen  uns,  unsere  damalige  flmpfehiung  durch  das  Erscheinen 
der  vo^liegendiBn,  üicht  wesentlich  umgestalteten,  öbef  illWdlngs 
veiTBkehfteto  und  verbesserten  zvreiten  Auflage  gefechffertlet  zu' 
geben,  und  Wünschen  recnt  sehr,  däiis  dieses  Buch  förftal|f'e* 
nKIge,  durcll  seine  gfösse  Deutlichkeit'  der  analytischen  6eoiKietti!e 
(iytf  neuei^en  Sinne)  immer  mehf  Freunde  zu  gewinnen,  und  zMidf' 
eifrigen  Studium  dieses  auch  für  die  praktisdi'e  Anvft^tifdung  ^ 
wichtigen  Theils  der  Mathematik  immer  mehr  anzuregen. 


.  1 


'•  >'  •  "' •     ^^ 
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Praktlsclie  Oeometrie. 


>  ■  * 

FleischaDS^  K.,  der  ausübende  Cleometer.  gr.  8.  Prag.  1848. 
27  Ngr. 


AstroBomie* 


Der  Weltenbau»  seine  Entstehuog  und  wunderba- 
ren Harmonien.  Populär  dargestellter  Inbegriff  der 
V4»rzügliciisten  astronomischen  Entxleckunffen  des'  Job. 
Gottlieb  Schimko,  Doctors  der  Medicin,  Physikus  der 
Konigl.  Hauptstadt  Olmutz-    Wien.  1847.    8.    20  Sgr. 

Auf  eine  nSbere  Angabe  und  Prüfung  dieser  yermeintlicben 
astronomischen  Entdeckungen  können -wir  uns  hier  nicht  einlassen. 

Deutschlands  vorzüglichste  Sternwarten.  Ans  C.  L. 
v;  liittrow's  Kalender  für  alle  Stände  (1818)  besonders 
abgedruckt.    Mit  7  Kupfertafeln.    Wien.  1848.    8.    8  Sgr. 

Diese  interessante  kleine  Schrift  enthält  die  Beschreibung  der 
Sternwarten  zu  Gotha  (Seeber^),  Göttingea,  Königsberg,  München, 
Hamburg,  ßerlio,  Bonn,  mit  Abbildungen  dieser  sämmtlichen 
Sternwarten.  Einige  populäre  Betrachtungen  über  den  Nutzen  der 
Astronomie  sind  der  Beschreibung  dieser  Sternwarten  angehängt 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
17«2  al  1813.  Patte^  prima.'  179^— 1802.  Tomo  quarto. 
1799—1800.  Vienna.  1846.  4.  Torao  qüFnto.  1801  —  1802. 
Vienrna.  1847.  4.  Aiicb  unter  dem  Titel:  Annalen  de^k-k. 
Sternwarte  in  Wien^  Nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k. 
Majestät  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben^  von  C. 
L.  v^on  Littrow,  Dlrector  der  Stern  warte, und  .o.  5.  Pro- 
fessor der*  Astronotnie  an  der  k.  k.  UniTersit'äi  zu  Wien 
u.  s.  w.  und  F.  Scfaaub^  Adjunct  der  Sternwarte.  27ster 
Theil.  Neuer  Folge  7t  Band.  Wien.  1846.  4.  Enthal- 
tend Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jahren  1799  u.  1800. 
--  28ster  Theil./iNeuer  Folge  8r  Band.  Enthaltend 
Piazzis  Beobachtungen  in  den  Jahren  1801  und  1802. 
Wien.  1847.    4.  ■/       * 

■         ii      ■ '  ■       ■  * 

Die  drei  ersten  Theile  dieses  wichtigen  Werks  sind  im  Litera- 
rischen Bericht  Nr.  XXXI.  S-  464.  und  Nr;  XXX\f,  S.  521.  ange- 
zeigt worden.  Indem  vi^iv  unsere  Freu(le  über  den  raschen  Fort- 
gang dieses  Unternehmens  von  Neueni  aussprechen,  wird  es  jetzt 
fenügen ,  wegen  4^r  Bedeutung  und  Tendenz  desselben  die  Leser 
es  Archivs  auf  jeop  beiden  Anzeigen,  zu  verweisen. 

itleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  1848.  Vor^ 
züglich  zum  Gebrauch  der  Seeleute    herausgegeben  von  Herrmann 


ST» 

Karsten,   Dr.  PUL,    Prof.  der  Maäiematik  «ihI  Physik  an  der 
Univeroität  Rostock.    Neunter  Jahrgang.    Rostock.    1(1  Sgr. 

Weisse,  M;,   positiones  mediae  stellaram   fijcaram  in  fonis 
Regiomontanis.    gr.  8.    Petröpoli.  1846.    5  Rthlr. 


!■       ■ 


P  b  y  s  i  k« 


Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterricht  in 
deh  oberen  Klassen  der  Gymnasien,  so  wie  auch  für 
gebildete  Leser  überhaupt,  von  Karl  Koppe,  Profes- 
sor und  Oberlehrer  an»  Gymnasium  zu  Soest.  Mit  zahl- 
reichen, in  den. Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Erster  Theil.    1847.    8.    20  Sgr.  . 

Die«  Lehren  der  Physik  sind  in  diesem  auf  zwei  Theile  be- 
rechneten Buche  in  drei  Abtheilungeo  vorgetragen ,  nämlich: 

Einleitung.  *— £r^/6  Abtheilung,  Mechanische  Er-* 
seh  einungen.  Erster  Abachiiitt :  Mechanische  Eigenschaften  der 
KOrper  im  Allgemeinen.  Zweiter  Abschnitt:  Mechanische  Erschei- 
nungen fester  Körper.  Dritter  Abschnitt:  Mechanische  Erschei- 
nungen flüssiger  Körper.  Vierter  Abschnitt:  Mechanische  Er- 
scheinungen iuftförmiger Korper.  —  Zweite  Abtheilung,  Che- 
mische, magnetische  und  electrische  Erscheinungen. 
Fünfter  Abschnitt:  Chemische  Erscheinungen.  Sechster  Abschnitt: 
Magnetismus.  Siebenter  Abschnitt:  Eiectricität.  —  Dritte  Ab' 
thtilung,  SchaU,  Licht  und  Wilrme..  A^liAer  Abi^nitt^ 
Vom  Schalle.  Neunter  Abschnitt:  Vom  Lichte.  Zehnter  Ab- 
schnitt:   Von  der  Wärme. 

Der  vorliegende  erste  Theil  etithält  die  ersten*  acht  Abschnitte, 
der  zweite  Theil  wird  den  neunten  und  zehnten  Abschnitt,  näm- 
lich die  Lehre  toiti  Lichte  und  von  der  Wärme  enthalten. 

'  • . .  .  ■        •     fc     '  ■ '  '  ' 

|n  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Vf.:  „Dieses  Lehrlbipch  unter- 
scheidet sich  von  der  Mehrzahl  der  physikalischen  Lehrbücher 
gleichen  Um&ngs  in  dem  Umstände»  daiSS  ii^  dc^mseljbep  die.Na- 
toerscheinungen,  sowohl  die  sogenannten  Metepre,  w.elche  durch 
die  ungestörte  Wirksamkeit  der  r^atur  herbeigeführt  wjsrdeu,  als 
auch  die  durch  die  menschliche  Thätigkeit  im  gewCb^ilichen  bür- 
gerlichen Leben  veranlassten  Naturprocesse,  vorzugsweise  berück- 
sichtigt sind.  Von  den  Lesern,  welchen  der  Verfasser  dieses 
Lehrbuch '  hasptsächlich  bestimmt  hat,  stellt  den  wenigsten  die 
Jßenuttsung  kostb^er  Jiistrui^ente  zu  Gebote  jP^iBselbe  gilt  auch 
TOD  der  l^iWedteiii  ^grösseren  Zahl  4er  jSchjali^  nach  .ihrem  Ein- 
tlitte  in's  Ji^ürgerliche  Leben,  als  Geistlich^,  Kichter,  Aerzte, 
u.  s.  w^  Alle  aber  sehen  sich  täglifsh  npd  stündlich  von  den  xnan,«* 
nigf^ltlgsten  Erscheinungen  umgeben,  in  denen  die  geh^imc^f( 
Kräfte  der  Natur  ihre  Vurksamkeit  offenf^ren.  Diese  Erschejiuui<t 
cea  nna.  unter  bestimmte  Gesetze  z^si^BnIen2ufassen  und  so, i^ 
4ie  Blapnig&ltigkeit   derselben  Üeb^rsj^fat  und  ZusanMi^enhang  jzu 
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britageD,  i^tibt  4er  Verfasser  als  dastcrste. 2U1,  nach  weldiem 
derselbe  bei/Abfossang  dieses  Lehrbuchs  für  stiiid  Leser  wid 
Schüler  gestrebt  hat,  und  die  Eru^eckung  des  Sinnes  und  die  Be- 
fähigung ßir  •  verständige.  Naturheobaebtung. als  das' zweite  .'bezeich- 
nen zu  müssen.  Dagegen  bat  auf  solche  Leser»  welche .  ;zuc  Aus- 
übjing  eines  bestimmten  Berufes  oder  Gewerbes  gewisser  physi- 
kalischer Kenntnisse  .  bedürfen,  eine  besondere  Kücksitbt  nicht 
genommen  werden  können. '' 

9,Ueberall  ist  in  demcJj^rliSuc^e  (Vlbn  den  Erscheinungen  ans- 

fegangen,  und  erst,  nachdem  das  'Thatsächliche  festgestellt  wor- 
en,  sind  auch  die  zur  Erklärung  versuchten  Hypothesen  mitge- 
theilt>  um  einerseits  dem  eigenen  Urtheile  des  Schülers  oder 
Leser$  nicht  .i'of zugreifen,  und  um  andererseits  ^denselben  jsu  (ge- 
\tr/hqen,  die  Naturei^chelhüngeh  ohhe  Vörgefäsi^te  Meinungen  zu 
beobachten.  Die  Geschichte  -  der  Wissenschaft.  Hefert  nur  zti 
zählteiche  Beispiele ,  wie  das  umgekehrte  Verfahren  das  Auflu- 
den der' VVälirfleit  erschwerf  und  die  Fortächrif(e*aer  Wissenschaft 
aufgehalten  hat" 

'  '  „Da  das  Lehrbudh  fSt*'  die  erste  Einführten^  in  die*  Wissen- 
schaft- bestimmt  ist;  so  Ifaf  sich  i der  Verfasser  \n  dem  eigentlichen 
Teste,  welcher  die  Hauptge^e^ze  und  die  wich tigstei^  Erscheinun- 
gen  behandelty  deren  Kenntniss  jedem  Gebildeten  wünschenswerth 
ist«  der  möglichsten  Deutlichkeit  und  Fasslichkeit  befleissigt.  Das 
mipder  Widath^e  oder  vielleicht  nur  für  einen  Theil  der  Schüler 
oder .  Leser  Verständllcii^e  ist .  in  den  Anmerkungen  behandelt. 
DlkCf  gUt  insbesondere  auch  von.  den  mathematischen  Ableitungen, 
da.es  eben  so  unbillig  als  unpädagogisch  sein  würde,  einen  Schü- 
ler djssbalb,  weil  er  in  der  M(ithemaiik  zurückgeblieben  ist,  auch 
von  den  Fortschritten^ in  d^  Pl^ysik  ausschliessen- zu  wollen." 

'  ^Wir  haben  im^  Vorhergehenden  den  Herrn  Vf.  selbst  reden 
kfSSen»  weil  wir  glauben-^  dadurch  die  Grundsätze,  von  denen' er 
bei  der  Abfassung  dieses  neuen  Elementbrlehrbudis  der  Pbymk 
geleitet  worden  ist«  dea ^Lesern  des  Archivs  am  besten  vor  Augen 
tegei)  zu, können.  Im  AUgepeiuen  können  wir  auch  diesen  Grund- 
sätzen unsern  Beifall  nicht,  versagen,  und  sind  der  Meinung,  da;ss 
sich  dieses  Lehrbuch  durch  Einfachheit^  Deutlichkeit  und  ße- 
sütiiifiith^it  der  Darstellung  vor  vielen  andern  Elementarlehrbüehern 
der  Physik  V6rtheilhaft  äoszeidhnet,  weshalb  wir  dasselbe  auch 
i>^  den  Uäfldc^n  recht  vieler  Leser  und  Lehrer  zi^  {sehen  wünschen, 
st>  tfie  4ento  der  Herr  Vf.  aut*  nameptlich  ^jfur  den  Schtitunterricht 
eWte  zwedLiriäsäige  AtfsWäfhl  der  vorzutragenden  Lehren  getroffen, 
üpd  sich  mit  Recht  nicht  darauf  eingelassen  hat,  alle  neueren  lEr- 
fihdu^geii  aufzunehmen  oder  bloss  anzadetrten,  wie  dies  in  vielen 
ät^deni  physikalischen  Lehrbffcherfo^  seibist  in  sotcbenV  'die  allge- 
vMMt^  mVM  g^fMätti  haben  l  bft  lii  ilehr  eberflktMi^bel- W^d 
gieschi^ht.  tM"  6fch  ndf  d^  A!^^^^IV6W  ^  kläglichster  Viotlstitidigketi 
tki  geffifen ,' Wodurch  Iderl^Q^^  met  Hvtr  fföMen  MiM,  dhW^BMl 
ehre  Völlig '^ddliche'  ^itr^iel|lt.,fr}  di<^  ^ehtf?^  NMtf^  der  betreff 
fem!6ri';0el^enstände  vei-l^öhafs^:  und  aneignen  ttt  kOmien.  Wa« 
&i^  täiifh^jämscfitiriPhm^efn  6^^  i/M^  BueAs  betitMy  M 

^IsMbdp  #i^  frelÜeh,  dä^'weuig^tehs  für  di^e  Schffiler  d^  beiden 
(i/b^^n''fUassei»  der  h^sf^  Lehrani^^Uea  sieh  elw««^  tMfe^  «nd 
tut  ^/i»iMr^ß^en^i^^vt  WdtM^  gehende' mattr^a«0cM']>A»st«l- 
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lun^en  phy^kalicicher  Ijebreii  »sehr  itoM  'e\tgnen,uni  vor  weaent- 
llcn^m  1^utz«D  ifGr  dk;  mathetnatisebe  und  physikalische  AuriM« 
dang»  der  schon  vi^Mter  yot^eschrittenen  Sclbiiler  sSimK  Jedock 
mOffenr  wohl  in  diei^r  Beziehütie  4n  d^  Orflramsation  unserei^ 
Lehranstalten  manche  schwer  zu  beseitigende  Hindernisse  W^^hj 
und  ausserdem  fragt  es  sich,  ob  solche  strengere  mathematische 
DarstelifiDgeb  -physikalischer  Lehiwn  nicht  besser  mit  I  dem^  riniithe« 
matischen  Unterrichte»  äri  geeigneten  Stellen  >.  >äUi  mit  denv^^yish 
kaliacben;  Unt^ttidito  .zu  «^«rbifidei»  isind,<:  /so  dass  aläo;:  duron  Akä 
dlu^e  iBemcirkung  Icetn  beeftimmtor  Tadel  4bs  «ötiiegänden^i  üheit-i 
dies  auch  zugleieh  Ifur  f(eb«ldete  .  Li^ser  >  überhaupt  — ndieleideif 
immer  nochi  meiatensivor.  ^lesi  Matheuatik  - zuriiekgKftredkdA  ^rn 
bestimmten  Lehrbuchs ,  dessen  zweitein.  Tibei&e iwii^  init  V^langeH. 
entgegen  s^ben ,  ausge$proc;|[ien  sein  soll,  Di^  in  d^n  Text  ein- 
geortick^en  ffalzschnitte  entsprechen  ihi-em'  ZV^ecke  recht  Wönl.    ^ 

Vieth,  G.  ü.  A.,  6^mldHÄS  der  Physik  füt  ScAnien.    Dtihsf 

Atiflage.    Uetausgegeben  toA  F.  Gm.  4:  -2erbsii  1847.' '  %.R<lilr;r 

'*'»      ••  ?•».'.  -I.«.  *»• 


r, 


', Physikalische  Öriefe.  für  fJebildeteVallet  Stände,' 
vbii  Lednhä^d'Et^Ur  und;Dr.  Johann  MöM^f,  Profcssoi' 
ddr  Fbvsik  .und  t^phnologle  än^  der  ü'hlversität  zt^ 
Fr<Siburg  ffti  «r.    Stuttgart  1848.    8.    1  Hthli'.  24  Sgr. 

Wir  freuen  uns.  Eulers  durch  wahre  Popularität  sich  aus- 
zevchnende  Briefe  an  eine  deutsche  Prinz^sin  jii  seht  anständiger 
äusserer  Ausi^ttung  wieder  ih's  Pubnkam  gebracht,  lind  mit 
einem  Supplemente  $  welchis«  die:  neuesten  Ergebbisse-  and  Berei<i 
cfaieiun||eD  clei^  RJiysik  gleiobfalib;  Inf  Briie/form  beUapdelt,  ins  Herrn 
Professor,  Müllers  gewandter  Feder ,  bereichert,  zu  sehen..  Dass 
E-Älfeis  phlUsophlscne' 'Briefe  weggelassen  worden  sind^  Ist. gan;B 
fe^chl^  da  diöse  bekannfltch  die  scWächsfe  Partie  des  Äo^ist  trcflf- 
Kbb6n  Buchs  aüsriiachen.  Sfass'  ater  Ob'ndt)rcet's  Lobrede  auf 
E'tirer  beigefflgt  und  mit "  djgrsiölbfetf  In'  dieni  Buche,  der  Anfang' 
geflächt  wottdeh  fet',  TfetdienttesondeVn' Oähk;'  Mit  tfer  dankba?' 
sWtr'Erririieriihg  an  die  vielfach^  B.el^hr^g;  We  Wir  sefcst  frühei? 
Krt'"^sern  pbyslkalischen  Ele^metit^fstudieh  atiisf  di'esem  Buche 
ite'afähöpft  ;HäMH,:  eiftpleWet^  Wir  dassidbiß  aos  •  f irflkömnienster 
fj'^i^?;:eü|5ung  älletf  Ltesercf,  trtelcbäi  bracht  eine  bltin^ebr^iche  Sprache 
imd  lainffe  tifäd^h  Aber  die  OflferftäWitig  der/WdsHdt' des  Sch^^p^ 
fei;^  in  di|r  EinriicJitiöJg  dei»  Natur,  aber*  €jiric  oitchterne  wahrhaRe 
BfelehHrnfg  ubi^f 'dre  in  der  Wätur  ^orfc^mtoendeh' Er^Keinungen 
^(idhen 'rnid  M^heL  *  Mögö  "4as  ti-eflnicbe  l)üclif;aucH  fn  serhef 
Mta^ft  ^«(sit^K 'älfen  Von  dem-  ^e*dien<eri  HeTft:'HeHÄsgeber  und 
deir' T^rfägshähdlun^beälysichtii^^if^'  Ntitireri,  itn  Mcbsf^  IMIäasse 
stiften!  Wir  wüssten  in  der  that  kaum  t\ti  b^isser^s  pO|[)lulä^i^^ 
Lehrbuch  der  Physik  als  das  vorliegende  zu  nennen. 


Dr.  H.  Heimholtz.    Berlin.  1847.    8.    10  Sgr. 

'» '  ^*IM^>  ibbalt   dieser-  tesens^erthm*  Abbaiidhiiig'  ist  iefgehder : 
Bitll^itam^i  i^l.^  I^s/  BHucijp  dir  ik^^ältuM^  dinlebemfigenrKfaft 
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-Hl  II.,  I>aS'PriDci{>  der  ErbaKun^  der  Kraft. .—  III.  Die  Anwen- 
duMi  des  Prihcips  in.  den  mecbaniaichen  Theofeinen.  -—  IV..  Das 
KratiäquivaieDt  der  Wärme.  ^~  Y.  Das  Kraftäquivalent  der  elec* 
Irischen  Voi^bige.  —  VI.  Kraftäquivalent  des  Magnetismus  und 
EiectronMgBetismus. 
♦••."..•• 

*  '  Das  AHcobolometer  und  dessen  Anwe^ndung.  Ein 
Hafi^l^nchfÜT  Eiehungsbeh(Vrden,  Steuerbeamte^  Instra- 
Dfelentönibaeher«  Brennereibesitzer,  D^estillateure  und 
fiQr  Crewerbtreibende^  die  sich  mit  de'in.Spiritusbandel 
befassen.  Herausgegeben  von  dem  Director  der  Kö- 
niglidb  Preussiscneii  Normal-  Eichungs-Kommission 
A.  F.  W.  Brix.    Berlin.  1847. 

Diese  kleine  Schrift  verdient  alleo  denen,  welche  sich  mit 
der  Construction  und  der  genauen  Anwendung  des  Alkoholometers 
bekannt  machen  wollen,  recht  sehr  empfohlen. ^u. werden.  Die- 
'  selbe  enthält  nicht  bloss  eine  sehr  deutliche  ^  Darstellung  der 
Theorie ,  sondern  auch  Anleitung  zum  praktischen  Gebrauche  nebst 
den  nöthisen,  von  dem  Physico-Matheraatiker  Herrn  Dr.  W.  Brix 
neu  berechneten  Tafeln,  und  berücksichtigt,  was  besonders  her- 
vorgehoben werden  muss,  überall  gehörig  die  bekannte  sogenannte 
Contraction  be^  der  Mischung  von  Alconol  und  Wasser  mit  ein- 
ander. 

Leichtfassliche  Darstellung  der  Meteorologie.  Von 
August  Kunzek,  Professor  der  Physik  und  angewand- 
ten- Mathematik  an  der  Universität  zu  Lemberg.  Mit 
vielBnxilographirten  Abbildungen.  Wien.  1847.  8.  1  Thlr. 

Wir  können  dieses  Buch  einem  Jeden,  wer  sich  in  kurzer 
Zeit  über/die  Hauptsätze  der  Meteorologie  mit  möglichster  Deut- 
Hcbkeit  belehren  will^  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  sehr 
empCeblen.  Es  sind,  um  dasselbe  vpllkommen  verstehen  zu  kön- 
nen, nur  einige /wenige  gapz  elementare  mathematische  Vorkennt- 
nisse ,  und  selbst  auch  nur  ein  sehr  geringes  Maass  physikalischer 
Vorkenntnisse  erforderlich,  weil  der  Herr  Vf.  es  sich  hat  angele- 
gt sein  lassen,  ,  die^  Sätze  der  allgemeinen  Naturlehre  jederzeit 
axa  Ai^ange  der  Kapitel  der  Meteorologie ,  wo  sie  zur  Anwendung - 
kommen,  zwar  kurz,  aber  überall  mit  vollkommener  Deutlichkeit 
zu  erläutern.  Je  wichtiger  eine  genauere  Bekanntschaft  mit  der 
Meteorologe  von  Tase  zu  Tage  für  dici  verschiedenen  Klassen  der 
Gesellschaft«  namentlich  för  den  Landmann  wird«  desto  mehr 
wünschen  wir  diesem  mit  grosser  Verständlichkeit  verfassten 
ßuche  eine  möglichst  allgemeine  Verbreitung,  die  ihm  gewiss 
auch  nicht  fehlen  wird. 


y 


Fermisclite  Sdirifteii.' 


■        • 


Po^uläie  Vorlesungien.  über  wissen4cbaftUcbe  Ge 
genstände  vonF«  W;  BesseL'    J^ach  dem  Tode  desrVer 
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fassers  herauseeeeben  Ton  H.  C.  Sehamacher.  Hain* 
btfVg.  1848.    8.    3  Rthlr. 

Der  Inhalt  dieser  Vorlesiungen   Ist  ff/lc^rider.    1.    Ueber  deo 

f^geuH artigen  Stundpunfct  (ter  Astronoiuie  (diese- Vorlesung  jet  api 
ten  März  1832  gebalten).  —  2.  Uejier  das,  w/is  uns  die  AsArö- 
nomie  von  der  Gestalt  und  dem  Inneren  der  Erde  lehrt  —  3.  Ucfber 
^ie  physische  Beschaffenheit  der  ,  Himnielskorüer.  —  4.  Ueber 
den  Halley'schen  Kometen.  — .5.  Von  den  Erscneinungeni  welche 
der  Halley'sche  Komet  gezeigt  hat.   —   6.    Ueber  Flut  und  Ebbe. 

—  7.  Messung  der  Entfernung  des  61.  Sterns  im  oternbilde'  des 
Schnans.  —  o.  Ueber  Maass  und  Gewicht  im  Allgemeinen  und 
das  Preussische  Längeumaass  im  Besonderen.  -—  9.  Ueber  den 
Magnetismus  der  Erde.  —  10.  Ueber  Wahrscheinlichkeits- Rech- 
nung. —  11.  Ueber  die  Verbindung  der  astronomischen  Beoba^h; 
tungen  mit  der  Astronomie.  ~  12.   Gleichgewicht  und  Bewegung!. 

—  i3.  Astronomische  Beobachtungen.  —  14.  Oerter  der  Fix- 
sterne an  der  Himmelskugel.  —  IS.     Ueber  den  Mond. 

Dass  diese  zum  Theil  schon  an  anderen  Orten  iiekannt  ge* 
machten,  zum  Theil  aber  hier  zum  ersten  Male  gedruckt  «rachei- 
nenden Vorlesungen  einen  reichen  Schatz  von  IJelehrungen  ent* 
halten,'  versteht  sich  von  selbst,  und  Herr  Conferehzrath  Schu* 
macher  hat  sich  jedenfalls  um  viele  Leser  ein  grosses  Verdienst 
erworben,  dass  er  sich  der  Herausgabe  derselben  unterzogen  tiat 
€kin£.' besonder«  bemerkenswerth  ist  e^,  dass  Beiss«]  in  der  am 
28.  Februar  1840  gehaltenen  Vorlesung  üher  die  Verbindung 
der.  astronomischen  Beobachtungen  mit  der  Astronomie 

iS,  447  jBT.)  den  jetzt  entdeckten  Planeten  Neptun  aus  ebein  deo 
^etiiachtungen,  die  zu  .seiner  Entdeckung  geiührt.  ba,ben,  schoq 
ankibidigt.  Seit  längerer  .Zeit  hatte.  e.r  ajle  aqderen  ^löglichen  Err 
U^hipgen  der  Anomaliep,  die  Uranus  in  seinen.BewegUDgen^  zeigte 
mit  seiner  gewohnten  Gründlichkeit  untersucht,  .und. war,  nachdem 
er  sie  am  jEnd^.als  ungenügend  erkannte,  im  BegrifTe,  den  We^ 
der  Eum'Ziele  geführt  hätte,  einzuschlagen ,  als  zunehineqde  Kränk* 
Uchkeit  und  angestrengte  Arbeiten  mit  eifiem  neuen  vortreffliche^ 
M^ridlAn-InstfuiQßnte  von  Repsold,  dei^u  t^r  sich  obi^racbtet 
seiner  Kränklichkeit  unterzog,  ihm  eine  der  glä^izendstep  Ent- 
deckungen», für  die  er  so  viel  geth^p  hiitte,  .in  ien\  Augenblicke 
entrissen,  in  dem  er  seine.  Hand  nach  dem  Preise  ausstrecken 
durfte.  Die.  fär  .diese  Untersuchungen  v<on  seinem  taientvoUen» 
auch  schon  .  verstorbenen  Schuler  Flemming  mit  der  äussersten 
Schärfe  geg^achten  Reductionen  der  Uranusbeobachtungen,  deren 
Blasset  S.. 452.  erwähnt,  -jWQrden  in  d^n  Astronomischen  Nachr 
ri«liten  erscheinen,  und  den  Ernst  zeigen,  piit  dem  Bessei  seio9 
Nachforschungen  unternahm. 

..Naturwissenschaftliche  Abhandlungen,  gesammelt 
und  , durch  Su'bscription  herausgegeben  von  W^ilhelm 
Haidinger.  Erster  Band.  Mit  XXIL  Tafeln.  Subscrip- 
tionsjahr  vom  1.  Juli  1846  bis  1.  Juli  1847,  Wien.  1847. 
gr.  40.    Preis  K  Fl.  C.  M.    Ausgegeben  am  13.  Aug.  1847. 

Schon  in  Nr.  XXXVII.  S.  S42. liatten  wv  die  Freude,  zugleich 
mit  der  Nachricht  von  der  Stiftung  einer  freien  naturwissenschaft- 
liclien  Gesellschaft  zu. .  Wien  mttn  Theil  der  von   dieser  Gesell* 


586 

Barth;  by  James  D.  l>ana;  «^  Notes  ott.tbe  Alsae  of  the  Uni- 
ted States;  by  Prof.  J.  W.  B^iley.  —  A  few  Remarks  on  the 
SüuriaD  Qassifieatiöti ;  by  Str  Roderick  Impey  Murchison^ 
G.G.  St.  SL,;F.R.8.,  etc.  —  Hydrate  of  Nickel ,  a  New  Mineral; 
by  P^of.  B. '^liiiman,  Jr.  —  On  Capellation  nith  the  Blowpipe; 
by  Wxn.  W.  Mather.  —  On  the  yariatioti  of  a  Differential  Coef- 
ficieot  of.a  Function  ofany  nttmber  of  Variables;  by  Prof«  A.  D. 
•Stanley«  --^  Scientific  lotelligenee. 

Vol.  IV.  NoJ  10.  Jaly,  1«47.  On  Terrestrial  Magnetism; 
by  Profi  Wllli'atn  A.  Nortotii'^^  General  Geoiogical  Distribution 
and  probable  Food  and  Climate  of  the  Mammoth;  by  Prof.  R. 
Ovren.  - —  Note  upon  Cärexloüacea,  Lifin.,  and  C.  gracilisj^  Ehrfa.; 
by  A.  Gray.  -^  Descriptton  of  Three  New  Carices,  aod  a  New 
Species  of  KhyAchospora ;  by  Jöbn  Cajey.  —  Obserrations  on 
thb  Whirlpool,  and  on  the  füapids;  below  the  Falls  of  Niagara; 
by  R.  Bake  well.  —  On  cörtain  ImproTenients  in  i:he  Cbnstmc- 
tiou  and  Siippiy  of  the  Hydro -oxygen  Blowpipe,  by  which  Rho- 
dium, Iridinm,  or  the  Osmiuret  ot  Iridium,  also  PJatinum  in  the 
(arge  way^  have  beep  fused;  by  Prof.  Robert  Hare,  M.  D.  — 
Descrlpüon  of  Two  New'* Species  of  Fossil  Footmarks  found  in 
Massachusetts  and  Connectic|it,'  or,  of  the  Animals  that  made 
them;    by  Rev.  Edward  Bfitchcock.  —  Glycoeoli  (Gelatine  Su- 

gar)  and  sqme  6f  its'  Products  of  Decomposition ;    by  Prof.  E.  N. 
[orsfdrd.  (continuedO  —  On  the  Potato  Disease.  —  Report  on 
•Meteorites;    by  Prof.  Charlei^  Upham  Shepard.  —  A  General 
Review  öf  the  Geoiogical  Effcfcts   of  the  Barths  Coöling  frora  a 
State  of.Igneobs  Fusiod:   by  Jam^s'.D,  Dana.  —  Review  of  the 
'Organic  Chemistry  of  Mi  Charles  Gerhardt;    by  T.  S.  Hunt. 
—  Scientific  Intelligence. 

.  ,YqI,^  ly.  .N<^^nl.L, ..SQptqiaber,  1847.,  On  Üie  Destruction 
and  partial  Reproduction  of  Fprests  inJßritisH  Nortji  America;  by 
John  William .Dawson,  Esq.  of  Piptou.*  —  Review  of  the  Or- 
ganic  Chemistry  of  M.  Charles  Gerhardt;  by  T.  ,S.  Hunt 
(conclud^d).'  — -.  Qn  the  relative  Age  and  Position  of  the  so-called 
Nnmmulite  Limestone  of  Alabania;  'byC.  Lyell,  F.  R.  S.  and 
V.PlCf.'Sl  — »  Notice  of  some  recent  Additions  to  our  Knowledge 
Öf  the  Ma^etism  of  the  United  States  and  its  Vicinity;  by  Prof. 
Elias  Loomi*.  -^  On  the  Tr^p  Tuff,  or  Volcanic  Örit  of  the 
'Connecticut  Valley,:'with  the  b^arbigs  of  its  history  upon  the  age 
.öf'äie  Trap  Rii^ck  and  Sandstic^ne.  generälly  In  that  Valley;  bv 
R^V.  Ed\v^ardHitcbcbck:  -^  On  Terrestrial  Magnetism ;  byProt 
William  A.  Norton  (cortcluded).-^  Notice  of  Dr.  Mäqtell's  Isle 
of  Wiffht  —  Setenteenth  Meeting  of  the  British  Association  for 
the  Advarrcement  of  Science.  —  Theory  of  Transit  Corrections; 
by  Enbch  F,  Burr.  --•  Scientific  Intelligence. 


B  e  r  i  ch  t  i  g  u  h  g. 

Es  ist  übersehen  worden,  die  beiden,  dem  dritten. Hefte  dieses 
zehnten  Theils  des  Archivs  bei  gegebenen ,  zu  der  Abhandlung  des  Herrn 
Doctor  Wolf  er  s:  Ueber  strenge  und  gelinde  Winter  (Tbl.  X. 
Nr.  XlLXI.)  gehörenden  lithof^raphirten  Tafeln  mit  A,  und  B.  zu  bezeich- 
nen. Die  geehrten  Besitzer  des  Archivs  wjerden  gebeten,  diesen  Mangel 
za  ergänzen. 
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